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Наследование свойств категории при переходе  
от статических систем, использующих знания,  
к динамическим1  

Аннотация. Ранее авторами была показана целесообразность привлечения аппарата теории категорий для абст-
рактного описания знаний в системах продукционного типа. Первоначально этот аппарат предназначался для 
описания обычных, т.е. статических экспертных систем, получивших самое широкое распространение в искусст-
венном интеллекте и смежных областях. При этом несколько в стороне оказались так называемые динамические 
экспертные системы, допускающие изменение данных и знаний в процессе своего функционирования. Поскольку 
в предложенных нами ранее схемах динамическая экспертная система строилась на основе статической, то есте-
ственно возник вопрос о распространении теоретико-категорного аппарата и на такие системы. Для этого потре-
бовалось определенное обобщение развитого прежде теоретико-категорного аппарата, связанное с введением 
так называемых расслоенных категорий и соответствующих контекстных решеток. Совокупность возникающих при 
этом проблем подробно рассматривается в настоящей работе.  
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Введение  
Теоретическое исследование в области сис-

тем, основанных на знаниях, или экспертных 
систем, является затруднительным, поскольку 
на практике сталкиваются как с большим раз-
нообразием областей их применения, так и раз-
нообразием используемых средств их про-
граммной реализации.  

Для описания и исследования систем авторы 
настоящей работы предложили достаточно аб-
страктный формальный язык [1-3], позволяю-
щий с единых позиций рассматривать некото-
рые моменты, являющиеся общими для 
большинства подобных систем. Этот язык ос-
нован на формализме теории категорий [4]. В 
частности, в рамках этого языка были описаны 
интеллектуальные компьютерные системы, ос-
нованные на правилах, или продукционные 
системы. Характерно, что продукция при этом 
понималась весьма широко, она рассматрива-

лась как форма записи базовой элементарной 
операции, которую использует в своей работе 
интеллектуальная система, основанная на зна-
ниях. Эта операция состоит в том, чтобы узнать 
ситуацию, с которой столкнулась система в 
своей работе, найти в памяти описание этой 
ситуации и преобразовать ситуацию в соответ-
ствии с найденными в памяти инструкциями, в 
результате чего возникает новая ситуация. По-
добные продукции были представлены автора-
ми на теоретико-категорном языке и получили 
название ТК-продукций [5-8]. 

В основу теоретических построений в этих 
работах были положены ситуации, образцы 
(обобщенные описания ситуаций) и операция 
сопоставления. Следует заметить, что для каж-
дой предметной области эти три понятия при-
обретают, вообще говоря, специфический кон-
кретный вид. Введенные понятия позволяют 
построить категорию, которая описывает все 
возможные действия со знаниями.  

ИНЖЕНЕРИЯ ЗНАНИЙ 
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Вторым направлением исследования, по-
служившим отправной точкой для настоящей 
статьи, являются проводимые авторами в тече-
ние многих лет исследования так называемых 
динамических экспертных систем, впервые 
введенных в работе [9]. В процессе работы та-
ких систем допускается пересмотр данных, по-
лученных ранее, что может приводить к отказу 
от сделанных ранее логических выводов и за-
мене их другими. В частности, в [9] была пред-
ложена квазистатическая реализация динами-
ческой экспертной системы, при которой 
производился «перезапуск» статической экс-
пертной системы, позволяя пересматривать 
введенные ранее данные и вовлекаемые при 
этом знания. 

Несколько позже авторы [10] предложили 
свою архитектуру для реализации динамики в 
одной конкретной прикладной задаче, впрочем, 
также отталкиваясь от некой статической экс-
пертной системы. 

С другой стороны, соображения оптимиза-
ции работы динамической системы привели к 
тому, что используемые в [9] данные были раз-
биты на две группы – статические и динамиче-
ские данные.  

В течение некоторого времени эти две ли-
нии нашего исследования – разработка доста-
точно универсального языка описания интел-
лектуальных систем и описание работы 
динамических экспертных систем - не пересе-
кались. Это было связано с концентрацией ис-
следования на том, как именно предложенный 
язык ТК-продукций использовался для описа-
ния самой продукции (правила) и того, как она 
преобразует ситуацию. Однако выяснилось, что 
многие свойства динамических систем вполне 
могут быть описаны на языке ТК-продукций, 
поскольку предложенная в [9] динамическая 
экспертная система фактически отличается от 
обычной (статической) лишь определенными 
особенностями использования алгоритма логи-
ческого вывода на продукциях [11].  

Дело в том, что как бы ни подходить к обес-
печению динамики, т.е. изменению данных и 
знаний в экспертных системах в процессе их 
функционирования, общим во всех подходах 
будет то, что с фактами, установленными сис-
темой, должна быть каким-то образом связана 
информация о том, при каких условиях истин-
ность полученных фактов может быть подверг-

нута сомнению. Сходная мысль была высказана 
еще М. Минским, сформулировавшим так на-
зываемую «проблему фрейма» [12]. (Проблема 
фрейма в случае динамической экспертной сис-
темы обсуждается в работе [13].) 

Поскольку на языке ТК-продукций факты 
задаются определенными морфизмами, возник-
ла идея связать подобную информацию с мор-
физмами категории. В результате было показа-
но, что каждый морфизм категории [4] в 
динамических системах «расслаивается», т.е. 
заменяется на конечное множество морфизмов, 
причем на каждом этапе логического вывода 
используется один и только один элемент этого 
множества, а именно тот морфизм, для которо-
го определенные условия оказываются выпол-
ненными. Сама категория при этом оказывается 
состоящей из отдельных слоев, с каждым из 
которых связываются некоторые условия. А 
слой представляет собой подкатегорию исход-
ной категории, в которую включаются морфиз-
мы, существование которых допускается этими 
условиями. При изменении условий мы пере-
ходим от слоя к слою, при этом некоторые 
морфизмы исключаются из рассмотрения, сле-
довательно, описываемые ими факты переста-
ют быть истинными и нуждаются в проверке, 
предложенной в [9]. 

Такой расслоенной категории и посвящена 
настоящая работа. Основное внимание в ней 
уделено вопросу о том, как те или иные свойст-
ва категории, построенной для описания неко-
торой статической продукционной системы, 
наследуются расслоенной категорией, постро-
енной для описания соответствующей динами-
ческой системы. 

1. Язык ТК-продукций 
Язык ТК-продукций неоднократно был опи-

сан нами в цитированных выше работах, по-
этому здесь мы дадим лишь краткое изложение 
его основных понятий, призванное облегчить 
понимание дальнейшего материала. 

В основе наших построений лежит понятие 
ситуации, описывающее те знания о решаемой 
задаче, которые известны системе к некоторому 
моменту в процессе рассуждений. Ситуация 
меняется с получением новой информации. Для 
описания множества сходных ситуаций, в кото-
рых следует предпринимать одни и те же дей-
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ствия, невзирая на то, что они различаются в 
деталях, служит понятие образца – обобщенно-
го описания ситуации. Основной операцией в 
нашей теории является операция сопоставле-
ния ситуации с образцом, дающая ответ на во-
прос, подходит ли ситуация под образец, а так-
же выдающая некоторую побочную 
информацию, соответствующую особенностям 
данной ситуации. Продукция понимается как 
пара образцов, один из которых описывает си-
туацию, в которой продукцию можно приме-
нять, другой – ситуацию, возникающую после 
ее применения (точнее, некоторое множество 
ситуаций, определяемых образцом). 

На языке ТК-продукций задание системы 
образцов состоит в задании категории, среди 
морфизмов которой выделяется некоторый 
класс морфизмов, называемых ситуациями. 
При этом, если морфизмы α , β  и φ  связаны 
соотношением βφα = , морфизм α  является 
ситуацией в том и только в том случае, когда 
ситуацией является морфизм β . Под образцом 
понимается произвольный морфизм SX →:φ  
категории. Ситуация SI →:α  считается со-
поставимой с образцом SX →:φ , если суще-
ствует морфизм XI →:β , удовлетворяющий 
условию βφα = . Продукцией из S  в T , где S  
и T  - объекты категории, называется пара об-
разцов SX →:φ , TX →:ψ , т.е. продукция 
задается парой морфизмов. Продукция  счита-
ется применимой к ситуации SI →:α , если 
для некоторого морфизма XI →:β  име-
ем βφα = . Результатом применения продукции 
к ситуации α  будет морфизм TI →:βψ . 

Для того, чтобы включить конкретную зада-
чу, решаемую интеллектуальной системой, в 
эту схему, следует определить, какого рода си-
туации могут возникать при  решении этой за-
дачи, какие образцы разумно выбрать для опи-
сания множеств сходных ситуаций и как 
должна быть устроена операция сопоставления. 
После этого может быть построена категория, в 
рамках которой будут описаны такие ситуации 
и образцы. Теперь база знаний может быть 
представлена в виде некоторого набора мор-
физмов, задающих продукции, а текущее со-
стояние вывода определяется морфизмом-
ситуацией. 

2. Расслоенная категория 
Как уже отмечалось, в динамической систе-

ме истинность факта не является абсолютной, 
она зависит от контекста и при определенных 
условиях может быть пересмотрена. Для фор-
мализации понятия «контекст» введём в рас-
смотрение алгебраическую решетку P , обла-
дающую наименьшим элементом 0, которую в 
дальнейшем будем называть контекстной ре-
шеткой. С каждым фактом f  мы связываем 
некоторый контекст Pp ∈ , в котором этот 
факт верен. Если текущее состояние системы 
описывается контекстом Pq ∈ , и qp ≤ , бу-
дем считать, что факт f  является истинным, 
если же неравенство qp ≤  не выполнено, ис-
тинность факта f  следует перепроверить зано-
во. В этом смысл частичного порядка на мно-
жестве P . 

Пусть теперь C  - произвольная категория, а 
P  - контекстная решетка.  
Определение 1. Категорией PC , расслоен-

ной с помощью контекстной решетки P , будем 
называть категорию, построенную следующим 
образом. Объектами категории PC  объявим 
объекты категории C . Пусть X , Y  - объекты 
категории C  (следовательно, и PC ). Опреде-
лим множество морфизмов из X  в Y  в катего-
рии PC  формулой ( ) ( ) PYXYXP ×= ,, CC . 
Пусть ( ) ( )YXp P ,φ, C∈ , ( ) ( )ZYq P ,ψ, C∈ . 
Определим морфизм ( ) ( ) ( )ZXqp P ,ψ,φ, C∈o  
формулой ( ) ( ) ( )qpqp ∨= ψ,φψ,φ, oo , где 
символ ∨  обозначает верхнюю грань.  

Таким образом, каждый морфизм категории 
PC  включает ссылку на контекст, в котором 

этот морфизм можно использовать. Компози-
ция двух морфизмов определена в таком кон-
тексте, в котором определен каждый  из них.  

Корректность введенных определений мы 
здесь проверять не будем, ибо она станет оче-
видной в конце параграфа,  где будет дано эк-
вивалентное определение расслоенной катего-
рии. Отметим лишь, что роль единичного 
морфизма объекта X  категории PC  играет 
морфизм ( )0,1X , где символом X1  обозначен 
единичный морфизм объекта X  категории C , 
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а символом 0 – наименьший элемент контекст-
ной решетки.  

Приведенная процедура позволяет по произ-
вольной категории C  и контекстной решетке 
P  строить новую категорию, расслоенную с 
помощью контекстной решетки P . Каждому 
контексту соответствует слой категории со 
своими морфизмами. Слои упорядочены (час-
тично), и то, что присутствует в более низком 
слое, сохраняется в более высоком. 

Известно, что каждую полугруппу с 1 мож-
но рассматривать как категорию. Делается это 
следующим образом. Пусть M  - полугруппа с 
1. Построим категорию с единственным объек-
том, взяв в качестве множества эндоморфизмов 
этого объекта саму полугруппу M . Такая кон-
струкция удовлетворяет всем требованиям оп-
ределения категории.  

Поскольку решетка с наименьшим элемен-
том образует коммутативную полугруппу с 1 
относительно операции ∨  (роль единицы игра-
ет наименьший элемент), контекстную решетку 
P  можно рассматривать как категорию P  с 
единственным объектом, множеством эндо-
морфизмов которого является само множество 
P . Роль композиции играет операция ∨ , а 
роль единичного морфизма – наименьший эле-
мент 0 множества P . Теперь расслоенной кате-
гории можно дать другое определение, эквива-
лентное приведенному ранее. 

Определение 2. Пусть C - категория, P  - 
решетка, обладающая наименьшим элементом. 
Расслоением категории C с помощью решетки 
P  назовем категорию PP ×= CC  - произведе-
ние категории C и построенной выше однообъ-
ектной категории P . 

Определение 2 является более удобным в 
теоретическом плане. Оно не требует проверки 
того, что построенная структура является кате-
горией, ибо она является произведением кате-
горий. Кроме того, оно облегчает применение 
теоретико-категорной техники для определения 
свойств CP.  

Для получения содержательных результатов, 
относящихся к некоторой категории, обычно 
накладывают на нее ряд дополнительных усло-
вий, для построения в ней определенных уни-
версальных конструкций. Естественным в этом 
плане является следующий вопрос: при каких 
условиях, наложенных  на контекстную решет-

ку, те или иные свойства переносятся с исход-
ной категории на расслоенную. Будем гово-
рить, что контекстная решетка P  сохраняет 
некоторое свойство категории, если всякий раз, 
когда категория C  обладает этим свойством, 
свойство наследует и категория PC . В после-
дующих разделах мы рассмотрим вопрос о со-
хранении контекстной решеткой некоторых 
свойств категории. 

3. Пределы в расслоенной категории 
Использование языка теории категорий в 

той или иной задаче будет плодотворным, если 
конструкции, построенные в этой теории, будут 
соответствовать определенным реалиям ре-
шаемой задачи. Проведенные авторами иссле-
дования показывают, что многие построения, 
возникающие в теории ТК-продукций, естест-
венно переводятся на теоретико-категорный 
язык. Так, в работе [8] при построении продук-
ционных деревьев активно использовалось по-
нятие прямого произведения. В [3] при иссле-
довании свойств систем продукций были 
использованы такие понятия, как уравнители, 
образующие, расщепляемость морфизмов и не-
которые другие. Стало быть, для того, чтобы 
описанные в этих работах теоретические по-
строения были бы осуществимы, необходимо, 
чтобы категория допускала построение соот-
ветствующих конструкций. Отсюда естествен-
ный интерес к вопросу о том, осуществимы ли 
те или иные построения в расслоенной катего-
рии, если они осуществимы в исходной.  

Начнем с изучения вопроса, можно ли из 
существования некоторых пределов в катего-
рии C  вывести существование этих пределов и 
в категории PC . В теории категорий существу-
ет большое разнообразие в определении поня-
тия «предел». Мы будем пользоваться опреде-
лением предела функтора, данное в [4]. 

Пусть C - произвольная категория, J - малая 
категория, F  - функтор из J в C. То, что задан 
предел функтора F , означает, что задан объект 
C  категории C и для каждого объекта X  кате-
гории J задан морфизм ( )XFCX →:φ , причем 
для любого морфизма YX →:ξ  категории J 
имеет место равенство ( )ξφφ FXY = . Кроме то-
го, предел обладает свойством универсально-
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сти. Это означает, что для любого объекта C′  
категории C и для любой системы морфизмов 

( )XFCX →′′ :φ  такой, что ( )ξφφ FXY ′=′ , где 
YX →:ξ - произвольный морфизм категории 

J, существует единственный морфизм 
CC →′:φ , удовлетворяющий условиям 

XX φφφ =′  для всех объектов X  категории J. 
Пусть заданы категории C и D. Каждый 

функтор F  из категории J в категорию DC×  
имеет вид DC FFF ×= , CJC →:F  и 

DJD →:F . Это означает, что для любого объ-
екта X  категории J выполнено равенство 

( ) ( ) ( )( )XFXFXF DC ,=  и для любого морфизма 
YX →:φ  имеем ( ) ( ) ( )( )φ,φφ DC FFF = . Следую-

щую лемму авторам не удалось найти в литера-
туре (видимо, из-за ее элементарности), потому 
она приводится здесь вместе с доказательством. 

Лемма 1. Предел функтора 
DCJDC ×→×= :FFF  существует, если су-

ществуют пределы функторов CJC →:F  и 
DJD →:F . 

Доказательство. Пусть определен предел 
функтора CF . Это означает, что  задан объект 
C  категории C  и для каждого объекта X  ка-
тегории J задан морфизм ( )XFCX Cφ →: , 
причем для любого морфизма YX →:ξ  кате-
гории J имеет место равенство ( )ξφφ CFXY = . 
Кроме того, для любого объекта C′  категории 
C  и для любой системы морфизмов 

( )XFCX Cφ →′′ :  такой, что ( )ξφφ CFXY ′=′ , где 
YX →:ξ - произвольный морфизм категории 

J, существует единственный морфизм 
CC →′:φ , удовлетворяющий условиям 

XX φφφ =′  для всех объектов X  категории J. 
Аналогично существование предела функтора 

DF  означает существование объекта D  катего-
рии D семейства морфизмов ( )XFDX Dψ →:  
таких, что для любого морфизма YX →:ξ  
категории J выполнено равенство 

( )ξψψ DFXY = . При этом, если D′ - объект кате-
гории D и ( )XFDX D:ψ →′′  - морфизмы, удов-
летворяющие равенствам ( )ξDψψ FXY ′=′  для 
любого морфизма YX →:ξ  категории J, то 
существует единственный морфизм 

DD →′:ψ , удовлетворяющий условиям 

XX ψψψ =′  для всех объектов X  категории J. 
Тогда объект ( )DC,  категории DC×  и се-

мейство морфизмов 
( ) ( ) ( )( )XFXFCXX D,:ψ, Cφ →  той же категории 
определяют предел функтора F . В самом деле, 
если YX →:ξ  - морфизм  категории J, то  

( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ξφξξφ

ξξφφ

DC

DC

FFF
FF

XXXX

XXYY

ψ,,ψ,
ψ,ψ,

==
==

. 

Пусть, далее ( )DC ′′,  - объект категории 
DC×  и ( ) ( ) ( )( )XFXFCXX DCφ ,:ψ, →′′′  - мор-

физмы этой категории, причем 
( ) ( ) ( )ξφφ FXXYY ψ,ψ, ′′=′′  для любого морфизма 

YX →:ξ - категории J . Последнее равенство 
означает, что ( )ξφφ CFXY ′=′   и ( )ξψψ DFXY = .  
В силу универсального свойства предела функ-
тора CF  существует морфизм CC →′:φ , 
удовлетворяющий условиям XX φφφ =′  для 
всех объектов X  категории J. Аналогично, 
существует морфизм DD →′:ψ , удовлетво-
ряющий условиям XX ψψψ =′ . Это означает, 
что для морфизма ( ) ( ) ( )DCDC ,,:ψ, →′′φ  ка-
тегории DC×  имеет место равенство 

( ) ( ) ( )( )XXXXXX ψ,φψ,φψψ,φφψ,φ ==′′ . 
Морфизм ( )ψ,φ  определяется однозначно, 

ибо однозначно определяются его компоненты 
φ  и ψ . Доказательство леммы закончено.  

Для полноты изложения сформулируем ду-
альную лемму. 

Лемма 2. Копредел функтора 
DCJDC ×→×= :FFF  существует, если суще-

ствуют копределы функторов CJC →:F  и 
DJD →:F . 

Доказательство ее аналогично, мы его не 
приводим и в остальной части статьи к копре-
делам обращаться не будем. 

Теперь мы можем исследовать следующий 
вопрос. Допустим, категория C обладает неко-
торыми свойствами, связанными с существова-
нием в ней некоторых универсальных объектов. 
При каких условиях, наложенных на контекст-
ную решетку P , это свойство переносится на 
категорию PC . Доказанные леммы позволяют 
утверждать, что существование некоторого 
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предела или копредела переносится из исход-
ной категории в расслоенную, если такой пре-
дел (копредел) существует в контекстной ре-
шетке, рассматриваемой как категория. 

Одним из наиболее простых и, в то же вре-
мя, наиболее важных частных случаев предела 
является прямое произведение. Это понятие, 
являясь одним из наиболее фундаментальных 
понятий теории категорий, играет важную роль 
и в наших исследованиях. Попробуем приме-
нить лемму 1 для исследования вопроса о на-
следовании расслоенной категорией свойства 
замкнутости относительно прямых произведе-
ний. Именно, если категория C обладает ко-
нечными прямыми произведениями, то для то-
го, чтобы таковыми обладала бы и категория 
CP, достаточно, чтобы прямые произведения 
существовали бы в решетке P , рассматривае-
мой как категория. Поскольку P  - категория с 
одним объектом, речь может идти только о про-
изведении этого объекта самого на себя, при 
этом результатом будет тот же объект и пара 
проекций Pp ∈  и Pq ∈ . Эти проекции долж-
ны удовлетворять следующему условию: если 

Px ∈  и Py ∈ , то существует единственный 
элемент Pz ∈  такой, что zpx ∨=  и 

zqy ∨= . Из первого равенства следует, что 
px ≥ . Поскольку x  - произвольный элемент 

множества P , можно сделать вывод, что p  - 
наименьший элемент множества P . Аналогич-
но заключаем, что и q  - наименьший элемент 
множества P , откуда следует, что qp = . Из 
этого, в свою очередь, получаем 

yzqzpx =∨=∨= , но поскольку x  и y  - 
произвольные элементы множества P , мы ви-
дим, что это множество должно состоять из од-
ного элемента. 

Вывод – категория P  не обладает прямыми 
произведениями за исключением, может быть, 
случая, когда решетка P  одноэлементная. Сле-
довательно, за исключением этого тривиально-
го случая лемма 1 не применима. Легко убе-
диться, что дело не только в невозможности 
применить лемму, категория CP не обладает 
прямыми произведениями, за исключением 
случая одноэлементной решетки P . Это озна-
чает, что для динамических продукционных 
систем придется переделывать определенные 
фрагменты теории ТК-продукций,  заменяя 

прямые произведения чем-то иным, более под-
ходящим к динамическому случаю. 

В других случаях, однако, вопрос о переносе 
свойств с категории C на категорию CP может 
привести к более содержательным результатам. 
Рассмотрим, к примеру, вопрос о существова-
нии в категории CP уравнителей. Уравнители 
возникали при исследовании категорий, описы-
вающих продукционные системы, в [3]. Урав-
нитель – частный случай предела, потому для 
существования уравнителей в категории CP не-
обходимо и достаточно их существование в ка-
тегориях C и P . 

Несложно видеть, что уравнителем пары 
элементов Pp ∈  и Pq ∈  является элемент 

Pk ∈  такой, что  
i. qkpk ∨=∨ ; 
ii. если Pm ∈  и qmpm ∨=∨ , то суще-

ствует единственный элемент Pn ∈  такой, что 
nkm ∨= . 

Заметим, что для пары элементов k , m  
множества P  условие существования элемента 

Pn ∈  такого, что nkm ∨= , эквивалентно ус-
ловию km ≥ . Действительно, очевидно, что 

knk ≥∨ , с другой стороны, если km ≥ , то 
nmm ∨= , так что в качестве k  можно взять 

m . С другой стороны, условие существования 
единственного элемента Pn ∈  такого, что 

nkm ∨= , выглядит для решетки довольно эк-
зотично. Так, для довольно «хорошей» решетки 
– решетки всех подмножеств некоторого мно-
жества, такое условие выполняется только, ес-
ли ∅=k . Это говорит о том, что утверждать 
существование уравнителей нельзя для многих 
контекстных решеток, т.е. для этих решеток не 
применима лемма 1. И действительно, для мно-
гих решеток P  существование уравнителей в 
категории C не дает существования уравните-
лей в категории CP.  

Прежде, чем двигаться дальше, отметим 
следующее важное обстоятельство. Конструк-
ции теории категорий не всегда точно соответ-
ствуют построениям, полезным для иследова-
ния ТК-продукций. Вот наиболее характерный 
пример. 

В наших работах мы называем образец 
SX →:φ  частным случаем образца SY →:ψ , 

если существует морфизм YX →:σ , удовле-
творяющий условию σψφ = . В этом случае 
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всякая ситуация, сопоставимая с образцом 
SX →:φ , сопоставима также с образцом 

SY →:ψ . Пусть SX →:φ  и SY →:ψ  - два 
образца. Тот факт, что образец SZ →:χ  явля-
ется частным случаем каждого из них, может 
быть выражен следующей коммутативной диа-
граммой:  

 
В теории ТК-продукций определенную роль 

играло понятие наиболее общего частного слу-
чая. Определить его в терминах теории катего-
рий можно так: образец SZ →:χ  является 
наиболее общим частным случаем образцов 

SX →:φ  и SY →:ψ , если он является их 
общим частным случаем, т.е. имеет место вы-
писанная выше коммутативная диаграмма, и 
для любого другого общего частного случая, 
т.е. образца SZ →′′ :χ , для которого имеет ме-
сто коммутативная диаграмма  

 
найдется морфизм ZZ →′:ρ , для которого 

ρσσ =′  и ρττ =′ . Это  определение очень близ-
ко к теоретико-категорному определению  рас-
слоенного  произведения или декартова (ко-
универсального) квадрата. Единственным, но 
очень  существенным отличием является отсут-
ствие требования единственности морфизма ρ . 
Это отличие не позволяет применить некото-
рые полученные  в теории категорий результа-
ты. В частности, невозможно  доказать  единст-
венность наиболее общего частного случая с 
точностью до изоморфизма. Однако, отсутст-
вие требования единственности является прин-
ципиальным моментом, ибо в большинстве ин-
тересных систем образцов она места не имеет. 

Подобная ситуация и с другой важной в на-
шей теории конструкции – понятии наимень-
шего обобщения пары образцов. Обобщение 
двух образцов определяется определенной диа-
граммой, наименьшее же обобщение – это та-
кое, из которого существует  определенный 
морфизм в любое другое обобщение. Однако, 

если потребовать единственность такого мор-
физма, мы получим определение, не приложи-
мое ко многим интересным частным случаям.  

В ряде других случаев стандартное опреде-
ление предела, принятое в теории категорий, 
оказывается неприменимым. Для того, чтобы 
оно было бы применимо, нужно несколько ос-
лабить формулировку определение предела, 
убрав из него единственность.  

Поступим следующим образом. Будем гово-
рить, что объект C  категории C  и семейство 
морфизмов ( )XFCX →:φ  задает предел 
функтора F  в ослабленной формулировке, ес-
ли выполнены все сформулированные выше 
условия, кроме, может быть, требования един-
ственности морфизма CC →′:φ . Как уже го-
ворилось, такое ослабление формулировки 
приводит к потере ряда свойств предела, в ча-
стности, невозможно доказать его единствен-
ность с точностью до изоморфизма. Тем не ме-
нее во многих категориях, возникающих при 
формализации систем образцов, связанных с 
конкретными интересными для практики зада-
чами, можно утверждать существование лишь 
таких, ослабленных пределов.  

Аналогичные рассуждения можно провести 
и для копределов. Мы не будем останавливать-
ся на этом подробно, ибо в последующей части 
статьи копределы не рассматриваются. 

Сформулируем теперь аналог леммы 1 для ос-
лабленной формулировки определения предела. 

Лемма 3. Предел функтора 
DCJDC ×→×= :FFF , понимаемый в описан-

ном выше ослабленном смысле, существует, 
если существуют такие же ослабленные пре-
делы функторов CJC →:F  и DJD →:F . 

Доказательство леммы представляет собой в 
точности доказательство леммы 1, если удалить 
из последнего завершающее его рассуждение о 
единственности. 

Перейдем теперь от уравнителя пары эле-
ментов к уравнителю, понимаемому в ослаб-
ленном смысле. Для этого случая из выписан-
ного выше условия ii следует убрать слово 
«единственный»: 

ii' если Pm ∈  и qmpm ∨=∨ , то суще-
ствует элемент Pn ∈  такой, что nkm ∨= . 

Лемма 4. Пара элементов Pp ∈  и Pq ∈  
обладает уравнителем в ослабленном смысле 
тогда и только тогда, когда множество 

SY

XZ

⎯→⎯

↓↓

⎯→⎯

ψ

φ
χ

τ

σ

SY

XZ

⎯→⎯

↓↓

⎯→⎯′

′
′

′

ψ

φ
χ

τ

σ



Наследование свойств категории при переходе от статических систем, использующих знания, к  динамическим  

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 1/2008 11 

{ }qmpmPm ∨=∨∈ :  имеет наименьший  
элемент. 
Доказательство. Пусть 

{ }qmpmPmM ∨=∨∈= : . Если Pk ∈  - урав-
нитель p  и q , то, в силу i, Mk ∈ . Далее, если 

Mm ∈ , т.е. qmpm ∨=∨ , то, в силу ii', 
nkm ∨=  для некоторого Pn ∈ , откуда km ≥ . 

Мы видим, что k  - наименьший элемент мно-
жества M . 

Пусть, напротив, известно, что множество 
M  обладает наименьшим элементом k . По-
скольку Mk ∈ , свойство i выполнено. Если 

Pm ∈  и qmpm ∨=∨ , то Mm ∈ , потому 
km ≥  и, следовательно, mkm ∨= , т.е. и свой-

ство ii' выполнено. Лемма доказана. 
Теорема 1. Если контекстная решетка яв-

ляется булевой алгеброй, то она сохраняет 
свойство существования уравнителей, пони-
маемых в ослабленном смысле. 
Доказательство. В силу лемм 3 и 4 нам дос-

таточно доказать, что для любой пары элемен-
тов Pp ∈  и Pq ∈  множество 

{ }qmpmPmM ∨=∨∈= :  имеет наименьший 
элемент. Покажем, что искомым наименьшим 
элементом является элемент ( ) ( )qpqpk ∧∨∧= . 
Во-первых, Mk ∈ . Действительно,  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ),pqpqpp

pqppqpqppk
∨=∨∧∨=

=∨∧=∨∧∨∧=∨
 

аналогично,  
( ).pqqk ∨=∨  

Пусть теперь Mm ∈ , т.е. qmpm ∨=∨ .  
Тогда  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ,mqqm

qmqmqmpmqpm
=∧∨=

=∨∧∨=∨∧∨=∧∨
 

и, аналогично,  
( ) ,mqpm =∧∨  

поэтому  
( ) ( ) ,mqpqpmkm =∧∨∧∨=∨  

т.е. km ≥ . Мы видим, что k , действительно, 
является наименьшим элементом множества 
M , что и доказывает лемму. 
Булевы алгебры – весьма ограниченный 

класс решеток. Тем не менее, ряд практически 
важных контекстных решеток относится к это-
му классу. Типичным примером контекстной 
решетки является решетка, в которой каждый 

контекст представляет собой некоторое множе-
ство условий. Контекстная решетка в этом слу-
чае представляет собой решетку всех подмно-
жеств множества допустимых условий, являясь, 
следовательно, булевой алгеброй. Булевы ал-
гебры часто возникают и в тех случаях, когда 
контекст представляет собой некоторое логиче-
ское выражение, а в роли верхней и нижней 
грани выступает конъюнкция и дизъюнкция.  

От требования существования дополнения в 
решетке можно отказаться, если заменить дист-
рибутивную решетку вполне дистрибутивной. 
Напомним, что полная решетка называется 
вполне дистрибутивной, если в ней выполнены 
бесконечные тождества дистрибутивности. 
Нам, в частности, понадобится условие 

Теорема 2. Вполне дистрибутивная решет-
ка сохраняет свойство существования урав-
нителей, понимаемых в ослабленном смысле. 
Доказательство. Нам снова достаточно до-

казать, что для любой пары элементов Pp ∈  и 
Pq ∈  множество { }qmpmPmM ∨=∨∈= :  

имеет наименьший элемент. Положим 
{ }Mmmk ∈∧= : . Докажем, что Mk ∈ . Имеем 

{ }( ) { }
{ } { }( ) .::

::
qkqMmmMmqm

MmpmpMmmpk
∨=∨∈∧=∈∨∧=

=∈∨∧=∨∈∧=∨
 

То, что k  - наибольший элемент этого мно-
жества, очевидно. 

Отметим, что во многих задачах, важных с 
практической точки зрения, решетка P  являет-
ся конечной, так что полная дистрибутивность 
сводится к дистрибутивности. 

4. Наиболее общий частный случай  
в расслоенной категории 
Как уже отмечалось выше, в наших исследо-

ваниях важную роль играли наименьшее обоб-
щение и наибольший частный случай пары об-
разцов. Посмотрим, как переносятся эти 
понятия на расслоенную категорию. Ограни-
чимся понятием наиболее общего частного 
случая, которое, как уже говорилось, представ-
ляет собой ослабленный вариант декартова 
квадрата. Это означает, что мы можем попы-
таться применить лемму 3. Для этого нужно 
посмотреть, существуют ли наиболее общие 
частные случаи в решетках, рассматриваемых 
как категории.  
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Рассмотрим категорию, полученную из кон-
текстной решетки P . В этой категории до-
строить элементы Pp ∈  и Pq ∈  до декартова 
квадрата, понимаемого в ослабленном смысле – 
это значит найти элементы Pu ∈  и Pv ∈  та-
кие, что 

i. vqup ∨=∨ , 
ii. если Pu ∈ , Pv ∈  таковы, что 

vqup ′∨=′∨ , то для некоторого Pw ∈  имеем 
wuu ∨=′  и wvv ∨=′ . 

Изучим простой и, в то же время, важный 
пример – решетку подмножеств некоторого 
множества. В этом примере элементы p , q , u , 
v  и другие суть подмножества, а знак ∨  озна-
чает теоретико-множественное объединение. 
Первое условие тогда записывается в виде 

vqup ∪=∪ , откуда  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ,)()(

)()()(
)(

pqpqqvpqpu
pqppqupqu

pqu

−=−∩∪=−∩∪=
=−∩∪−∩=∅∪−∩=

=−∩
 

т.е. pqu −⊃ . Аналогично доказывается, что 
qpv −⊃ . С другой стороны, если положить 
pqu −=′ , qpv −=′ , то  

vqqpqqppqpup ′∪=−∪=∪=−∪=′∪ )()( ,  
откуда, согласно ii, wuu ∨=′  и wvv ∨=′ , 
поэтому pquu −=′⊂  и qpvv −=′⊂ . Сопос-
тавляя это с включениями, полученными ранее, 
находим, что pqu −=  и qpv −= . Условие ii 
теперь означает, что если vqup ′∪=′∪ , то 

wuu ∪=′  и wvv ∪=′  для некоторого Pw ∈ , 
поэтому 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( ) qpwqpwqppq

qpwqpuqpwu
qpu

∩∩=∩∩∪∩∩−=
=∩∩∪∩∩=∩∩∪=

=∩∩′
 

и, аналогично,  
qpwqpv ∩∩=∩∩′ , 

откуда  
qpvqpu ∩∩′=∩∩′ . 

Между тем очевидно, что значение up ′∪   
не зависит от того, какие элементы множества 

qp ∩  входят в u′ , и то же самое касается мно-
жества vq ′∩ , поэтому равенство vqup ′∪=′∪  
не может накладывать никаких ограничений  
на qpu ∩∩′  и qpv ∩∩′ . 

Вывод: в категории, полученной из решетки 
подмножеств, наиболее общие частные случаи 
могут не существовать. То же самое можно 
сказать о ряде других, важных для исследова-
ния динамических систем, контекстных реше-
ток. Следовательно, к этим решеткам не при-
менима лемма 3 и мы не можем утверждать, 
что они сохраняют свойство существования 
наиболее общих частных случаев, поэтому в 
соответствующих расслоенных категориях это 
свойство может не выполняться.  

Было бы нежелательно отказаться в случае 
расслоенных категорий от понятия наибольше-
го частного случая и искать ему какую-то заме-
ну, подобно тому, как мы ранее предполагали 
поступить с понятием прямого произведения. 
Действительно, можно отказаться от той или 
иной теоретико-категорной конструкции, уви-
дев, что она не находит применения в теории 
TK-продукций, но не хотелось бы отказываться 
от конструкции, рожденной в рамках самой 
этой теории.  

Дело в том, что приведенное выше опреде-
ление наибольшего обобщения является слиш-
ком «сильным». Мы иногда пользовались им, 
ибо оно более точно соответствует конструкци-
ям, используемым в теории категорий, являясь 
ослабленным вариантом декартова квадрата. 
Это означает, что оно является более удобным 
в тех случаях, когда оно применимо, а оно 
применимо в целом ряде практически полезных 
задач. Однако в предыдущих работах мы поль-
зовались и другой формой определения наи-
большего частного случая, являющейся более 
слабой и имеющей поэтому более широкую об-
ласть применимости. Для того, чтобы перейти к 
этому определению, заметим, что если рас-
сматривать множество образцов как множест-
во, упорядоченное отношением «быть частным 
случаем», то наибольший общий частный слу-
чай есть ни что иное, как точная нижняя грань 
этих образцов. Иначе говоря, образец SZ →:χ  
является наибольшим частным случаем пары 
образцов SX →:φ  и SY →:ψ , если  

i. он является частным случаем этих об-
разцов; 

ii. если образец SZ →′′ :χ  тоже является 
частным случаем образцов SX →:φ  и 

SY →:ψ , то он является частным случаем и 
образца SZ →:χ .  
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На теоретико-категорном языке первое ус-
ловие записывается так: 

i. существуют морфизмы XZ →:σ  и 
YZ →:τ , для которых имеют место равенства 

χσφ =  и χτψ = , что эквивалентно условию i 
прежнего определения наибольшего частного 
случая.  

Второе условие записывается так: 
ii. если для некоторого образца SZ →′′ :χ  

существуют морфизмы XZ →′′ :σ  и 
YZ →′′ :τ  такие, что выполнены равенства 

χφσ ′=′  и χψτ ′=′ , то для некоторого 
ZZ →′:ρ  имеем ρχχ =′ .  

Это условие отличается от условия ii преды-
дущего определения, ибо не требует выполне-
ния равенств ρσσ =′  и ρττ =′ . Точнее, оно яв-
ляется более слабым, чем условие предыдущего 
определения, так как из равенств ρσσ =′  и 

ρττ =′  (или хотя бы одного из них) следует 
ρχρσφφσχ ==′=′  

обратное же в общем случае не верно. 
Заметим, что определенный таким образом 

наибольший частный случай пары образцов не 
является пределом (даже в ослабленном смыс-
ле), поэтому для его исследования мы не мо-
жем применить леммы 1 и 3. Сформулируем и 
докажем аналогичную лемму, относящуюся к 
случаю наибольшего частного случая.  

Пусть заданы две категории C и D, объекты 
CS , CX , CY  категории C и DS , DX , DY   

категории D, и морфизмы ( )CCC C SX ,φ ∈ , 
( )CCC C SY ,ψ ∈ , ( )DDD D SX ,φ ∈  и ( )DDD D SY ,ψ ∈  

этих категорий. 
Лемма 5. Наибольший общий частный слу-

чай пары образцов ( ) ( ) ( )DCDCDC SSXX ,,:φ,φ →  
и ( ) ( ) ( )DCDCDC SSYY ,,:ψ,ψ →  в категории 

DC ×  существует тогда и только тогда, ко-
гда существуют наибольшие частные случаи 
пары образцов CCC SX →:φ  и CCC SY →:ψ  в 
категории C и пары образцов DDD SX →:φ  и 

DDD SY →:ψ  в категории D. 
Доказательство. Допустим, объект CZ  ка-

тегории C и пара морфизмов CCC XZ →:σ , 

CCC YZ →:τ  определяет наибольший частный 
случай пары образцов CCC SX →:φ  и 

CCC SY →:ψ  в категории C, а объект DZ  и 

морфизмы DDD XZ →:σ , DDD YZ →:τ  - наи-
больший частный случай образцов 

DDD SX →:φ  и DDD SY →:ψ  в категории D. 
Тогда объект ( )DC ZZ ,  категории DC ×  и пара 
морфизмов ( ) ( ) ( )DCDCDC XXZZ ,,:σ,σ →  и 
( ) ( ) ( )DCDCDC YYZZ ,,:τ,τ →  той же категории 
определяют наибольший частный случай пары 
образцов ( ) ( ) ( )DCDCDC SSXX ,,:φ,φ →  и 
( ) ( ) ( )DCDCDC SSYY ,,:ψ,ψ → . Действительно, 
равенства i для этих морфизмов очевидно вы-
полнены, ибо они выполнены покомпонентно. 
Пусть теперь ( )DC ZZ ′′ ,  - объект категории 

DC× , а ( ) ( ) ( )DCDCDC XXZZ ,,:σ,σ →′′′′  и 
( ) ( ) ( )DCDCDC YYZZ ,,:τ,τ →′′′′  - морфизмы этой 
категории, причем ( )( ) ( )DCDCDC χ,χφ,φσ,σ ′′=′′  и 
( )( ) ( )DCDCDC χ,χψ,ψτ,τ ′′=′′ . Выписанная пара ра-
венств эквивалентна двум парам равенств в ка-
тегориях C  и D : CCC χφσ ′=′ , CCC χψτ ′=′  и 

DDD χφσ ′=′ , DDD χψτ ′=′ . Применяя свойство ii к 
наибольшему частному случаю CZ , находим 
морфизм CCC ZZ →′:ρ  такой, что CCC χρχ =′ , а 
применяя его к наибольшему частному случаю 

DZ  - морфизм DDD ZZ →′:ρ  такой, что 

DDD χρχ =′ . Тогда для морфизма 
( ) ( ) ( )DCDCDC ZZZZ ,,:ρ,ρ →′′  имеем ( ) (DC χ,χ =′′  

( )( )DCDC χ,χρ,ρ= , чем доказано свойство ii. 
Теорема 3. Любая контекстная решетка 

сохраняет свойство существования наиболь-
ших частных случаев. 
Доказательство. Согласно предыдущей 

лемме достаточно доказать, что во всякой кон-
текстной решетке, рассматриваемой как кате-
гория, для каждой пары образцов существует 
наибольший частный случай. Посмотрим, во 
что превращается определение наибольшего 
частного случая для решетки. Пусть P  - кон-
текстная решетка. Поскольку порожденная ею 
категория имеет лишь один объект, будем го-
ворить только о морфизмах. Образец, стало 
быть, задается элементом решетки P . Пусть 

Pp ∈ , Pq ∈  - два образца. Понятно, что наи-
больший частный случай – это такой элемент 

Pw ∈ , что 
i. для некоторых Pu ∈ , Pv ∈  имеем 

wqvpu =∨=∨ ; 
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ii. если образец Pw ∈′  таков, что для не-
которых элементов Pu ∈′′ , Pv ∈′  имеем 

wqvpu ′=∨′=∨′ , то существует элемент 
Pz ∈  такой, что zww =′ . 
Положим qpw ∨=  и покажем, что такой 

элемент w  удовлетворяет условиям i и ii. Оче-
видно, что wqppqppw =∨=∨∨=∨  и, 
аналогично, wqw =∨ , так что в качестве u  и 
v  можно взять w . Далее, если 

wqvpu ′=∨′=∨′ , то pw ≥′  и qw ≥′ , отку-
да wqpw =∨≥′ , поэтому www ′=′ , т.е. в 
качестве z  из условия ii можно взять w′ . До-
казательство теоремы закончено. 

Мы видим, что перенос свойств с категории 
на расслоенную категорию является весьма  
нетривиальной задачей. Одни свойства не на-
следуются расслоенной категорией, другие – 
наследуются, третьи наследуются при дополни-
тельных ограничениях на контекстную решет-
ку. Тут есть довольно обширное поле для даль-
нейших исследований. 
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