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Проблема сужения множества Парето:  
подходы к решению1 

Аннотация. Рассматривается модель многокритериального выбора, которая включает множество возможных ва-
риантов, числовой векторный критерий и отношение предпочтения лица, принимающего решение (ЛПР). Главная 
задача многокритериального выбора – выбрать один или несколько парето-оптимальных вариантов из всего мно-
жества Парето, иными словами, сузить это множество. В работе рассматриваются и анализируются различные 
подходы к решению проблемы сужения множества Парето, в том числе основанные на обобщённых критериях, 
использующие «искусственные» отношения предпочтения, интерактивные процедуры, свойства отношения пред-
почтения ЛПР. 
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Введение 
Задачи многокритериального выбора, кото-

рые содержат не один, а сразу несколько кри-
териев, представляют как теоретический, так и 
практический интерес, поскольку огромное 
число прикладных задач из области техники и 
экономики формализуются именно в многокри-
териальном виде. Согласно известному прин-
ципу Эджворта-Парето, всякий выбираемый 
вариант должен быть парето-оптимальным. К 
сожалению, в подавляющем числе многокрите-
риальных задач множество Парето оказывается 
довольно широким, и конкретный выбор в его 
пределах не является очевидным. По этой при-
чине и возникает проблема сужения множества 
Парето, связанная с выбором того или иного 
конкретного парето-оптимального варианта в 
качестве «наилучшего». Положительное реше-
ние этой проблемы представляет большой ин-
терес для практики, поскольку в конкретных 
прикладных задачах выбора, как правило, сле-
дует ограничиться одним или же сравнительно 
узким количеством выбранных вариантов.  

К настоящему времени для решения указан-
ной проблемы предложено множество самых 

различных подходов – от эвристических до ак-
сиоматических. В данной статье все подходы  
условно разделены на несколько классов и про-
анализированы идейные основы каждого из них. 

1. Принцип Эджворта-Парето  
и проблема сужения множества  
Парето 
Абстрактная задача выбора состоит в указа-

нии одного или нескольких вариантов из 
имеющегося исходного множества возможных 
(допустимых) вариантов (решений) X, которые 
называют выбираемыми. Будем обозначать 
множество всех выбираемых вариантов через 
C(X). Очевидно, C(X)⊂X. Таким образом, в за-
даче выбора дано множество X, содержащее по 
крайней мере два элемента, а требуется найти 
некоторое его непустое подмножество C(X). 
Предполагается, что выбор производится неким 
лицом, принимающим решение (ЛПР), в роли 
которого может выступать как отдельный чело-
век, так и целый коллектив, подчинённый дос-
тижению определённой цели. Для того, чтобы 
совершаемый выбор в наибольшей степени со-
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ответствовал достижению имеющейся цели 
(т.е. был «наилучшим» или «оптимальным» для 
данного ЛПР), необходимо в процессе выбора 
учитывать «вкусы» и «предпочтения» ЛПР, ко-
торые в той или иной мере раскрывали бы 
смысл «наилучшего» решения.  

Иногда «предпочтения» ЛПР удаётся выра-
зить каким-либо простым образом, например, 
так: вариант x′  предпочтительнее x ′′  тогда и 
только тогда, когда оценка )(xf ′  первого вари-
анта строго больше (меньше) оценки )(xf ′′  
второго варианта, где f − заданная числовая 
функция, определённая на множестве X и на-
зываемая целевой функцией или критерием оп-
тимальности. В таком случае множество C(X) 
будет состоять из элементов, доставляющих 
максимальное (минимальное) значение функ-
ции f на множестве X. При этом сама задача 
выбора превращается в обычную экстремаль-
ную (оптимизационную) задачу, которая хоро-
шо изучена и для решения которой разработан 
широкий арсенал методов решения. 

Значительно более обширный и интересный 
с точки зрения практики класс задач выбора 
составляют те, в которых не удаётся выразить 
предпочтения ЛПР указанным выше простым 
способом. В этих задачах задаётся некоторый 
набор числовых целевых функций f1,..., fm, оп-
ределённых на множестве X и образующих век-
торный критерий f = (f1,..., fm) со значениями в 
критериальном пространстве mℜ . При этом 
обычно добавляют, что для ЛПР каждый из 
этих критериев желательно максимизировать 
(или минимизировать). Последнее требование 
можно выразить более точно в форме так назы-
ваемой аксиомы Парето, которую сформулиру-
ем применительно к рассматриваемой далее 
задаче максимизации. 

Аксиома Парето. Если оценка одного из 
двух вариантов не хуже оценки второго вари-
анта по всем компонентам, причём по крайней 
мере по одной из них – строго лучше, то пер-
вый вариант предпочтительнее второго, т.е.  

Xxx ∈′′′, , ;,...,1),()( mixfxf ii =′′≥′  
)()(:},...,2,1{ xfxfmk kk ′′>′∈∃ ⇒ xx X ′′′ f .(1) 

Здесь символом Xf  обозначено бинарное 
отношение предпочтения ЛПР, определённое 
на X, а запись xx X ′′′ f  означает, что из дан-
ной пары вариантов ЛПР выберет первый вари-

ант и не выберет второй. К паре исходных объ-
ектов задачи многокритериального выбора X, f, 
как видим, добавилось ещё бинарное отноше-
ние предпочтения ЛПР Xf . Сразу отметим, что 
при решении конкретных задач выбора отно-
шение Xf  обычно полностью не известно (в 
отличие от X и f), поэтому принятие ЛПР ак-
сиомы Парето означает наличие некоторой ин-
формации об этом отношении. Такая информа-
ция даёт возможность из пары вариантов 

xx ′′′, , подчиняющихся условию в левой части 
импликации (1), исключить второй вариант как 
«заведомо негодный».  

В общем случае вариант, не выбираемый в 
некоторой паре, может оказаться выбранным из 
всего множества X. Однако при решении дос-
таточно широкого класса задач можно считать 
выполненным следующее предположение. 

Аксиома исключения [22, 26, 31]. Вариант, 
не выбираемый в какой-либо паре, не должен 
оказаться среди выбранных и из исходного 
множества возможных вариантов, т.е. 

xxXxx X ′′′∈′′′ f,,  ⇒  )(XCx ∉′′ . 
Эта аксиома близка к обратному условию Кон-

дорсе [1], но в общем случае не совпадает с ним. 
Принятие сформулированных выше двух ак-

сиом даёт возможность установить фундамен-
тальный принцип многокритериального выбора. 

Принцип Эджворта-Парето [22, 23, 26-30]. 
При выполнения аксиомы Парето и аксиомы 
исключения для любого множества выбирае-
мых вариантов C(X) имеет место включение 
C(X) )(XPf⊂ .  

Здесь через )(XPf  обозначено множество 
парето-оптимальных вариантов [39], опреде-
ляемое следующим образом 

|{)( * XxXPf ∈= не существует Xx ∈  такого, 

что )()(,,...,1),()( ** xfxfmixfxf ii ≠=≥ }. 
В случае принятия аксиомы Парето и ак-

сиомы исключения выбираемые варианты не 
могут оказаться за пределами множества Паре-
то, и при этом выбранным может оказаться лю-
бой парето-оптимальный вариант. Заметим, что 
при нарушении хотя бы одной из указанных 
выше аксиом выбираемое (т.е. «наилучшее») 
решение не обязано быть парето-оптимальным 
[22, 28, 29, 58]; иными словами, эти две аксио-
мы представляют собой минимальный набор 
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требований, необходимых для выполнения 
принципа Эджворта-Парето. Первоначально 
[22] принцип Эджворта-Парето был установлен в 
предположении справедливости трёх аксиом, в 
число которых входило требование транзитивно-
сти отношения предпочтения. Позже выяснилось, 
что от транзитивности можно отказаться; тем са-
мым, существенно расширился класс задач выбо-
ра, в которых данный принцип «работает». Своё 
развитие (для нечётких отношений и в терминах 
функций выбора) принцип Эджворта-Парето по-
лучил в работах [7, 26-30, 58]. 

Поскольку на практике множество X и век-
торный критерий f обычно известны, то в 
принципе может быть построено и множество 
Парето )(XPf , хотя при этом могут возник-
нуть серьёзные трудности вычислительного 
характера. Таким образом, при выполнении 
принципа Эджворта-Парето задача многокри-
териального выбора может быть сформулиро-
вана как задача сужения множества Парето до 
множества выбираемых вариантов C(X). Эта 
задача оказалась настолько сложной, что её не-
редко именуют проблемой сужения множества 
Парето. 

Ясно, что сужение множества Парето может 
быть осуществлено только при наличии той или 
иной дополнительной информации о решаемой 
многокритериальной задаче. Нередко подобную 
информацию авторы заменяют какими-либо эв-
ристическими соображениями или определённы-
ми «правдоподобными» предположениями, по-
зволяющими сузить область поиска «наилучших» 
вариантов. Характерным признаком эвристиче-
ских методов является невозможность чёткого 
описания того класса задач многокритериального 
выбора, при решении которых данный эвристи-
ческий метод будет гарантированно приводить к 
желаемому результату. С этой точки зрения ак-
сиоматические подходы можно считать более 
обоснованными. 

Отдельные авторы считают, что окончатель-
ный выбор должно осуществлять само ЛПР по-
сле непосредственного анализа всего представ-
ленного ему множества Парето или какой-то 
его существенной части. Действительно, когда 
имеется лишь небольшое число парето-
оптимальных вариантов (лучше всего два), вы-
бор из них в принципе может быть произведён 
после сравнительного сопоставления этих ва-
риантов и анализа достоинств и недостатков 

каждого из них. Правда, даже в случае двух ва-
риантов ЛПР может оказаться в затруднитель-
ном положении, когда, например, число крите-
риев велико. Если же множество Парето 
достаточно широкое, а тем более бесконечное, 
непосредственный анализ парето-оптимальных 
вариантов становится затруднительным. И для 
успешного решения задачи выбора следует 
иметь в распоряжении какую-либо формализо-
ванную процедуру. Краткое описание и крити-
ческий анализ подобных процедур различного 
типа, разработанных к настоящему времени, 
приводится ниже. 

2. Выбор на основе  
обобщённого критерия 
Существуют такие комбинации критериев, с 

помощью которых удаётся описать всё множе-
ство Парето. Тогда выбор в множестве Парето 
может быть сведён к выбору какой-то конкрет-
ной комбинации. Наиболее простой и обще-
употребительной среди таких комбинаций яв-

ляется линейная свёртка критериев ∑
=

m

i
ii xf

1
)(λ , 

где все 0≥iλ , причём нередко присутствует 

ещё и условие нормировки ∑
=

=
m

i
i

1
1λ . 

Нетрудно проверить, что всякая точка мак-
симума на множестве X линейной свёртки кри-
териев при m,...,iλi 1,2  ,0 =>  является паре-
то-оптимальной. Из этого следует, что, выбирая 
(или назначая) в указанных пределах коэффи-
циенты линейной свёртки и максимизируя её 
значение на множестве X, в итоге будут полу-
чены какие-то парето-оптимальные варианты. 
Тем самым выбор вариантов (даже без предва-
рительного построения самого множества Па-
рето) сводится к выбору коэффициентов ли-
нейной свёртки, которые нередко трактуют как 
некие «веса» (или «коэффициенты важности») 
соответствующих критериев. 

Такой способ решения задач многокритери-
ального выбора существовал ещё до появления 
самого понятия оптимальности по Парето. Его 
автором является французский учёный XVII 
века Ж.-Ш. Борда, предложивший способ голо-
сования, согласно которому побеждает тот кан-
дидат, который набирает максимальную сумму 
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мест в ранжировках кандидатов, представлен-
ных участниками голосования. Напомним, что 
в задаче голосования имеется конечное множе-
ство вариантов X = {x1,..., xn}, именуемых в 
этой задаче кандидатами, и m участников голо-
сования, каждый из которых способен ранжи-
ровать исходное множество вариантов, т.е.  
расположить их в порядке убывания предпоч-
тительности [1]. Ранжирование равносильно 
приписыванию каждому кандидату номера, 
считая с самого последнего n-го (т.е. наименее 
предпочтительного). Другими словами, на 
множестве X заданы числовые функции f1,..., fm, 
такие, что kjjk nxf =)( , где nkj − порядковый 
номер (считая с конца) кандидата xj, который 
кандидат занимает с точки зрения k-го участни-
ка голосования в ряду вариантов, расположен-
ных в порядке убывания их предпочтительно-
сти. Согласно правилу Борда, выигрывает в 
голосовании тот кандидат i, чья сумма мест 

∑
=

m

k
ik xf

1
)(  окажется максимальной. Как видим, 

в этом правиле как раз участвует линейная 
свёртка критериев (с одинаковыми «весами», 
равными единице). В России ещё в начале XX 
века линейной свёрткой при оценке качества 
продукции и услуг пользовался, например, за-
мечательный русский инженер-корабел 
А.Н. Крылов [43].  

Указанный способ решения задачи много-
критериального выбора крайне прост в идей-
ном отношении, но, к сожалению, не выдержи-
вает критики с позиций современного уровня 
развития теории принятия многокритериальных 
решений. Прежде всего, следует отметить, что 
точного определения «весов» критериев не су-
ществует. Исследователи, использующие ли-
нейную свёртку, нередко говорят об этих ко-
эффициентах, как о «весовых коэффициентах», 
задающих степень влияния отдельных критери-
ев на окончательный выбор (окончательную 
или сводную оценку): чем больше коэффици-
ент, тем больший вклад вносит соответствую-
щий ему критерий. Эксперт или ЛПР, выбирая 
конкретные значения указанных коэффициен-
тов, будет исходить из своего собственного 
представления об этих коэффициентах, по-
скольку нет строгого определения соответст-
вующего понятия. Однако ни один из них, как 
правило, не в состоянии оценить и численно 

выразить в форме коэффициентов ту самую 
степень влияния отдельных критериев на окон-
чательную оценку, о которой говорилось выше, 
так как исследование характера изменения точ-
ки максимума линейной свёртки в зависимости 
от её коэффициентов составляет предмет тео-
рии параметрической оптимизации, и чаще все-
го является достаточно сложной вычислитель-
ной задачей. Кроме того, на разных множествах 
возможных вариантов X точки максимума од-
ной и той же линейной свёртки, вообще говоря, 
различны, что свидетельствует о несостоятель-
ности попытки оценить влияние коэффициен-
тов для одного и того же ЛПР, использующего 
один и тот же набор критериев, но различные 
множества X. 

Ещё один недостаток метода линейной 
свёртки связан с тем, что не всякое парето-
оптимальное решение может быть получено в 
результате максимизации линейной свёртки с 
положительными (и даже неотрицательными) 
коэффициентами. В середине прошлого века 
М. Слейтер установил (позднее это же проде-
лал С. Карлин) следующее необходимое усло-
вие парето-оптимальности, которое нередко в 
отечественной литературе именуют леммой 
Карлина.  

Лемма Карлина. Пусть множество  
вариантов 

nX R⊂  выпукло, а функции f1,..., fm 
вогнуты на нём. Если )(* XPx f∈ , то сущест-

вует набор чисел ∑
=

=≥
m

i
ii

1
1,0 λλ , такой, что 

линейная свёртка ∑
=

m

i
ii xf

1
)(λ  с указанными ко-

эффициентами достигает максимума в точке 
x* на множестве X.  

Условия неотрицательности коэффициентов, 
выпуклости множества и вогнутости критериев 
являются существенными в приведённом ут-
верждении (отметим, что существуют некото-
рые варианты незначительных ослаблений дан-
ных условий [39]). Оно может служить 
некоторым теоретическим оправданием приме-
нения линейной свёртки критериев в выпукло-
вогнутом случае, но только в этом случае. На-
пример, известный метод анализа иерархий 
[40,61], реализованный в программном продук-
те EXPERT CHOICE, основан на использова-
нии линейной свёртки для конечного (а значит, 
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невыпуклого) множества X, что в принципе не-
допустимо, поскольку не для всякого парето-
оптимального решения при дискретном множе-
стве X существует соответствующий набор ве-
совых коэффициентов. На практике это означа-
ет, что в таких задачах некоторые парето-
оптимальные варианты никогда не будут вы-
браны, какие бы неотрицательные коэффици-
енты эксперт не назначал (простой пример по-
добного рода в [25]). В то же время, согласно 
принципу Эджворта-Парето, выбранным может 
оказаться любой элемент из Pf (X). 

Сказанное выше даёт основание заключить, 
что метод линейной свёртки относится к разря-
ду не имеющих строгого обоснования эвристи-
ческих подходов, которые могут приводить к 
далеко не лучшим окончательным вариантам 
выбора. Последнее подтверждается и тем, что 
до сих пор никому не удалось доказать, что в 
том или ином классе задач многокритериально-
го выбора применение именно метода линей-
ной свёртки гарантированно приводит к «наи-
лучшему» (в том или ином смысле) результату.  

В общем случае вместо линейной свёртки 
критериев используют обобщенный критерий 

))(),...,(( 1 xfxf mμΦ , где может присутствовать 
вектор параметров μ  определённой размерно-
сти, не обязательно совпадающей с m. Точку 
максимума обобщённого критерия на множест-
ве X объявляют выбранным («наилучшим») ва-
риантом. Иногда часть критериев (или все) ис-
пользуют в качестве дополнительных 
ограничений, задающих множество возможных 
вариантов [13, 15, 39, 44, 50, 53, 62]. 

По сути дела, на базе каждого необходимого 
и достаточного условия оптимальности по Па-
рето (а их к настоящему времени насчитывает-
ся несколько десятков) можно предложить ме-
тод обобщённого критерия того или иного 
вида. К методам, основанным на применении 
обобщённого критерия, можно отнести и про-
цедуры многокритериальной теории полезно-
сти Multi-Attribute Utility Theory [10, 13, 50], 
согласно которой обобщённый критерий стро-
ится главным образом в аддитивно-
мультипликативной форме, а также методы, 
примыкающие к целевому программированию 
[26, 31, 41, 44, 48, 50, 53, 62] и использующие 
ту или иную метрику.  

Все принципиальные критические замеча-
ния, сделанные выше в адрес линейной свёрт-

ки, а также окончательный вывод остаются в 
той или иной мере справедливыми и по отно-
шению к любому методу выбора на основе 
обобщённого критерия. Попытки установить 
границы применимости различных методов, 
использующих обобщённые критерии, были 
предприняты в [24, 25].  

3. Выбор с помощью «искусственного» 
отношения предпочтения 
Имеется обширная группа методов, согласно 

которым ЛПР предлагается выбрать то или 
иное бинарное отношение f  в качестве своего 
«личного» из уже имеющегося в распоряжении 
исследователей набора. Здесь имеется в виду 
строгое (т.е. асимметричное отношение), хотя в 
литературе встречаются и конструкции, осно-
ванные на нестрогом (т.е. рефлексивном и, как 
правило, транзитивном) отношении. Разница 
между этими подходами с точки зрения после-
дующего рассмотрения несущественна. После 
задания отношения предпочтения f  оконча-
тельный выбор может быть осуществлён в 
множестве недоминируемых вариантов 

N(X) = { |* Xx ∈  не существует Xx ∈ , тако-
го, что *xx Xf }, (2) 

или в множестве доминирующих вариантов 

D(X) = { |* Xx ∈  для всех Xx ∈ , *xx ≠  вы-
полнено xx Xf

* }. (3) 

Наиболее ранним образцом подобного рода 
методов является правило голосования Кондорсе 
[1], которое опирается на мажоритарное отноше-
ние Mf , определяемое так: соотношение 

jMi xx f  имеет место тогда и только тогда, когда 
найдётся не менее половины участников голосо-
вания, которые вариант ix  считают предпочти-
тельнее jx . Наилучшим в соответствии с прави-

лом Кондорсе объявляется вариант ix , который 
доминирует любой другой вариант по мажори-
тарному отношению, т.е. jMi xx f  для всех ij ≠ . 
Примеры иных отношений, связанных с задачей 
голосования, можно найти в [1]. 

Некоторые ЛПР иногда используют лекси-
кографическое отношение. Реализация этого 
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отношения приводит к точке максимума по-
следнего критерия fm на множестве Xm−1 точек 
максимума предпоследнего критерия fm−1, кото-
рый максимизируется на множестве Xm−2 точек 
максимума предыдущего критерия fm−2 и т.д. до 
первого критерия f1, максимизация которого 
осуществляется на исходном множестве X. 

Широко используемые на Западе методы 
типа ELECTRE, MACBETH и др.  также можно 
причислить к рассматриваемому типу [13, 50]. 
В рамках этих методов для построения соответ-
ствующего отношения предпочтения разрабо-
таны довольно громоздкие конструкции. 

К числу несомненных достоинств использо-
вания уже готового («искусственного») отно-
шения предпочтения относится хорошее знание 
свойств этого отношения. Некоторые из отно-
шений, применяемые для решения задач голо-
сования, имеют и аксиоматическое обоснова-
ние. Однако недостатков оказывается 
значительно больше. Главный из них заключа-
ется в том, что, несмотря на многообразие и 
детальную изученность этих «искусственных» 
отношений, крайне редко какое-либо из этих 
отношений можно считать удовлетворяющим 
конкретное ЛПР в полной мере. Упомянем хотя 
бы ту же задачу голосования, для решения ко-
торой разработано чрезвычайно большое число 
подходов, однако пока не слышно о том, чтобы 
какая-то процедура голосования полностью 
удовлетворяла избирателей.   

Следует также отметить, что по мере разви-
тия теории принятия решений число этих «ис-
кусственных» отношений росло вместе со 
сложностью их задания. По этой причине не 
искушенное в теории принятии решений ЛПР 
не в состоянии до конца разобраться не только 
со всеми этими отношениями, чтобы обосно-
ванно остановить свой выбор на наиболее под-
ходящем для него отношении, но даже с неко-
торыми из них. А не поняв смысла самого 
отношения, как ЛПР может принять или от-
вергнуть это отношение для последующего ис-
пользования? Ему остаётся лишь полагаться на 
мнения экспертов или исследователей, которые 
никогда полностью не знают «вкусы» ЛПР. 

Ещё один недостаток рассматриваемых ме-
тодов связан со способом окончательного вы-
бора «наилучшего» варианта на основе «искус-
ственного» отношения, т.е. с формулами (2) и 
(3). Дело в том, что множество недоминируе-

мых вариантов (2), как правило, является 
слишком широким в том смысле, что оно «по 
своим размерам» незначительно отличается от 
исходного множества возможных вариантов, 
тогда как множество доминирующих вариантов 
(3) нередко оказывается пустым. В этом случае 
метод просто «не работает». Указанные обстоя-
тельства вносят дополнительные трудности в 
реализацию методов разбираемого типа. 

Добавим, что в литературе имеются также 
попытки «навязывания» ЛПР не только того 
или иного отношения предпочтения, но и цело-
го подмножества множества Парето, из которо-
го предлагается осуществлять выбор. Напри-
мер, в [17] вводится понятие r-оптимального 
варианта, который является парето-
оптимальным относительно любой вектор-
функции размерности },...,1{ mr ∈ , составлен-
ной из компонент исходного векторного крите-
рия f = (f1,..., fm). Тем самым 1-оптимальный ва-
риант – это элемент, реализующий максимум 
одновременно по всем компонентам векторного 
критерия (т.е. в определённом смысле «идеаль-
ный» вариант решения многокритериальной 
задачи), а m-оптимальный вариант является 
просто парето-оптимальным. В качестве «наи-
лучшего» предлагается выбирать r-
оптимальный вариант с минимальным возмож-
ным },...,1{ mr ∈ , при котором множество r-
оптимальных вариантов не пусто. В основу та-
кого предложения положено эвристическое со-
ображение, согласно которому чем меньше ве-
личина r, тем «ближе» r-оптимальный вариант 
к «идеальному» решению многокритериальной 
задачи. К сожалению, никаких других аргумен-
тов в пользу указанного подхода, кроме отме-
ченного эвристического соображения, автором 
не предложено.  

4. Человеко-машинные процедуры 
выбора 
Работы этого направления берут своё начало 

со статьи [49], где впервые была предложена 
некоторая итеративная процедура поиска «наи-
лучшего» решения с использованием на каж-
дом шаге вычислений определённой информа-
ции, полученной от ЛПР. Согласно пред-
положениям авторов указанной статьи, 
существует обобщённый числовой критерий 
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))(),...,(( 1 xfxf mΦ , максимизация которого на 
множестве X приводит к «наилучшему» реше-
нию, однако точный вид этого критерия не из-
вестен. Если поставленную задачу оптимиза-
ции числовой функции ),...,( 1 myyΦ  при 
yi = fi(x), i = 1,...,m, решать численно, например, 
с помощью какого-либо варианта градиентного 
метода, то полностью знать вид функции 

),...,( 1 myyΦ  не обязательно. На каждом шаге 
необходимо использовать информацию о гра-
диенте этой функции 

))(),...,(( 1
k

m
k

x xfxf =Φ∇  

)(...)(1
1

k
m

m

k xf
y

xf
y

∇⋅
∂

Φ∂
++∇⋅

∂
Φ∂

= ,  (4) 

где 
iy∂

Φ∂  − частная производная функции Φ  

по её i-й переменной, вычисленная в точке 
))(),...,(( 1

k
m

k xfxf , а )( k
j xf∇  − градиент 

функции fj в точке xk.  
Поскольку критерии fj известны, то можно 

считать известными и их градиенты )( k
j xf∇  

(i=1,...,m) в соответствующих точках. Поэтому 
для вычисления направления перемещения на 
очередном шаге следует лишь задать коэффи-

циенты 
iy∂

Φ∂  в правой части равенства (4). 

Авторы статьи [49] трактуют их как «коэффи-
циенты относительной важности» критериев и 
предлагают на каждом шаге информацию об их 
величине получать от ЛПР. Таким образом, на-
чиная с какой-то начальной точки и перемеща-
ясь на каждом шаге в направлении градиента 

Φ∇x  с заданной величиной перемещения, бу-
дет получена последовательность точек xk, 
k = 1,2,... Если эта последовательность при 

∞→k  сходится в том или ином смысле к не-
которой парето-оптимальной точке, то эта точ-
ка и считается «наилучшим» решением исход-
ной задачи многокритериального выбора. 

Перейдём к критическому анализу метода. Во-
первых, класс многокритериальных задач, в ко-
торых для используемого отношения предпочте-
ния ЛПР существует дифференцируемая функция 
ценности (полезности) и ее максимизация ведёт к 
«наилучшему» решению, слишком узок [42], и 

многие прикладные задачи оказываются за его 
пределами. Далее, даже при наличии строгого 
определения «коэффициентов относительной 

важности» в виде частных производных 
iy∂

Φ∂  

реализация данного подхода на практике пред-
ставляет собой не более чем эвристическую про-
цедуру, поскольку в соответствии с этим подхо-
дом ЛПР на каждом шаге должно сообщать 
величины этих частных производных, не зная са-
му функцию Φ . Ясно, что такого рода информа-
ция от ЛПР крайне ненадёжна из-за чрезмерной 
сложности вопросов, адресуемых ЛПР с целью её 
выявления. Кроме того, накапливаемые с каждым 
шагом неточности в указанных коэффициентах 
при выполнении достаточно большого числа ша-
гов могут существенно повлиять на окончатель-
ный вариант и привести к далеко не лучшему 
решению. 

К настоящему времени насчитываются де-
сятки подобного рода человеко-машинных (ин-
терактивных) процедур, согласно которым на 
основе определённой информации, выявляемой 
у ЛПР на каждом шаге, строится последова-
тельность точек, предел которой предлагается 
считать «наилучшим» решением [44, 50, 53]. 
При этом существование функции ценности Φ  
может и не предполагаться (оно может быть 
заменено на какое-нибудь сходное условие). К 
числу таких методов относится ряд интерак-
тивных методов (диалоговых карт решений, 
достижимых целей, разумных целей, Pareto 
Step), основанных на визуализации множества 
Парето и использующих те или иные варианты 
приближения к идеальному вектору [52].   

Все методы рассматриваемого типа предпо-
лагают многократное использование (на каж-
дом шаге) весьма специфической информации, 
получить которую от ЛПР не просто, а иногда 
даже и невозможно. Поэтому большинство 
критических замечаний, приведённых выше, 
вполне можно отнести ко всем человеко-
машинным процедурам выбора решений.  

5. Использование свойств отношения 
предпочтения ЛПР 
Если в основе выбора, который осуществля-

ет ЛПР, лежит отношение строгого предпочте-
ния, то оно должно быть асимметричным. 
Асимметричность – это минимальное требова-
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ние к такого рода отношениям. Ниже, как пра-
вило, имеются в виду отношения предпочтения, 
заданные не на множестве вариантов X, а на 
соответствующем множестве векторных оценок 
Y = f(X) или же на всём критериальном про-
странстве mℜ .  

Кроме асимметричности, нередко имеется 
какая-либо дополнительная информация о 
свойствах отношения предпочтения ЛПР. На-
пример, когда ЛПР ведёт себя достаточно «ра-
зумно», отношение предпочтения предполага-
ют транзитивным. Существует целый ряд типов 
инвариантности:  

1. инвариантность относительно перестано-
вок компонент векторных оценок; 

2. независимость по предпочтению; 
3. инвариантность относительно сдвига на 

произвольный вектор (так называемые разно-
стные отношения [3, 4, 15]); 

4. инвариантность относительно умножения 
векторных оценок на произвольные положи-
тельные числа; 

5. инвариантность относительно положи-
тельного линейного преобразования (т.е. ком-
бинация типов 3) и 4)); иногда такие отношения 
называют линейными. 

Любое дополнительное требование, накла-
дываемое на отношение предпочтения ЛПР, с 
одной стороны, ограничивает класс рассматри-
ваемых задач выбора, но с другой, как правило, 
даёт возможность в большей степени сузить 
область поиска «наилучших» решений. 

В [33, 36, 38] используется понятие двух 
равноважных критериев, перестановка компо-
нент которых в произвольной векторной оценке 
даёт пару оценок одинаковой предпочтитель-
ности. Такое понятие равноважности критериев 
напоминает  инвариантность отношения пред-
почтения относительно перестановок компо-
нент векторного критерия, однако они принци-
пиально различны. Равноважность критериев 
понимается как инвариантность отношения 
одинаковой предпочтительности (отношения 
безразличия), которым необходимо располагать 
в качестве ещё одной компоненты задачи мно-
гокритериального выбора. Если в качестве ба-
зового используется строгое (или нестрогое) 
отношение предпочтения, то на его основе в 
принципе можно «сконструировать» некое от-
ношение одинаковой предпочтительности или 
безразличия. Вопрос в том, насколько это от-

ношение будет понятно ЛПР, чтобы оно могло 
с ним успешно оперировать. Дело в том, что 
отношение строгого предпочтения имеет про-
стой и ясный смысл для ЛПР – из пары вектор-
ных оценок, находящихся в таком отношении 
оно выбирает одну оценку и не выбирает дру-
гую. Что касается отношения одинаковой пред-
почтительности, то для него не удаётся оты-
скать подобного «простого» истолкования. 

Но самое главное – следует иметь в виду, 
что сокращение числа возможных векторных 
оценок на основе инвариантности относительно 
перестановок критериев возможно лишь тогда, 
когда в соотношении yy Y ′′′ f , с помощью ко-
торого согласно аксиоме исключения и проис-
ходит удаление y ′′  из числа претендентов на 
«наилучшую» оценку, не всегда допустимо 
первую и/или вторую оценку заменять на дру-
гую, которая ей одинаково предпочтительна. 
Для того чтобы подобная замена была право-
мерной, необходима специальная согласован-
ность отношений предпочтения и одинаковой 
предпочтительности и, кроме того, следует 
предполагать наличие определённых дополни-
тельных свойств у этих отношений [42]. К со-
жалению, в работах [33, 36, 38] эти обстоятель-
ства в должной мере не учитываются. 

Сужение множества Парето на основе свой-
ства инвариантности относительно перестано-
вок компонент векторных оценок асимметрич-
ного и транзитивного отношения строгого 
предпочтения может быть произведено, напри-
мер, с помощью теоремы 7.9 [19], которая 
представляет собой уточнённую версию подхо-
да, представленного в [33].  

Независимость по предпочтению означает 
сохранение соотношения предпочтительности 
одной векторной оценки над другой при изме-
нении величин одинаковых компонент вектор-
ных оценок. Например, в случае трёхкритери-
альной задачи, если при некоторых 
фиксированных величинах a1, a2, a3, b1, b2 век-
торная оценка (a1, a2, a3) предпочтительнее 
оценки (b1, b2, a3), то в соответствии со свойст-
вом независимости по предпочтению данное 
отношение предпочтения будет связывать и 
любые две оценки вида (a1, a2, с) и (b1, b2, с), 
где с – произвольное допустимое значение 
третьего критерия. Предполагая выполненным 
свойство независимости по предпочтению, 
можно несколько сократить число вариантов, 
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из которых следует осуществлять выбор. По-
добный подход может оказаться полезным в 
случае, когда значения критериев измеряются 
не в количественных, а лишь в качественных 
шкалах. Такой подход был предложен в [12, 13, 
51] и позднее развит в [2, 45]. 

Пусть все критерии f1,..., fm принимают чи-
словые значения и имеются две произвольные 
векторные оценки ),...,( 1 myyy ′′=′  и 

),...,( 1 myyy ′′′′=′′  из критериального пространст-
ва, которые отличаются лишь i-й и j-й компо-
нентами, причём ijjiji yyyyyy ′=′′′=′′′>′ ,, . Если 
в такой ситуации ЛПР первую оценку всегда 
предпочитает второй, то это будет определён-
ная информация об используемом ЛПР отно-
шении строгого предпочтения, которую можно 
использовать для сужения множества Парето. В 
таком случае предложено говорить, что i-й кри-
терий важнее j-го, а саму информацию именовать 
информацией о качественной важности критери-
ев [34-38, 59-60]. К сожалению, на основе указан-
ной информация чаще всего происходит незначи-
тельное сужение множества Парето. 

Теперь рассмотрим произвольные оценки 
),...,( 1 myyy ′′=′  и ),...,( 1 myyy ′′′′=′′ , принадле-

жащие множеству парето-оптимальных векто-
ров ))(( XPf f . По определению множества Па-
рето должны найтись такие два непустых 
подмножества номеров критериев 

},...,2,1{, mIBA =⊂ , что 
Aiwyyyy iiiii ∈∀>=′′−′′′>′ 0,  

Bjwyyyy jjjjj ∈∀>=′−′′′>′′ 0,  (5) 

)(\, BAIsyy ss ∪∈∀′′=′ .  

Согласно условиям (5), первый вектор пре-
восходит второй по компонентам группы кри-
териев A, тогда как второй превосходит первый 
по компонентам группы критериев B. По ос-
тальным компонентам (если таковые имеются) 
два указанных вектора совпадают.  

Сужение множества Парето, т.е. удаление 
некоторых парето-оптимальных векторов, 
обычно происходит на основе сравнения. Чело-
веку проще всего сравнивать пары. Если при 
сравнении фиксированной пары парето-
оптимальных векторов y′  и y ′′  вида (5) ЛПР 
«выбраковывает» один из этих векторов (на-
пример, второй), то это означает, что для него 

первый вектор предпочтительнее второго, т.е. 
yy ′′′ f , где f  − отношение предпочтения, оп-

ределённое на всём критериальном пространст-
ве mℜ  и совпадающее на множестве Y с отно-
шением Yf . Соотношение yy ′′′ f  задаёт 
некий «квант информации» об отношении 
строгого предпочтения, который свидетельст-
вует о готовности ЛПР к компромиссу − оно 
согласно пойти на потери по всем критериям 
группы B в размере wj ради того, чтобы полу-
чить прибавки в размере wi по критериям груп-
пы A, сохранив при этом значения всех осталь-
ных критериев.  

Наличие указанного «кванта информации» 
позволяет сократить множество Парето на один 
вектор y ′′ . Для того чтобы добиться большего 
сокращения, можно принять, что yy ′′′ f  имеет 
место не только для данной пары векторов, но 
и для всех тех векторов, которые удовлетворя-
ют условиям (5) при неизменных значениях iw  
и jw . В этом случае предложено говорить, что 
группа критериев A важнее группы B [35]. 

При указанном расширении действия «кван-
та информации» можно рассчитывать на более 
заметное сужение множества Парето, хотя не-
редко и оно оказывается недостаточным для 
окончательного выбора. В таких случаях имеет 
смысл наложить дополнительные требования 
на отношение предпочтения так, чтобы дейст-
вие «кванта информации» в сужении множест-
ва Парето оказалось более эффективным. Эти 
требования (без аксиомы исключения) сформу-
лированы в [18, 19, 54-57]. Позднее было уста-
новлено, что они представляют собой дальней-
шее усиление системы двух упоминавшихся 
ранее аксиом, гарантирующих выполнение 
принципа Эджворта-Парето.  

Аксиома 1 (аксиома исключения). 
Аксиома 2. Отношение f  определено на 

всём критериальном пространстве mℜ  и явля-
ется транзитивным на нём. 

Аксиома 3 (аксиома согласования). Из двух 
векторов, отличающихся один от другого единст-
венной компонентой, для ЛПР предпочтительнее 
вектор, имеющий большую компоненту. 

Аксиома 4 (аксиома инвариантности). От-
ношение предпочтения f  инвариантно относи-
тельно линейного положительного преобразо-
вания (т.е. является линейным). 
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Сходная аксиоматика, содержащая аксиомы 
2−4 и некоторые две другие, рассматривалась в [5]. 

Аксиомы 1–4 накладывают определённые 
требования на стиль поведения ЛПР в процессе 
выбора, который в целом (хотя и с некоторыми 
оговорками) можно охарактеризовать как «ра-
зумный». Наиболее «обременительной» и 
трудно проверяемой на практике представляет-
ся последняя аксиома. Она носит явно выра-
женный «математический» характер и, безус-
ловно, можно привести примеры реальных 
задач, в которых её принятие может встретить 
серьёзные возражения.  

Тем не менее можно указать и достаточно 
широкий класс задач многокритериального вы-
бора, при решении которых эту аксиому в той 
или иной мере можно считать выполненной. 
Кроме того, существуют приёмы модификации 
исходной задачи многокритериального выбора 
таким образом, что для решения модифициро-
ванной задачи принятие аксиомы 4 вполне до-
пустимо (здесь имеется в виду какое-нибудь 
предварительное монотонное преобразования 
критерия, например, )(xfi  или )(2 xfi  с це-
лью «линеаризации» изначально нелинейного 
характера предпочтений данного критерия). И, 
наконец, забегая вперёд, следует добавить, что 
в основном благодаря принятию аксиомы инва-
риантности удаётся построить содержательную 
математическую теорию использования произ-
вольного конечного набора «квантов информа-
ции» об отношении предпочтения для сужения 
множества Парето. 

Выше уже говорилось о сравнительной важ-
ности критериев. С различными вариантами 
этого понятия можно ознакомиться в работе 
[38], где приведена обширная литература по 
этому вопросу. Простой анализ показывает, что 
«объективного», единого для всех ЛПР понятия 
важности критериев не существует, поскольку 
каждый субъект вправе вкладывать в этот тер-
мин свой собственный смысл, причём этот 
смысл даже у одного и того же субъекта может 
меняться со временем или же в зависимости от 
решаемой задачи выбора и существующих об-
стоятельств. Поэтому всякая попытка введения 
определения важности критериев является ни 
чем иным, как «навязыванием» автором этого 
определения лицу, принимающему решение, 
своих «личных» представлений о важности. 
Как известно, в математике новое определение 

появляется не по прихоти автора, а по необхо-
димости, в силу внутренней закономерности 
развития предмета, только тогда, когда без это-
го понятия трудно обойтись. Есть ли насущная 
необходимость введения понятия важности 
критериев? Для чего оно нужно и можно ли без 
него обойтись?  

Для того чтобы ответить на поставленные 
вопросы, напомним, что всякое определение 
важности представляет собой конструкцию 
следующего вида: будем говорить, что один 
критерий (или группа критериев) важнее (с за-
данными параметрами или во столько-то раз) 
другого критерия (другой группы критериев), 
если имеет место некоторое условие Ξ, которое 
содержит определённую информацию об от-
ношении предпочтения ЛПР. Отсюда ясно, что 
без определения важности критериев всегда 
можно обойтись, оперируя в процессе принятия 
решений непосредственно с условием Ξ. 

Чтобы воспользоваться определением важ-
ности, основанном на «кванте информации» и 
использующем в качестве условия Ξ соотноше-
ния (5), сначала следует объяснить ЛПР это оп-
ределение важности, убедиться, что оно его 
«усвоило», после чего для выявления предпоч-
тений ЛПР задать ему вопрос на «языке важно-
сти»: является ли группа критериев A важнее 
группы B с параметрами iw  и jw  (для Ai ∈  и 

Bj ∈ ). Возможно, в некоторых задачах такой 
путь является приемлемым, однако нельзя не 
признать, что он «длиннее» непосредственного 
оперирования с соотношениями (5). 

Когда условие Ξ имеет для восприятия ЛПР 
более сложный, чем условие (5), вид [38], ис-
пользование определений важности критериев, 
основанных на этом условии, может вызвать 
затруднения, как на стадии объяснения ЛПР 
смысла этих определений, так и при непосред-
ственном выявлении у него информации об от-
ношении предпочтения на «языке важности». В 
некоторых случаях суммарная «ошибка», вы-
званная указанными затруднениями и содер-
жащаяся в выявленной информации, может 
оказаться недопустимой для последующего ис-
пользования этой информации.  

Существует ещё один аргумент (хотя и кос-
венный) против тех определений важности, ко-
торые основаны не на соотношениях (5), а на 
каких-то других условиях. Как будет показано 
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ниже, при помощи конечного числа «квантов 
информации» можно с любой степенью точно-
сти аппроксимировать неизвестное отношение 
ЛПР, а также неизвестное множество недоми-
нируемых векторов. Это означает, что при ре-
шении задач многокритериального выбора 
нужно лишь научиться выявлять и умело ис-
пользовать эти «кванты информации», не при-
бегая к информации ни какого другого типа. 
При этом можно рассчитывать на максималь-
ное возможное сужение множества Парето на 
основе отношения предпочтения ЛПР, которое 
полностью не известно. 

6. Сужение множества Парето  
при помощи «квантов информации» 
Геометрический смысл аксиом 2−4 раскры-

вается в следующем утверждении. Предвари-
тельно напомним, что бинарное отношение f , 
заданное на векторном пространстве mℜ , на-
зывают конусным, если существует такой ко-
нус K mℜ⊂ , что соотношение yy ′′′ f  имеет 
место тогда и только тогда, когда Kyy ∈′′−′ . 

Теорема 1 [26, 56]. Любое бинарное отно-
шение f , заданное на векторном пространстве 

mℜ  и удовлетворяющее аксиомам 2−4, являет-
ся конусным с острым выпуклым конусом (без 
начала координат), который содержит все век-
торы с неотрицательными компонентами. Об-
ратно, всякое конусное отношение f  с указан-
ным конусом удовлетворяет аксиомам 2−4.  

Теорема 1 открывает возможность исполь-
зования аппарата выпуклого анализа и по-
строения содержательной математической тео-
рии для учёта различного набора «квантов 
информации». Наиболее простой случай одного 
«кванта» рассматривается в следующем утвер-
ждении, доказательство которого опирается на 
факты из теории двойственности выпуклого 
анализа. 

Теорема 2 [26, 56, 57]. Пусть выполнены ак-
сиомы 2–4 и имеется «квант информации» об 
отношении предпочтения f . Тогда для любого 
множества выбираемых вариантов C(X), удов-
летворяющего аксиоме 1, справедливы вклю-
чения )()()( XPXPXC fg ⊂⊂ , причём «но-
вый» векторный критерий g может быть 
образован из функций 

if  для всех BIi \∈ ; 

jiijij fwfwg +=  для всех BjAi ∈∈ , ; (6) 

либо из функций 

if  для всех BIi \∈ ; 

j

j

Bj
i

i
Ai w

f
w
ff

∈∈
+= minmin0 . (7) 

Важная особенность теоремы 2 заключается 
в отсутствии каких-либо требований к множе-
ству X и векторному критерию f: эти объекты 
могут быть какими угодно. Ограничения на-
кладываются лишь на поведение ЛПР в процес-
се принятия решений и выражаются они в фор-
ме аксиом 1–4.  

Этой теоремой указывается оценка сверху 
)(XPg  для неизвестного множества выбирае-

мых вариантов )(XC , более точная, чем мно-
жество Парето )(XPf . Сама оценка представ-
ляет собой множество парето-оптимальных 
вариантов, но относительно «нового» вектор-
ного критерия g. Для того, чтобы сформировать 
g, из «старого» векторного критерия f следует 
удалить все компоненты группы критериев B и 
добавить один нелинейный критерий f0 вида 
(7), либо BA ⋅  «новых» линейных критериев 
вида (6), где Z  обозначает число элементов 
конечного множества Z. Вариант с нелинейной 
функцией f0 вида (7) был получен автором дан-
ной статьи сравнительно недавно как следствие 
варианта (6). Его можно применять для количе-
ственных критериев, значения которых изме-
ряются в шкале отношений, тогда как вариант 
(6) допускает использование ещё и в шкале ин-
тервалов. 

Нелинейная функция f0 вида (7) впервые 
введена в [35] для изучения случая, когда одна 
группа критериев важнее другой, где в отличие 
от приведённой выше аксиоматики использует-
ся операция транзитивного замыкания бинар-
ного отношения и некоторые другие предполо-
жения. Однако, судя по всему, если попытаться 
аккуратно формализовать все требования, ко-
торые необходимы для получения указанного 
выше результата из [35] в терминах нелинейной 
функции f0  вида (7), то это неизбежно приведёт 
к выписанной выше системе аксиом 1–4. Доба-
вим ещё, что в [35] нет таких понятий, как 
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«множество выбираемых вариантов» и «оценка 
сверху» для множества выбираемых вариантов, 
а вместо включений )()()( XPXPXC fg ⊂⊂  

установлено лишь условие )()( XPXP fg ⊂ . 
Учёт нескольких «квантов информации» в 

принципе должен в ещё большей степени спо-
собствовать сужению множества Парето. Вме-
сте с тем выяснилось, что некоторые наборы 
«квантов информации» являются противоречи-
выми в том смысле, что их использование не-
возможно. Определение непротиворечивого 
набора информации в терминах важности кри-
териев введено в [35]. Непротиворечивым на-
зван такой набор, который «порождает» ирреф-
лексивное отношение, а в [16, 37] 
сформулирован критерий непротиворечивости, 
который сводится к существованию положи-
тельных решений у определённой системы ли-
нейных неравенств.  

Позднее автором данной статьи было пред-
ложено понятие непротиворечивого набора k 
«квантов информации» в терминах существо-
вания отношения предпочтения ЛПР f , удов-
летворяющего аксиомам 2–4, для которого 

ii vu f  для всех ki ,...,1= , где iu  и iv  − пары 
парето-оптимальных векторов, удовлетворяю-
щих условиям, аналогичным (5) для векторов 
y′  и y ′′  (но в общем случае с различными 
группами критериев A и B и различными набо-
рами чисел ji ww , ) [26, 54]. Там же приведены 
три условия непротиворечивости: в геометри-
ческой, алгебраической и алгоритмической 
форме, удобной для реализации на компьютере. 
Следует заметить, что алгебраическая форма 
непротиворечивости из [26] согласно теореме 
Моцкина [39] двойственна по отношению к 
критерию непротиворечивости набора инфор-
мации о важности критериев из [16].  

Построение оценки сверху для неизвестного 
множества выбираемых векторов C(Y)=f(C(X)) 
в виде множества ))(()(ˆ XPfYP g=  при нали-
чии произвольного непротиворечивого конеч-
ного набора «квантов информации» в случае 
конечного множества Y сводится к последова-
тельной проверке соотношения yy m ′′′ f  для 
всех пар допустимых векторных оценок 

Yyy ∈′′′, , где mf  – бинарное отношение, ко-
торое строится на основе имеющегося непроти-

воречивого набора «квантов информации». 
Критерий выполнения условия yy m ′′′ f  в тер-
минах существования решений определённой 
системы неравенств дан в [16]. Позже критерий 
истинности yy m ′′′ f  в двойственной алгеб-
раической, а также в алгоритмической форме 
был приведён в [54]. Тем самым, для конечного 
множества допустимых векторов Y вопрос по-
строения оценки сверху для неизвестного мно-
жества выбираемых векторов можно считать 
полностью решённым. 

Этого нельзя сказать о случае бесконечного 
множества Y. Заметим, что в этом случае в [16, 
35] вопрос учёта набора информации о важности 
вообще не рассматривался. Если в наборе «кван-
тов информации» все участвующие в них группы 
критериев попарно не пересекаются, то такой на-
бор предложено именовать взаимно независимым 
[26]. Учёт подобного рода наборов можно произ-
водить, многократно используя теорему 2. В слу-
чае набора взаимно зависимой информации дело 
обстоит сложнее. К настоящему времени получен 
ряд результатов [7, 11, 21, 26], на основе которых 
можно учитывать взаимно зависимые наборы 
«квантов информации» определённого вида, но в 
общем случае этот вопрос не решён. Выяснилось 
[26], что учёт произвольного конечного набора 
«квантов информации» сводится к пока не ре-
шённой задаче выпуклого анализа, заключаю-
щейся в построении образующих двойственного 
конуса на основе образующих произвольного 
многогранного телесного конуса критериального 
пространства. 

Интересным и теоретически важным пред-
ставляется вопрос о принципиальных «грани-
цах» использования конечного набора «квантов 
информации» при сужении множества Парето: 
какова максимальная степень сужения множе-
ства Парето на основе произвольного конечно-
го набора «квантов информации»?  

Если этот вопрос перевести на математиче-
ский язык, то он примет вид задачи аппрокси-
мации неизвестного отношения предпочтения 
ЛПР (или неизвестного множества недомини-
руемых векторов). Как известно, задачи ап-
проксимации с давних пор являются традици-
онными в математике. Некоторые общие 
принципы построения аппроксимирующего от-
ношения можно найти в работах [8, 9, 32]. Сле-
дует однако заметить, что в указанных работах 
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речь идёт об отношении, которое конструиру-
ется, т.е. является приближением. Само неиз-
вестное отношение ЛПР, равно как и вопросы 
точности приближения к нему в этих работах 
не рассматривались.  

Заметное продвижение в направлении ап-
проксимации бинарных отношений было осу-
ществлено в [3, 4]. На основе этих результатов 
автор данной статьи установил [20, 26], что ко-
нус произвольного бинарного отношения, 
удовлетворяющего аксиомам 2−4, может быть 
аппроксимирован с любой степенью точности с 
использованием «модифицированной метрики 
Хаусдорфа» при помощи некоторого конечного 
набора «квантов информации» с рациональны-
ми компонентами векторов, участвующих в 
этом наборе. Рациональность компонент ука-
занных векторов означает, что подобного рода 
информация является машинно-реализуемой, 
т.е. «понимаемой» компьютером. 

Оказывается, приближение в пространстве 
конусов отношений не всегда влечёт прибли-
жение в пространстве недоминируемых вари-
антов. Однако в достаточно широком классе 
задач многокритериального выбора (с откры-
тым конусом) существует такая последователь-
ность «квантов информации», что на её основе 
можно построить последовательность мно-
жеств недоминируемых векторов, сходящуюся 
(в смысле поточечной сходимости) к неизвест-
ному множеству недоминируемых векторов [3, 
4, 20, 26]. Если же множество Y содержит лишь 
конечное число элементов, то вместо бесконеч-
ной последовательности существует конечный 
набор «квантов информации», на основе кото-
рых неизвестное множество недоминируемых 
векторов может быть построено полностью и 
точно [20, 26].  

Указанные результаты убедительно показы-
вают, что для построения неизвестного отно-
шения предпочтения (а значит, и множества 
недоминируемых векторов) не нужно обладать 
никакими другими сведениями, кроме наборов 
«квантов информации», вводимых при помощи 
соотношений (5). Научившись выявлять у ЛПР 
подобную информацию и умело использовать 
её для сужения множества Парето, можно за 
счёт этой информации извлечь максимум того, 
что вообще можно получить на основе бинар-
ного отношения предпочтения.  

В последнее время внимание авторов при-
влекают задачи многокритериального выбора с 
нечётким отношением предпочтения ЛПР. По-
добные задачи, с одной стороны, формально 
являются более общими, чем задачи с обычным 
отношением, а с другой – они более реалистич-
ны с точки зрения практики, поскольку в обыч-
ной жизни требование от человека «однознач-
ной» предпочтительности одного варианта по 
сравнению с другим является слишком «жёст-
ким». Чаще всего у ЛПР имеются аргументы 
«за» какой-вариант по сравнению с другим, но 
есть и определённые возражения, т.е. аргумен-
ты «против». В таких случаях удобно говорить, 
что у ЛПР есть некоторая степень уверенности 
(оцениваемая, например, в процентах или, что 
то же самое, числом от 0 до 1) в том, что один 
вариант из двух предпочтительнее другого. 
Именно с такого рода информацией и опериру-
ет теория нечетких множеств и отношений.  

Выяснилось [7, 21, 23, 55], что все принци-
пиальные положения, а также результаты, свя-
занные с учётом «квантов информации» об от-
ношении строгого предпочтения ЛПР для 
сужения множества Парето, в той или иной  
мере можно успешно перенести со случая 
обычного отношения на случай нечёткого от-
ношения. Это открывает возможности исполь-
зования более гибких инструментов для суже-
ния множества Парето при решении широкого 
класса практических задач многокритериально-
го выбора. 

Заключение 
В статье рассмотрена модель многокритери-

ального выбора, включающая множество  
возможных вариантов, векторный критерий и 
бинарное отношение предпочтения. Сформу-
лирована основная проблема многокритериаль-
ного выбора, заключающаяся в сужении  
множества Парето с целью выявления «наи-
лучшего» варианта. Предложенные различны-
ми авторами подходы к решению этой пробле-
мы условно разделены на несколько групп, и 
дан критический анализ идейных основ каждой 
такой группы.  

Особое внимание в статье уделено аксиома-
тическому подходу к решению проблемы  
сужения множества Парето, основанному на 
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использовании своеобразных «квантов инфор-
мации» об отношении предпочтения ЛПР. 

Автор выражает признательность А.Б. Пет-
ровскому за детальное обсуждение данной ста-
тьи и целый ряд полезных замечаний. 
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