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Аннотация. Рассматривается новый подход к групповой классификации объектов, которые описываются многими 
качественными и/или количественными признаками и могут присутствовать в нескольких версиях. Обсуждаются 
новые способы агрегирования многопризнаковых объектов и свойства построенных классов. Методы кластериза-
ции и сортировки объектов основаны на теории метрических пространств мультимножеств. 
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Введение 
Объединение объектов (альтернатив, вариан-

тов, действий, ситуаций, персон и т.п.) в классы 
(кластеров, категорий, групп) является одним из 
наиболее популярных средств для обнаружения, 
извлечения, формализации и фиксации знаний. 
Свойства объектов обычно задаются множеством 
характеристик или признаков, значения которых 
могут быть количественными (числовыми) и/или 
качественными (символьными и вербальными). 
Класс включает объекты, обладающие общими 
особенностями. Классы могут быть определены 
заранее или появляться и конструироваться в 
процессе классификации. 

Проблемы классификации рассматриваются  
в принятии решений, анализе данных, распозна-
вании образов и анализе изображений, искусст-
венном интеллекте, биологии, социологии, пси-
хологии и других областях. Построенная 
классификация объектов позволяет выявлять раз-
личные взаимные отношения и исследовать воз-
можные связи между объектами, основываясь на 
их свойствах. Результатами классификации слу-
жат новые понятия и правила их создания. 

Для решения задач классификации разрабо-
таны и используются различные методы, кото-
рые можно условно разделить на такие группы: 
классификация без учителя или кластеризация, 
классификация с учителем, номинальная и по-
рядковая классификации. В методах кластери-
зации объекты объединяются в группы (класте-
ры), исходя из степени их близости, которая 
формально устанавливается некоторым рас-
стоянием между объектами в пространстве 
признаков. Число формируемых кластеров мо-
жет быть произвольным или фиксированным. В 
методах классификации с учителем ищется об-
щее правило для отнесения объекта к одному из 
заданных классов, которое строится на основа-
нии предварительно полученной информации о 
принадлежности некоторой части объектов к 
определенным классам. Методы порядковой и 
номинальной классификации отличаются нали-
чием или отсутствием упорядоченности клас-
сов по какому-то свойству или качеству. В этих 
методах требуется найти значения признаков 
объектов или их сочетания, наиболее характер-
ные для каждого класса. 
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Большинство из известных методов класси-
фикации оперирует с объектами, представлен-
ными многими количественными характери-
стиками [10-12, 15, 17, 19, 23-25]. В этих 
случаях каждому объекту, как правило, ставит-
ся в соответствие вектор, составленный из чи-
словых значений признаков, или строка табли-
цы данных «Объекты-Признаки». Если объект 
описывается качественными признаками, то 
обычно такие символьные или вербальные пе-
ременные преобразуются тем или иным обра-
зом в числовые, например, используя лексико-
графические шкалы или функции нечеткой 
принадлежности [16, 26, 29]. При этом, к сожа-
лению, не всегда уделяется должное внимание 
допустимости и обоснованности подобных 
преобразований качественных данных в коли-
чественные. Существенно меньше методов 
классификации объектов, описываемых качест-
венными признаками, где эти признаки не 
трансформируют в числовые [5, 13, 14, 18, 21, 
22]. В таких случаях каждый объект представ-
ляют кортежем, состоящим из символьных или 
вербальных значений признаков. 

Ситуация усложняется, когда один и тот же 
объект может существовать в нескольких версиях 
(экземплярах). Например, характеристики объек-
та были измерены в разных условиях или с по-
мощью разных приборов, либо объект был неза-
висимо оценен несколькими экспертами по 
многим критериям. Тогда каждому объекту будет 
соответствовать не один вектор или кортеж, а 
группа векторов или кортежей, которая должна 
рассматриваться и обрабатываться как единое 
целое. При этом, очевидно, значения одноимен-
ных компонент разных векторов/кортежей могут 
различаться и даже быть противоречивыми. Яс-
но, что совокупность подобных многопризнако-
вых объектов может иметь весьма сложную 
структуру, которую трудно анализировать. 

Обычно группа объектов, представленных 
несколькими векторами, заменяется одним век-
тором, который, например, имеет компоненты, 
полученные путем усреднения или взвешива-
ния значений признаков всех членов группы, 
является центром группы или вектором, наибо-
лее близким ко всем векторам в группе. Заме-
тим, однако, что свойства всех объектов, вхо-
дящих в группу, могут оказаться потерянными 
в результате такой замены. Для качественных 
переменных операции усреднения, взвешива-
ния, смешивания и тому подобные преобразо-

вания данных являются математически некор-
ректными и недопустимыми. Тем самым 
группу объектов, представленных несколькими 
кортежами, нельзя соединить в единственный 
кортеж. А значит, нужны новые способы агре-
гирования подобных объектов и работы с ними. 

В данной работе, объекты, описываемые ко-
личественными и/или качественными призна-
ками, представлены как мультимножества или 
множества с повторяющимися элементами. Об-
суждаются новые методы работы с группами 
такого рода объектов. Предложены новые ме-
тоды кластеризации и сортировки многопри-
знаковых объектов в метрических пространст-
вах мультимножеств. 

1. Мультимножества и метрические 
пространства мультимножеств 
Мультимножество – достаточно известное 

понятие, которое используется в комбинаторной 
математике, компьютерных науках и других об-
ластях [4, 7, 11, 28]. Мультимножество A, порож-
денное обычным множеством X={x1,x2,…}, все 
элементы которого различны, определятся как 
следующая совокупность групп элементов  
A={kA(x1)◦x1,...,kA(xj)◦xj,…} =  

= {kA(x)◦x|x∈X, kA∈Z+}.    (1) 
Здесь kA: X→Z+={0,1,2,…} называется функ-

цией кратности мультимножества, определяю-
щей число вхождения элемента xi∈X в мультим-
ножество А, что обозначено символом ◦. 
Мультимножество обобщает понятие обычного 
множества. 

Теоретическая модель мультимножества 
наиболее подходит для структуризации и ана-
лиза совокупности объектов, которые описы-
ваются многими качественными и/или количе-
ственными признаками, а также могут 
присутствовать в нескольких версиях. Приве-
дем примеры подобных объектов, представляе-
мых мультимножествами.  

Пусть A={A1,...,An} представляет собой кол-
лекцию распознаваемых графических объектов: 
печатных или рукописных символов, линий, 
изображений, строк или страниц [1]. Множест-
во X={x1,...,xh} является набором стандартных 
образцов, состоящим из целых символов или 
отдельных структурных элементов (фрагмен-
тов). В ходе распознавания каждый распозна-
ваемый объект Ai сравнивается с базой образ-
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цов и сопоставляется одному или нескольким 
образцам из стандартного набора с какой-то 
определенной точностью. Результат распозна-
вания графического объекта Ai можно предста-
вить в виде Ai={kAi(x1)◦x1,...,kAi(xh)◦xh}, где число 
kAi(xj) будет равно вычисленной оценке распо-
знавания объекта Ai по отношению к стандарт-
ному образцу xj. 

Пусть теперь A={A1,...,An} является массивом 
текстовых документов по некоторой проблемати-
ке. Эти документы могут быть, к примеру, статья-
ми, книгами, проектами, патентами, отчетами, об-
зорами и тому подобным [13]. Множество 
лексических единиц (дескрипторов, ключевых 
слов, терминов и прочее) X={x1,...,xh} образует про-
блемно-ориентированный терминологический 
словарь или тезаурус, характеризующий особен-
ности проблематики. Содержание текстового до-
кумента Ai можно описать совокупностью повто-
ряющихся лексических единиц xj и представить 
его в виде Ai={kAi(x1)◦x1,...,kAi(xh)◦xh}, где kAi(xj) будет 
равно числу лексических единиц xj, присутствую-
щих в документе Ai. Заметим, что такое представ-
ление документа может соответствовать и полно-
му тексту документа, и некоторому его краткому 
содержанию, индексированному лексическими 
единицами. 

В рассмотренных выше случаях многопри-
знаковый объект (символ, документ) Ai был 
представлен как множество повторяющихся 
элементов (стандартных образцов, лексических 
единиц) xj или как мультимножество Ai. Оче-
видно, что каждый графический объект Ai мо-
жет многократно появляться внутри распозна-
ваемого текста или изображения, и каждый 
документ Ai может существовать в нескольких 
версиях внутри массива текстов. Иначе говоря, 
могут иметься группы, которые объединяют 
разные версии (копии) одних и тех же объек-
тов. И каждая такая группа версий многопри-
знакового объекта Ai, и совокупность объектов 
A={A1,...,An} в целом также может быть пред-
ставлена как мультимножество над тем же са-
мым множеством X.  

Мультимножество A считается конечным, 
если все kA(x) конечны. Мультимножество A 
превращается в обычное множество A при 
kA(x)=χA(x), где χA(x)=1, если x∈A, и χA(x)=0, ес-
ли x∉A. Мощность конечного мультимножест-
ва |А|=ΣxkA(х) определяется как общее число эк-
земпляров всех его элементов; размерность 

мультимножества /А/=ΣxχA(х) – как общее чис-
ло различных элементов. Говорят, что муль-
тимножества A и B равны (A=B), если 
kA(x)=kB(x), и что мультимножество B включено 
в мультимножество A или является его под-
мультимножеством (B⊆A), если kB(x)≤kA(x), 
∀x∈X. 

Определяются следующие операции над 
мультимножествами [7]: объединение A∪B, 

kA∪B(x)=max[kA(x),kB(x)]; пересечение A∩B, 

kA∩B(x)=min[kA(x),kB(x)]; сложение A+B, 
kA+B(x)=kA(x)+kB(x); вычитание A−B, 
kA−B(x)=kA(x)−kA∩B(x); симметрическая разность 
AΔB, kAΔB(x)=|kA(x)−kB(x)|; умножение на скаляр 
(репродукция) b•A, kb⋅A(x)=b⋅kA(x), b∈N; умно-
жение A•B, kA⋅B(x)=kA(x)⋅kB(x); возведение в 
арифметическую степень An; прямое произве-
дение A×B, kA×B(xi,yj)=kA(xi)⋅kB(yj), xi∈A, yj∈B; 
прямая степень (×A)n. 

Многие из характеристик операций над муль-
тимножествами аналогичны характеристикам 
операций над обычными множествами. В их 
числе идемпотентность, инволюция (двойное 
отрицание), идентичность, коммутативность, 
ассоциативность и дистрибутивность ряда опе-
раций. Как и в случае множеств, не все опера-
ции над мультимножествами взаимно коммута-
тивны, ассоциативны и дистрибутивны. Кроме 
того, в теории множеств не определяются опе-
рации сложения, умножения на скаляр, умно-
жения, возведения в арифметическую степень. 
При переходе от мультимножества к множеству 
операции умножения и возведения в арифмети-
ческую степень превращаются в пересечение, а 
операции сложения и умножения на скаляр 
становятся неосуществимыми. 

Совокупность A={A1,...,An} многопризнаковых 
объектов можно рассматривать как точки в мет-
рическом пространстве мультимножеств (A,d). 
Различные типы метрических пространств зада-
ются следующими псевдометриками: 

d1c(A,B)=[m(AΔB)]1/c; 
d2c(A,B)=[m(AΔB)/m(Z)]1/c;  (2) 
d3c(A,B)=[m(AΔB)/m(A∪B)]1/c, 

где c – целое число, m – мера мультимножества, 
а мультимножество Z называется максималь-
ным мультимножеством с функцией кратности 
kZ(x)=maxA∈A kA(x). Мера мультимножества m 
есть действительная неотрицательная функция, 
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заданная на алгебре мультимножеств L(Z).  
Меру мультимножества можно ввести различ-
ными способами, например, как мощность 
мультимножества m(A)=|A|=∑jkA(xj) или как ли-
нейную комбинацию функций кратности 
m(A)=∑jwjkA(xj), wj>0 – важность элемента xj., 
wi>0. Функции d2c(A,B) и d3c(A,B) удовлетворя-
ют условию нормировки 0≤d(A,B)≤1. Функция 
d3c(A,B) не определена для A=B=∅, поэтому по 
определению принимается d3c(∅,∅)=0. Для не-
которого фиксированного c метрики d1c и d2c 
являются непрерывными и однородно непре-
рывными функциями, а метрика d3c – частично 
непрерывной функцией почти всюду на метри-
ческом пространстве. 

Введенные пространства представляют собой 
новые виды метрических пространств измери-
мых мультимножеств, которые отличаются от 
известных метрические пространства измеримых 
множеств [2]. Расстояние d1c(A,B) характеризует 
различие между свойствами двух объектов и яв-
ляется аналогом расстояния Хемминга, традици-
онного для многих приложений. Расстояние 
d2c(A,B) задает различие между свойствами двух 
объектов, отнесенное к свойствам «максимально-
го» объекта, и может быть названо полностью 
усредненным расстоянием. Расстояние d3c(A,B) 
отражает различие между свойствами двух объ-
ектов, отнесенное к общим свойствам только 
этих объектов, и может быть названо локально 
усредненным расстоянием. В случае обычных 
множеств при c =1, d11(A,B)=m(AΔB) называется 
расстоянием Фреше-Никодима-Ароншаяна, а 
d31(A,B)=m(AΔB)/m(A∪B) – расстоянием Штейн-
хауса [2]. Различные свойства мультимножеств и 
метрических пространств мультимножеств рас-
смотрены в [7]. 

2. Представление и агрегирование 
многопризнаковых объектов 
Задача групповой классификации многопри-

знаковых объектов в общем случае формулиру-
ется следующим образом. Имеется совокупность 
объектов A={A1,...,An}, которые описываются m 
признаками Q1,...,Qm. Каждый признак Qs имеет 
свою собственную шкалу Xs={xs

1,…,xs
hs}, 

s=1,…,m, градации которой суть качественные 
или количественные оценки. Каждый из объектов 
Ai присутствует в k экземплярах, которые, как 

правило, отличаются значениями признаков. На-
пример, характеристики объекта были измерены 
в разных условиях или разными способами, либо 
объект был независимо оценен несколькими экс-
пертами по многим критериям. Требуется разде-
лить объекты на несколько групп (классов) 
C1,…Cg, различающихся по своим свойствам, 
охарактеризовать и интерпретировать свойства 
этих групп объектов. Число g групп объектов 
может быть произвольным или заранее задан-
ным, а сами классы упорядоченными или неупо-
рядоченными. 

Рассмотрим сначала несколько иллюстра-
тивных примеров, показывающих, как можно 
представить многопризнаковые объекты. 

Пусть совокупность A состоит из 10 объек-
тов A1,...,A10, имеющих 8 признаков Q1,…,Q8, 
каждый из которых может принимать одну из 
оценок по пятибалльной шкале X={1, 2, 3, 4, 5}. 
Допустим, что объектами A1,...,A10 являются 
школьники, а признаками объектов служат их 
годовые оценки по 8 предметам: Q1. Математи-
ка, Q2. Физика, Q3. Химия, Q4. Биология, Q5. 
География, Q6. История, Q7. Литература, Q8. 
Иностранный язык. Градации шкалы оценок X 
означают следующее: 1 – очень плохо, 2 – пло-
хо, 3 – удовлетворительно, 4 – хорошо, 5 – от-
лично. Или же в качестве объектов A1,...,A10 вы-
ступают ответы на вопросы некоторого 
опросника, с помощью которого изучается 
мнение группы людей по некоторой проблеме. 
Признаками объектов будут оценки, данные 8 
респондентами Q1,…,Q8, которые кодируются 
следующим образом: 1 – полностью не согла-
сен, 2 – не согласен, 3 – нейтрален, 4 – согла-
сен, 5 – полностью согласен. 

Сопоставим каждому многопризнаковому 
объекту Ai вектор или кортеж qi=(qi1

e1,…,qim
em). 

Совокупность всех объектов A={A1,...,An} и их 
признаков можно представить таблицей «Объек-
ты-Признаки» Q=||qis||n×m. Строки Q матрицы со-
ответствуют объектам, колонки – признакам, а 
элементами qis являются значения компонент qis

es 
соответствующих векторов/кортежей. Для рас-
смотренных выше примеров таблица данных Q 
имеет вид, приведенный в Табл. 1. Таблица дан-
ных частично заимствована из работы [15] и 
представляет собой фрагмент опросника для 
оценки студентами курса лекций по анализу дан-
ных. Так, например, объекту A1 соответствует 
вектор/кортеж оценок q1=(4, 5, 4, 5, 4, 5, 4, 5). 
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Укажем другой возможный способ задания 
многопризнаковых объектов с помощью муль-
тимножеств. Выберем множество оценок 
X={x1,...,xh} в качестве порождающего множества 
и поставим в соответствие каждому многопри-
знаковому объекту Ai, i=1,…,n мультимножество 
Ai={kAi(x1)◦x1,...,kAi(xh)◦xh} над множеством X. 
Здесь значение функции кратности kAi(xj) показы-
вает, сколько раз оценка xj присутствует в описа-
нии объекта Ai. Совокупность всех объектов 
A={A1,...,An} и их признаков можно представить в 
таком случае другой таблицей «Объекты-
Признаки» L=||kij||n×h, элементами kij которой яв-
ляются значения кратности kAi(xj) элементов 
мультимножеств, соответствующих объектам Ai. 
Таблица данных L для рассмотренных выше объ-
ектов A1,...,A10 приведена в Табл. 2. Так, напри-
мер, объекту A1 соответствует мультимножество 
оценок A1={0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 4◦x4, 4◦x5}. Такая фор-
ма записи говорит, что объект A1 имеет 4 оценки 
x4, означающей «хорошо» или «согласен», 4 
оценки x5, означающей «отлично» или «полно-
стью согласен», а других оценок у объекта A1 нет. 
В ряде случаев элементы мультимножества 
удобнее расположить в обратном порядке – от 
лучших оценок к худшим – и записать мультим-
ножество как A1={4◦x5, 4◦x4, 0◦x3, 0◦x2, 0◦x1}. За-
метим, однако, что, строго говоря, элементы 
мультимножества принято считать неупорядо-
ченными. 

Пусть теперь каждый объект присутствует в 
нескольких версиях. Например, для каждого из 
школьников A1,...,A10 заданы два набора семест-
ровых (полугодовых) оценок по тем же самым 8 
дисциплинам Q1,…,Q8. Или 8 респондентов 
Q1,…,Q8 опрашивались дважды, отвечая на одни 
и те же вопросы A1,...,A10. Это означает, что каж-

дый объект будет описываться уже не одним, а 
двумя векторами/кортежами признаков, или что 
имеется две версии одного и того же объекта. 
Например, объект A1 характеризуется группой 
векторов/кортежей, состоящей из q1

(1)=(4, 5, 4, 5, 
4, 5, 4, 5) и q1

(2)=(5, 5, 5, 5, 4, 4, 4, 5). 
В общем случае один и тот же многопризна-

ковый объект Ai, i=1,…,n будет представлен 
группой векторов/кортежей {qi

(1),…,qi
(k)} в де-

картовом m-мерном пространстве признаков 
Q=Q1×…×Qm. Здесь qi

(f)=(qi1
e1(f),…,qim

em(f)), 
f=1,…,k задает одну из версий Ai

(f) объекта Ai, а 
компонента qis

es(f), s=1,…,m вектора/кортежа qi
(f) 

– одна из градаций шкалы xj∈X, j=1,…,h. 
Заметим, что группа векторов/кортежей, со-

ответствующих объекту Ai, должна рассматри-
ваться как единое целое, несмотря на возмож-
ную несравнимость отдельных векторов qi

(f) 
и/или несогласованность их компонент qis

es(f). 
Компоненты векторов являются числовыми пе-
ременными. Поэтому группа векторов часто 
заменяется одним вектором, представляющим 
всю группу, компоненты которого определяют-
ся некими дополнительными соображениями. 
Например, это может быть вектор, имеющий в 
качестве компонент усредненные значения со-
ответствующих компонент всех членов группы. 
Тогда объект A1 будет представлен вектором 
«средних» оценок: q1=(4.5, 5.0, 4.5, 5.0, 4.0, 4.5, 
4.0, 5.0). Однако такой вектор не соответствует 
никакой конкретной точке m-мерного призна-
кового пространства Q=Q1×…×Qm, образован-
ного дискретной шкалой числовых оценок 
X={1, 2, 3, 4, 5}, в которой отсутствуют неце-
лые числа. Чтобы можно было оперировать с 
такими векторами, нужно либо расширить 
шкалу оценок X, введя промежуточные число-

Табл. 1. Таблица данных Q    Табл. 2. Таблица данных L 
 

A\Q Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8  A\X x1 x2 x3 x4 x5 
A1 4 5 4 5 4 5 4 5  A1 0 0 0 4 4 
A2 4 1 2 1 3 2 2 2  A2 2 4 1 1 0 
A3 1 1 3 1 4 1 1 4  A3 5 0 1 2 0 
A4 5 3 2 4 4 5 4 5  A4 0 1 1 3 3 
A5 4 4 4 4 4 5 4 4  A5 0 0 0 7 1 
A6 5 5 4 4 4 5 5 4  A6 0 0 0 4 4 
A7 4 1 2 3 3 3 1 2  A7 2 2 3 1 0 
A8 4 5 4 2 3 4 5 3  A8 0 1 2 3 2 
A9 3 2 3 1 3 3 2 2  A9 1 3 4 0 0 
A10 5 5 4 5 3 5 5 4  A10 0 0 1 2 5 
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вые градации, например, X={1.00, 1.25, 1.50, 
1.75, 2.00,…, 4.00, 4.25, 4.50, 4.75, 5.00}, либо 
считать шкалу оценок X непрерывной. И то, и 
другое, строго говоря, изменяет первоначаль-
ную формулировку задачи. 

Когда объекты представлены кортежами с 
символьными или вербальными компонентами, 
то есть используется шкала X={1, 2, 3, 4, 5}, 
где, например, 1 – очень плохо, 2 – плохо, 3 – 
удовлетворительно, 4 – хорошо, 5 – отлично, 
группу подобных кортежей уже нельзя заме-
нить одним кортежем с «усредненными» оцен-
ками, поскольку такая операция математически 
некорректна. Если группа состоит всего из двух 
векторов/кортежей, то в таком случае также 
нельзя ввести единственный объект в качестве 
типичного представителя группы, например, 
объект, наиболее близкий ко всем объектам 
группы. Это справедливо как для числовой, так 
и символьной шкалы оценок X={1, 2, 3, 4, 5}. 

Эти трудности можно легко преодолеть, если 
воспользоваться формализмом теории мультим-
ножеств, который позволяет одновременно 
учесть все комбинации значений признаков, а 
также наличие различных версий объектов. По-
ставим в соответствие каждой версии Ai

(f), 
i=1,…,n, f=1,…,k многопризнакового объекта Ai 
мультимножество Ai

(f)={kAi
(f)(x1)◦x1,...,kAi

(f)(xh)◦xh} 
над множеством оценок X={x1,...,xh}, а каждому 
объекту Ai – мультимножество Ai={kAi(x1)◦x1,..., 
kAi(xh)◦xh} над тем же самым множеством X. Зна-
чения функции кратности мультимножества Ai 
вычисляются, например, по правилу: kAi(xj)=∑f 
kAi

(f)(xj). Так, две версии объекта A1 представляют-
ся двумя мультимножествами оценок A1

(1)={0◦x1, 
0◦x2, 0◦x3, 4◦x4, 4◦x5} и A1

(2)={0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 3◦x4, 
5◦x5}, а сам объект A1 – мультимножеством 
A1={0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 7◦x4, 9◦x5}. 

Если в рассматриваемой задаче по каким-то 
причинам значение имеет не общее число раз-
ных оценок по всем признакам Q1-Q8, а число 
разных оценок по каждому из признаков Qs, 
например, отметок по каждой дисциплине или 
ответов каждого респондента, и эти оценки 
нужно различать, то мультимножество оценок 
можно определить иначе. Введем гипершкалу 
признаков, которая объединяет все градации 
отдельных шкал признаков: X=X1∪...∪Xm= 
={x1

1,…,x1
h1; …; xm

1,…,xm
hm}. Тогда каждому 

объекту Ai или его версии Ai
(f) можно сопоста-

вить мультимножество 

Ai={kAi(x1
1)◦x1

1,…,kAi(x1
h1)◦x1

h1; …;  
kAi(xm

1)◦xm
1,…,kAi(xm

hm)◦xm
hm}    (3) 

над множеством оценок X={x1
1,…,x1

h1; …; 
xm

1,…,xm
hm}. Здесь функция кратности kAi(xs

es) 
показывает число значений xs

es∈Xs, es=1,…,hs, 
s=1,…,m, каждого из признаков Qs, присутст-
вующих в описании объекта Ai. К примеру, 
объекту A1 будет теперь соответствовать сле-
дующее мультимножество отдельных оценок 
по всем признакам:  

A1={0◦x1
1,0◦x1

2,0◦x1
3,1◦x1

4,1◦x1
5; 

0◦x2
1,0◦x2

2,0◦x2
3,0◦x2

4,2◦x2
5; 

0◦x3
1,0◦x3

2,0◦x3
3,1◦x3

4,1◦x3
5; 

         0◦x4
1,0◦x4

2,0◦x4
3,0◦x4

4,2◦x4
5; 

0◦x5
1,0◦x5

2,0◦x5
3,2◦x5

4,0◦x5
5; 

0◦x6
1,0◦x6

2,0◦x6
3,1◦x6

4,1◦x6
5; 

0◦x7
1,0◦x7

2,0◦x7
3,2◦x7

4,0◦x7
5; 

0◦x8
1,0◦x8

2,0◦x8
3,0◦x8

4,2◦x8
5}. 

Несмотря на кажущуюся громоздкость запи-
си, такое представление оказывается крайне 
удобным при сравнении мультимножеств и 
оперирования с ними с вычислительной точки 
зрения, поскольку можно выполнять операции 
одновременно по всем элементам мультимно-
жеств. Заметим, что выражение (3) для любого 
мультимножества легко записать и в обычном 
виде (1) Ai={kAi(xj)◦xj|xj∈X={x1,...,xh}}, если во 
множестве X={x1

1,…,x1
h1; …; xm

1,…,xm
hm} сде-

лать замену переменных: x1
1=x1,…, x1

h1=xh1, 
x2

1=xh1+1,…, x2
h2=xh1+h2,…, xm

hm=xh, h=h1+...+hm. 
Совокупность всех объектов A={A1,...,An}, 

каждый из которых имеется в нескольких вер-
сиях, и их признаков снова можно представить 
таблицей «Объекты-Признаки», но имеющей 
большую размерность. Таблица «Объекты-
Признаки» Q#=||qis||kn×m для объектов A1,...,A10 из 
рассмотренных ранее примеров, которые пред-
ставлены векторами/кортежами, приведена в 
Табл.3. Элементами qis таблицы Q# будут ком-
поненты qis

es(f) векторов/кортежей, соответст-
вующих версиям объектов Ai. Таблица «Объек-
ты-Признаки» L#=||kij||kn×h для объектов A1,...,A10, 
представленных мультимножествами вида (1), 
приведена в Табл. 4. Элементами kij таблицы L# 
будут значения кратности kAi

(f)(xj) элементов 
мультимножеств, соответствующих версиям 
объектов Ai. Таблица «Объекты-Признаки» 
K=||kij||n×h, h=h1+...+hm для объектов, представ-
ленных мультимножествами вида (3), дана в 
Табл. 5. Элементами kij таблицы K будут значе-



 Методы групповой классификации многопризнаковых объектов, часть 1 

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 3/2009 9 

ния кратности kAi(xj) элементов мультимно-
жеств, соответствующих объектам Ai. 

Группировка объектов является одним из по-
лезных приемов для структуризации совокупно-
сти объектов. Классифицируя объекты, мы отно-
сим каждый объект к некоторому классу и 
используем информацию о принадлежности объ-
ектов к классам для выработки и коррекции пра-
вил классификации. В самом общем смысле пра-
вила классификации представляют собой 
совокупность требований, которые состоят из ло-
гических утверждений следующего вида: 

IF 〈условия〉, THEN 〈решение〉.    (4) 

Здесь терм 〈условия〉 определяет требования, 
которым должны удовлетворять выбираемые 
объекты. К примеру, это могут быть имена 
объектов; значения или комбинации значений 

признаков, описывающих объекты; ограниче-
ния на значения признаков; отношения между 
объектами; правила сравнения объектов друг с 
другом или с некоторыми выделенными эле-
ментами классов, и тому подобное. Объекты 
сравниваются по сходству или различию их 
свойств, которые обычно формализуются с по-
мощью специально задаваемых мер близости. 
Для выделения определенных элементов клас-
сов, например, типичного представителя или 
центра класса вводят некие требования. Терм 
〈решение〉 обозначает имя формируемого клас-
са и/или принадлежность объекта к заранее оп-
ределенному классу при выполнении требуе-
мых условий. 

Разнообразие операций над мультимножест-
вами позволяет применять различные способы 
агрегирования многопризнаковых объектов  

Таблица 3. Таблица данных Q#     Таблица 4. Таблица данных L# 
A\Q Q1 Q2 Q3 Q4 Q5 Q6 Q7 Q8  A\X x1 x2 x3 x4 x5 
A1 4 

5 
5 
5 

4 
5 

5 
5 

4 
4 

5 
4 

4 
4 

5 
5 

 A1 0 
0 

0 
0 

0 
0 

4 
3 

4 
5 

A2 4 
3 

1 
2 

2 
1 

1 
1 

3 
4 

2 
3 

2 
3 

2 
2 

 A2 2 
2 

4 
2 

1 
3 

1 
1 

0 
0 

A3 1 
1 

1 
2 

3 
3 

1 
1 

4 
5 

1 
2 

1 
1 

4 
3 

 A3 5 
3 

0 
2 

1 
2 

2 
0 

0 
1 

A4 5 
4 

3 
4 

2 
3 

4 
5 

4 
4 

5 
5 

4 
3 

5 
4 

 A4 0 
0 

1 
0 

1 
2 

3 
4 

3 
2 

A5 4 
5 

4 
5 

4 
3 

4 
4 

4 
4 

5 
4 

4 
5 

4 
4 

 A5 0 
0 

0 
0 

0 
1 

7 
4 

1 
3 

A6 5 
4 

5 
5 

4 
4 

4 
4 

4 
4 

5 
4 

5 
5 

4 
5 

 A6 0 
0 

0 
0 

0 
0 

4 
5 

4 
3 

A7 4 
3 

1 
2 

2 
1 

3 
4 

3 
2 

3 
4 

1 
2 

2 
3 

 A7 2 
1 

2 
3 

3 
2 

1 
2 

0 
0 

A8 4 
5 

5 
4 

4 
5 

2 
3 

3 
4 

4 
5 

5 
4 

3 
4 

 A8 0 
0 

1 
0 

2 
1 

3 
4 

2 
3 

A9 3 
4 

2 
3 

3 
2 

1 
2 

3 
2 

3 
3 

2 
3 

2 
2 

 A9 1 
0 

3 
4 

4 
3 

0 
1 

0 
0 

A10 5 
3 

5 
4 

4 
3 

5 
4 

3 
2 

5 
4 

5 
2 

4 
4 

 A10 0 
0 

0 
2 

1 
2 

2 
4 

5 
0 

 
Таблица 5. Таблица данных K 

 
A\X x1

1 x1
2 x1

3 x1
4 x1

5 x2
1 x2

2 x2
3 x2

4 x2
5 x1

1 x3
2 x3

3 x3
4 x3

5 x4
1 x4

2 x4
3 x4

4 x4
5 x5

1 x5
2 x5

3 x5
4 x5

5 x6
1 x6

2 x6
3 x6

4 x6
5 x7

1 x7
2 x7

3 x7
4 x7

5 x8
1 x8

2 x8
3 x8

4 x8
5

A1 0  0  0  1  1 0  0  0  0  2 0  0  0  1  1 0  0  0  0  2 0  0  0  2  0 0  0  0  1  1 0  0  0  2  0 0  0  0  0  2 
A2 0  0  1  1  0 1  1  0  0  0 1  1  0  0  0 2  0  0  0  0 0  0  1  1  0 0  1  1  0  0 0  1  1  0  0 0  2  0  0  0 
A3 2  0  0  0  0 1  1  0  0  0 0  0  2  0  0 2  0  0  0  0 0  0  0  1  1 1  1  0  0  0 2  0  0  0  0 0  0  1  1  0 
A4 0  0  0  1  1 0  0  1  1  0 0  1  1  0  0 0  0  0  1  1 0  0  0  2  0 0  0  0  0  2 0  0  1  1  0 0  0  0  1  1 
A5 0  0  0  1  1 0  0  0  1  1 0  0  1  1  0 0  0  0  2  0 0  0  0  2  0 0  0  0  1  1 0  0  0  1  1 0  0  0  2  0 
A6 0  0  0  1  1 0  0  0  0  2 0  0  0  2  0 0  0  0  2  0 0  0  0  2  0 0  0  0  1  1 0  0  0  0  2 0  0  0  1  1 
A7 0  0  1  1  0 1  1  0  0  0 1  1  0  0  0 0  0  1  1  0 0  1  1  0  0 0  0  1  1  0 1  1  0  0  0 0  1  1  0  0 
A8 0  0  0  1  1 0  0  0  1  1 0  0  0  1  1 0  1  1  0  0 0  0  1  1  0 0  0  0  1  1 0  0  0  1  1 0  0  1  1  0 
A9 0  0  1  1  0 0  1  1  0  0 0  1  1  0  0 1  1  0  0  0 0  1  1  0  0 0  0  2  0  0 0  1  1  0  0 0  0  2  0  0 
A10 0  0  1  0  1 0  0  0  1  1 0  0  1  1  0 0  0  0  1  1 0  1  1  0  0 0  0  0  1  1 0  1  0  0  1 0  0  0  2  0 
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в классы. Например, класс Ct объектов Ai можно 
образовать как сумму Yt=∑iAi, kYt(xj)=∑ikAi(xj), 
объединение Yt=∪iAi, kYt(xj)=maxikAi(xj) или пере-

сечение Yt=∩iAi, kYt(xj)=minikAi(xj) мультимно-
жеств, представляющих рассматриваемые объек-
ты. Класс объектов Ct можно также 
сформировать как линейную комбинацию соот-
ветствующих мультимножеств Yt=∑ibi•Ai, 
Yt=∪ibi•Ai или Yt=∩ibi•Ai. Когда класс Ct строится 
с помощью сложения мультимножеств, агреги-
руются все свойства (все значения всех призна-
ков) всех членов группы мультимножеств Yt. В 
случае объединения или пересечения мультим-
ножеств происходит усиление самых лучших 
свойств (максимальных значений всех призна-
ков) или соответственно самых худших свойств 
(минимальных значений всех признаков), имею-
щихся у индивидуальных членов группы муль-
тимножеств Yt. К примеру, мультимножество Ai, 
представляющее объект Ai, формировалось путем 
сложения мультимножеств Ai

(f), представляющих 
версии этого объекта. 

3. Методы групповой кластеризации 
многопризнаковых объектов 
В кластерном анализе совокупность объек-

тов A={A1,...,An} распределяется по нескольким 
группам (кластерам), исходя из понятия близо-
сти объектов [10, 15, 19]. Для того чтобы сгене-
рировать группы объектов, в методах кластер-
ного анализа обычно используются следующие 
подходы: минимизировать различие (максими-
зировать сходство) между объектами внутри 
группы; максимизировать различие (миними-
зировать сходство) между группами объектов.  

Представим объект, описываемый многими 
качественными (символьными или вербальны-
ми) признаками как мультимножество вида (1) 
или (3). Принимая во внимание формулу (2) 
при c=1 и m(A)=∑jwjkA(xj), где wj>0 – важность 
признака Qj, различие между группами объек-
тов можно задать как одно из следующих рас-
стояний в пространстве мультимножеств (A,d): 

d11(Yp,Yq)=Dpq; d21(Yp,Yq)=Dpq/W; 
d31(Yp,Yq)=Dpq/Mpq 

(5)

Сходство между группами объектов можно 
выразить одним из следующих индексов: 

s1(Yp,Yq)=1−(Dpq/W); s2(Yp,Yq)=Lpq/W; 
s3(Yp,Yq)=Lpq/Mpq 

(6)

Здесь Dpq=∑jwj|kYp(xj)−kYq(xj)|; 
Lpq=∑jwjmin[kYp(xj),kYq(xj)]; 
Mpq=∑jwjmax[kYp(xj),kYq(xj)]; W=∑jwjsuptkYt(xj). Зна-
чения функций кратности kYp(xj), kYq(xj) зависят от 
способа объединения объектов в группы. Выра-
жения s1, s2, s3 (6) обобщают на случай мультим-
ножеств широко известные неметрические ин-
дексы сходства объектов, такие как коэффициент 
простой согласованности, мера сходства Рассела-
Рао, коэффициент Жаккара или мера Роджерса-
Танимото соответственно [10, 19]. 

Рассмотрим основные идеи кластерного ана-
лиза для объектов, представленных мультимно-
жествами [8]. Предположим, для простоты, что 
выражения (5) и (6) определяют одновременно 
различие и сходство в пространстве признаков 
между объектами внутри каждой группы, и меж-
ду некоторым объектом Ai и группой объектов Ct, 
и между группами объектов. 

Общая схема процедуры иерархической кла-
стеризации, в которой число генерируемых 
кластеров заранее неизвестно, состоит из сле-
дующих шагов. 

Шаг 1. Положить g=n, g – число кластеров 
Ct, n – число объектов Ai. Тогда каждый кластер 
Ci состоит и единственного объекта Ai, и Yi=Ai 
для всех i=1,...,g. 

Шаг 2. Вычислить расстояния d(Yp,Yq) меж-
ду парами мультимножеств, представляющих 
кластеры Cp и Cq для всех 1≤p,q≤g, p≠q, исполь-
зуя одну из метрик (5). 

Шаг 3. Найти пару наиболее близких кла-
стеров Cu и Cv, удовлетворяющих условию 

d(Yu,Yv) = minp,qd(Yp,Yq),    (7) 
и сформировать новый кластер Cr, который 
представляется суммой Yr=Yu+Yv, объединени-
ем Yr=Yu∪Yv, пересечением Yr=Yu∩Yv, соответ-
ствующих мультимножеств или линейной ком-
бинацией одной из этих операций. 

Шаг 4. Уменьшить число кластеров на еди-
ницу: g=n−1. Если g=1, то вывести результат и 
остановиться. Если g>1, то перейти к следую-
щему шагу. 

Шаг 5. Вычислить расстояния d(Yp,Yr) меж-
ду парами новых мультимножеств, представ-
ляющих кластеры Cp и Cr для всех 1≤p,r≤g, p≠r. 
Вернуться к шагу 3. 
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Иерархический алгоритм строит дерево или 
дендрограмму путем последовательного агре-
гирования объектов в группы. Новые объекты 
или кластеры Cp и Cq появляются при движении 
от корня дерева по его ветвям, переходя на ка-
ждом шаге в один из ближайших кластеров Cr. 
Процесс иерархической кластеризации объек-
тов заканчивается, когда все объекты будут 
объединены в несколько классов или в один 
единственный класс в зависимости от стоящей 
задачи. Процедура может быть также прервана 
на некотором шаге, когда будет выполнено не-
которое правило, например, когда величина ин-
декса различия между объектами превысит не-
который пороговый уровень.  

Заметим, что на 3 шаге алгоритма может  
появляться много пар наиболее близких кла-
стеров Cu,Cv, эквивалентных по условию мини-
мальности расстояния d(Yp,Yq) в признаковом 
пространстве. Тем самым существуют разные 
точки ветвления алгоритма (способы агрегиро-
вания мультимножеств) и, значит, можно по-
строить различные итоговые деревья объектов. 
Специальные исследования показали, что наи-
меньшее число финальных кластеров появляет-
ся в результате сложения, а наименьшее число 
финальных кластеров – в результате пересече-
ния мультимножеств. Использование расстоя-
ния 3 ведет к меньшему числу точек ветвления 
алгоритма по сравнению с расстояниями 1 и 2, 
применения которых дают схожие результаты. 

Чтобы уменьшить число возможных вариан-
тов соединяемых кластеров, можно использо-
вать дополнительные критерии близости объек-
тов, например, критерий компактности 
кластера, вместо единственного критерия (5). В 
этом случае модифицированный алгоритм ие-
рархической кластеризации объектов выглядит 
следующим образом. 

Шаг 3.1. Найти все эквивалентные пары наи-
более близких кластеров Cu,Cv, представленных 
мультимножествами Yu,Yv, которые соответству-
ют условию (7), и сформировать новые кластеры 
Crl (l=1,…,tr) для всех эквивалентных пар класте-
ров с помощью одной из операций – суммирова-
ния, объединения или пересечения мультимно-
жеств. tr – число эквивалентных пар кластеров, 
находящихся на одном и том же расстоянии 
d(Yu,Yv). 

Шаг 3.2. Найти кластер Cr*, представленный 
мультимножеством Yr*, которое минимизирует 

компактность кластера, выражаемую функцио-
налом 

f(Yr*) =
l

min ),(, pCpi irl
d AA∑ ∈ /Nrl,   (8) 

где Nrl равно числу объектов Ai в кластере Crl. 
Перейти к шагу 4. 

Эксперименты показали, что добавление к 
критерию (7) дополнительных критериев бли-
зости объектов позволяет существенно улуч-
шить результаты, получаемые при иерархиче-
ской кластеризации для всех способов 
образования кластеров. 

Рассмотрим в качестве иллюстративного 
примера задачу номинальной классификации 
без учителя. Требуется разделить на два класса 
совокупность объектов A={A1,...,A10}, описы-
ваемых признаками Q1,…,Q8, каждый из кото-
рых имеет одну и ту же пятибалльную шкалу 
X={x1, x2, x3, x4, x5} с качественными (символь-
ными или вербальными) оценками. Нужно так-
же дать интерпретацию полученным классам. 

Представим эти объекты как мультимноже-
ства Ai={kAi(xj)◦xj|xj∈X}. Их описания даны  
в таблице данных «Объекты-Признаки» L 
(Табл. 2). Для классификации таких многопри-
знаковых объектов воспользуемся упрощенным 
алгоритмом иерархической кластеризации, ко-
торый включает следующие шаги. 

Представим эти объекты как мультимноже-
ства вида (1) Ai={kAi(xj)◦xj|xj∈X}. Их описания 
даны в таблице данных L «Объекты-Признаки» 
(Табл. 2). Для классификации таких многопри-
знаковых объектов воспользуемся упрощенным 
алгоритмом иерархической кластеризации, ко-
торый включает следующие шаги. 

10. Рассматриваем каждый объект как само-
стоятельный кластер. Объекту/кластеру соот-
ветствуют мультимножества Yi=Ai, i=1,...,10. 

20. Выберем в качестве меры различия меж-
ду объектами/кластерами одну из метрик (3) 
вида d11(Yp,Yq)=Dpq=∑j|kYp(xj)−kYq(xj)|, j=1,...,5, 
считая все признаки xj одинаково важными 
(wj=1). Вычислим расстояния между всеми па-
рами объектов/кластеров. 

30. Самыми близкими будут объекты A1 и A6, 
расстояние между которыми в пространстве 
мультимножеств (A,d11) равно d11(A1,A6)=0, так 
как мультимножества A1 и A6 совпадают. Объе-
диняем объекты A1 и A6 в кластер C11, которому 
будет соответствовать мультимножество Y11, 
сформированное с помощью операции сложе-
ния мультимножеств: 
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Y11 = A1+A6 = {0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 4◦x4, 4◦x5}+ 
+{0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 4◦x4, 4◦x5} =  
={0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 8◦x4, 8◦x5}. 

Объекты A1 и A6 удаляются из дальнейшего 
рассмотрения. Число объектов/кластеров 
уменьшается на 1. 

40. Вычислим расстояния между всеми па-
рами оставшихся объектов и остальными пара-
ми «объект/новый кластер». На этом шаге наи-
более близкими будут объекты A4 и A8, 
находящиеся на расстоянии d11(A4,A8)=|0−0|+ 
+|1−1|+|1−2|+|3−3|+|3−2|=2. Объекты A4 и A8 
формируют кластер C12, которому соответству-
ет мультимножество 

Y12 = A4+A8 = {0◦x1, 1◦x2, 1◦x3, 3◦x4, 3◦x5}+ 
+{0◦x1, 1◦x2, 2◦x3, 3◦x4, 2◦x5} = 
= {0◦x1, 2◦x2, 3◦x3, 6◦x4, 5◦x5}, 

и удаляются из дальнейшего рассмотрения. 
50. Вычислим расстояния между всеми па-

рами оставшихся объектов и образованными 
кластерами. На этом шаге самыми близкими 
будут две пары объектов A2,A7 и A7,A9, которые 
находятся на одинаковых расстояниях в про-
странстве мультимножеств: d11(A2,A7)=4 и 
d11(A7,A9)=4. Выберем для формирования ново-
го кластера C13 пару объектов A7,A9 и удалим их 
из дальнейшего рассмотрения. Кластеру C13 бу-
дет соответствовать мультимножество  

Y13=A7+A9={3◦x1, 5◦x2, 7◦x3, 1◦x4, 0◦x5}. 
60. Вычисляя последовательно шаг за шагом 

расстояния между всеми парами объек-
тов/кластеров и выбирая на каждом шаге наи-
более близкие пары, получим кластеры C14, C15, 
C16, C17, C18, представленные следующими 
мультимножествами: 

Y14 = A2+A3 = {7◦x1, 4◦x2, 2◦x3, 3◦x4, 0◦x5},   
d11(A2,A3)=8; 

Y15 = Y11+A5 = {0◦x1, 0◦x2, 0◦x3, 15◦x4, 9◦x5},   
d11(Y11,A5)=8; 

Y16 = Y12+A10 = {0◦x1, 2◦x2, 4◦x3, 8◦x4, 10◦x5},   
d11(Y12,A10)=8; 

Y17 = Y13+Y14 = {10◦x1, 9◦x2, 9◦x3, 4◦x4, 0◦x5},   
d11(Y13,Y14)=12; 

Y18 = Y15+Y16 = {0◦x1, 2◦x2, 4◦x3, 23◦x4, 19◦x5},   
d11(Y15,Y16)=14. 

70. Процедура оканчивается, когда останется 
два кластера C17 и C18, которым соответствуют 
мультимножества Y17 и Y18. В кластер C17 вхо-
дят объекты A2, A3, A7, A9, которые имеют, в ос-
новном, «низкие» оценки x1, x2, x3, а в кластер 
C18 – объекты A1, A6, A5, A4, A8, A10, имеющие, 
главным образом, «высокие» оценки x4, x5. В 
результате процедуры классификации будет 
построено дерево, изображенное на рисунке.  

Если на шаге 50 сформировать другой кла-
стер, объединяющий пару объектов A2 и A7, то 
итоговое разбиение совокупности объектов 
A={A1,...,A10} будет состоять из тех же самых 
кластеров C17 и C18. Отметим, что полученный в 
нашем случае конечный результат классифика-
ции многопризнаковых объектов полностью 
совпадает с приведенным в книге [15], где мно-
гопризнаковые объекты были представлены как 
векторы числовых значений признаков 
(Табл. 1), а агрегирование в кластеры проводи-
лось с помощью так называемого алгоритма 
суммирования. Оба алгоритма успешно иден-
тифицировали похожие группы объектов. 

Изложенный выше алгоритм иерархической 
кластеризации для решения задачи номинальной 
классификации объектов, описываемых многими 

 
   A1         
   A6    |C11                
   A5         |C15           
   A4               |    
   A8     |C12             |C18     
   A10        |C16      |    
   A2                 
   A3         | C14           
   A7              |C17      
   A9      |C13        |      
        Расстояние  0 2 4 6  8  12 14  
 

Результирующее дерево алгоритма иерархической кластеризации 
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качественными признаками, без особых затруд-
нений распространяется на случаи, где объекты 
могут присутствовать в нескольких версиях (ко-
пиях) и задано несколько классов решений. 

В методах неиерархической кластеризации 
анализа число кластеров g считается фиксиро-
ванным и заданным заранее. Обобщенная схема 
неиерархической кластеризации объектов, опи-
сываемых многими качественными признаками 
и представленных мультимножествами, вклю-
чает следующие основные этапы. 

Шаг 1. Выбрать некоторое начальное раз-
биение совокупности объектов A={A1,...,An} на 
g кластеров C1,...,Cg.  

Шаг 2. Распределить все объекты A1,...,An по 
кластерам C1,...,Cg в соответствии с некоторым 
правилом. Например, вычислить расстояния 
d(Ai,Yt) между мультимножествами Ai (i=1,...,n), 
представляющими объекты Ai, и мультимноже-
ствами Yt, представляющими кластеры Ct 
(t=1,...,g), и поместить объект Ai в ближайший 
из кластеров Ch, задаваемый условием 
d(Ai,Yh)=mint d(Ai,Yt). Или найти для каждого 
кластера Ct его центр At°, например, как реше-
ние следующей задачи оптимизации:  

J(At°,Yt) = minp ∑i d(Ai,Ap),    (9) 

и поместить каждый объект Ai в кластер Cr с 
ближайшим центром Ar°, который определяется 
условием d(Ai,Ar°)=mint d(Ai,At°). Функционал 
J(At°,Yt) (9) по своему смыслу близок критерию 
f(Yr*) компактности кластера (8) и характеризу-
ет своего рода «кучность» распределения объ-
ектов в признаковом пространстве. Заметим, 
что в нашем случае центр кластера At° может 
совпадать с одним из реально имеющихся объ-
ектов Ai из совокупности A или быть так назы-
ваемым «фантомным» объектом, который от-
сутствует в совокупности A, но сконструирован 
из признаков xj как мультимножество At° вида 
(1) или (3). 

Шаг 3. Если все объекты A1,...,An после их 
распределения по кластерам C1,...,Cg не изменят 
своей принадлежности к кластеру, заданной 
первоначальным разбиением, то вывести ре-
зультат и остановиться. В противоположном 
случае вернуться к шагу 2. 

Результат классификации объектов можно 
оценить качеством разбиения. Наилучшее раз-
биение может быть найдено, в частности, как 
решение следующей оптимизационной задачи: 

∑t J(At°,Yt) → min     (10) 

где J(At°,Yt) определяется, например, выраже-
нием (9). В общем случае решение задачи (10) 
неоднозначно, поскольку функционал качества 
разбиения является функцией, имеющей много 
локальных экстремумов. Конечный результат 
будет зависеть, кроме того, и от первоначаль-
ного (близко или далеко от оптимального) рас-
пределения объектов по классам. 

Условие min d(Yp,Yq) должно заменяться ус-
ловием max s(Yp,Yq), когда один из индексов 
сходства объектов используется в алгоритмах 
кластеризации.  

При решении практических задач структу-
ризации совокупности многопризнаковых объ-
ектов может быть полезным следующий прием. 
Вначале объекты классифицируются при по-
мощи некоторого метода иерархической кла-
стеризация, и формируются несколько возмож-
ных разбиений объектов. Затем совокупность 
этих разбиений анализируются методами неие-
рархической кластеризации, и находится наи-
лучшее или наиболее приемлемое разбиение 
объектов. 
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