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Метод разумных целей в задаче многокритериального 
стохастического выбора1 

 

Аннотация. Предлагается метод поддержки принятия решений в многокритериальной задаче конечного выбора с 
критериями, которые являются случайными величинами, принимающими значения на достаточно малых интерва-
лах. Показывается, что на этот случай переносятся концепции метода разумных целей, основанного на визуали-
зации многомерной границы Парето выпуклой оболочки критериальных точек и отборе малого числа альтернатив, 
соответствующих цели, указанной ЛПР. 
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Введение 
В работе предлагается и обосновывается ме-

тод поддержки принятия решений для задачи 
многокритериального выбора из конечного 
числа альтернатив при наличии неопределенно-
сти в значениях критериев. Считается, что не-
определенность задается в виде вероятностных 
распределений значений критериев, причем 
возможные значения критериев принадлежат 
интервалам, длины которых малы по сравне-
нию с диапазонами значений критериев. 

Предлагаемый метод развивает концепции 
метода разумных целей (МРЦ), предложенного 
в [1] для задач без неопределенности. В исход-
ном МРЦ используется диалоговая визуализа-
ция границы Парето выпуклой оболочки  
критериальных точек, порождаемых рассмат-
риваемыми альтернативами. Диалоговая визуа-
лизация границы Парето обеспечивается за счет 
предварительной аппроксимации оболочки 
Эджворта-Парето выпуклой оболочки критери-
альных точек, т.е. максимального по включе-
нию множества, имеющего ту же границу Па-
рето, что и выпуклая оболочка критериальных 
точек. Такая визуализация позволяет лицу, 

принимающему решение (ЛПР) осознать свои 
предпочтения и выразить их в виде целевой 
точки – предпочтительного критериального 
вектора, принадлежащего границе Парето вы-
пуклой оболочки. В связи с тем, что указанная 
ЛПР цель принадлежит выпуклой оболочке 
достижимых критериальных точек, она имену-
ется разумной. Поскольку разумная цель, как 
правило, не соответствует ни одной альтерна-
тиве, она используется для отбора малого числа 
альтернатив. Это делается на основе модели 
сожалений ЛПР об отклонении значений кри-
териев от их целевых значений.  

МРЦ был успешно применен для поддержки 
принятия решений в практических задачах эко-
логического и экономического характера [2-7], 
в том числе и с использованием сети интернет 
[7, 8]. Представляет интерес вопрос о перенесе-
нии МРЦ на случай неточной информации, ко-
торый часто встречается при наличии эмпири-
ческих источников (например, когда значения 
критериев отбора являются результатами на-
блюдений, сбора статистики или эксперимента, 
в том числе и вычислительного). Часто неточ-
ность в значениях критериев может быть задана 
на основе указания областей их неопределенно-
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сти. В [9-11] предложен метод поддержки при-
нятия решений, являющийся модификацией 
МРЦ на случай, когда неточность значений 
критериев задается относительно малыми ин-
тервалами их возможных значений. Тогда каж-
дой альтернативе ставится в соответствие уже 
не точка критериального пространства, а па-
раллелепипед неопределенности, являющийся 
прямым произведением интервалов неопреде-
ленности значений критериев. При выборе ре-
шения в [9-11] используется принцип гаранти-
рованного результата, из-за чего число 
отбираемых альтернатив резко увеличивается 
по сравнению с детерминированным случаем. 

В данной работе предлагается и обосновы-
вается модификация МРЦ для постановки, в 
рамках которой информация о параллелепипе-
дах неопределенности, соответствующих рас-
сматриваемым альтернативам, дополняется ин-
формацией о плотности вероятностей значений 
критериев для точек этих параллелепипедов. 
Точнее говоря, предполагается, что каждой 
альтернативе соответствует некоторый случай-
ный критериальный вектор, компоненты кото-
рого являются независимыми случайными ве-
личинами с известным распределением, 
принимающими значение в интервалах неопре-
деленности. В данной работе предлагается но-
вое понятие доминирования случайных вели-
чин, отличающееся от известных [12] и удобное 
для применения в рамках МРЦ. Использование 
стохастического доминирования позволяет рез-
ко снизить число отбираемых альтернатив, по-
высив тем самым эффективность использова-
ния МРЦ. 

Статья имеет следующую структуру. Раз-
дел 1 содержит математическую постановку за-
дачи, и дается описание метода разумных целей 
для стохастических критериев. В разделе 2 вво-
дится понятие доминирования по Парето-
Слейтеру для случайных векторов. В разделах 3 
и 4 и дается обоснование предлагаемого спосо-
ба отбора альтернатив.  

1. Метод разумных целей  
для стохастической задачи выбора 
В статье рассматривается задача выбора из 

конечного числа, а именно N альтернатив, со-
вокупность которых обозначим через 

},...,,{ 21 NxxxX = . Предполагается, что каж-

дой из альтернатив сопоставлено m независи-
мых скалярных случайных величин 

mξξξ ,...,, 21 , значения которых являются кри-
териями выбора решения. Предполагается, что 
каждая из случайных величин принимает зна-
чения на известном непустом компактном ин-
тервале неопределенности. Тогда альтернативе 

Xxk ∈  соответствует заданный m-мерный 
случайный критериальный вектор 

),...,,( 21
k
m

kkk ξξξξ =  со значениями в задан-

ном параллелепипеде неопределенности про-
странства критериев mR , который обозначим 
через ]~,ˆ[...]~,ˆ[]~,ˆ[ 2211

k
m

k
m

kkkkk yyyyyyY ×××= . 

Обозначим также ∪
N

k

kYY
1=

= . Предполагается, 

что представляет интерес увеличение значения 
каждого из критериев при неизменных значе-
ниях других критериев.  

Задача исследования формулируется сле-
дующим образом: разработать метод, позво-
ляющий некоторым способом, достаточно про-
стым для ЛПР, отобрать из исходной 
совокупности небольшое число альтернатив и 
предоставить их ЛПР для окончательного вы-
бора. При этом окончательный выбор может 
осуществляться либо с применением одного из 
многокритериальных методов, предназначен-
ных для поддержки выбора из малого числа 
альтернатив, либо прямо из короткого списка. 
Последний вопрос находится за пределами 
данной статьи (см., например, [13]). 

В связи со сказанным приобретает большое 
значение обоснование понятия решения задачи 
выделения малого числа альтернатив в сформу-
лированной задаче многокритериального  
стохастического выбора. Этому вопросу уделе-
но существенное место в данной статье. Отме-
тим, что понятие решения строится в данной 
статье по аналогии с исходным МРЦ для задач 
без неопределенности [1, 5], в котором к-ой 
альтернативе соответствует точка mk Ry ∈ ,  
т.е. множество Y  совокупность представляет 
собой совокупность критериальных точек 

},...,,{ 21 NyyyY = . В исходном методе ЛПР 
анализирует границу Парето выпуклой оболоч-
ки множества Y , которая обозначается через 

CY . Поскольку рассматривается задача макси-
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мизации критериев, то граница Парето  
множества CY  определяется как 

}''|{)( CPCC YyyyYyYP ∉⇒∈= ; , т.е. яв-
ляется максимальным множеством (на CY ) би-
нарного отношения доминирования по Парето, 
обозначаемого для критериальных точек y  и 

'y  через yy P;'  и означающего, что 
miyy ii ,1,' =∀≥ , и yy ≠' . С помощью про-

граммного обеспечения Диалоговых карт ре-
шений (ДКР) [5, 14, 15], позволяющего визуа-
лизировать границу Парето для числа 
критериев до 7-8, ЛПР изучает границу Парето 
множества CY  и указывает цель – наиболее 
предпочтительную точку )(* CYPy ∈ , В связи 
с тем, что обычно такая цель не совпадает ни с 
одной из точек множества Y , для нее исполь-
зуется термин «разумная цель», предложенный 
в [16] и позволяющий противопоставить ее дос-
тижимой цели [14], для которой найдется аль-
тернатива, ее реализующая. В качестве реше-
ния в исходном МРЦ берется подмножество 
X , содержащее малое число альтернатив, эф-
фективных по Парето (или Слейтеру) и близких 
к цели *y  в каком-то смысле.  

В связи с тем, что сожаления ЛПР относи-
тельно отклонений векторов ky  от цели *y  не 
известны (авторы вслед за [13] считают, что 
процедуры выявления предпочтений типа по-
строения функции полезности слишком слож-
ны для ЛПР при 3>m  и не используют их), в 
[1] предложено использовать модели неизвест-
ных сожалений ЛПР. Можно предложить много 
различных вариантов эвристических моделей и 
соответствующих способов выделения альтер-
натив на основе целевой точки. В работе [1] 
предлагается альтернативный аксиоматический 
подход к выбору решения задачи отбора. А 
именно, в [1] формулируется аксиома о том, 
что функция сожалений ЛПР RRU m →⋅ :)(  
принадлежит некоторому классу K . Тогда под 
решением задачи отбора можно понимать под-
множество ),( KXC  альтернатив из X , мини-
мизирующих сожаления в следующем смысле: 
для любой ),(' KXCx ∈  найдется по крайней 
мере одна такая функция KU ∈⋅)(' , что  

XxyUyU ∈∀≤ ),(')'(' ,  

где 'y  соответствует 'x , а y  соответствует x . 
Если класс K  содержит большое или беско-
нечное число функций, то непосредственная 
проверка этого условия для всех KU ∈⋅)(  не-
возможна. Поэтому в [1] предлагается постро-
ить на X  такое транзитивное иррефлексивное 
бинарное отношение Rd, что множество макси-
мальных (согласно Rd) элементов X , обозна-
чаемое через )(XMaxR , удовлетворяет 

),()( KXCXMaxR = . В [1] в качестве класса 
K  предлагается использовать параметрический 
класс функций Чебышева 

},1,0),(max)(|)({ **

miyyyUUK iiii

y
Ch i

=∀>−=⋅= λλ ,

   (1) 
для которого искомым бинарным отношением 
является отношение Rd, определяемое как 
x’ Rd  x’’ },...,1,':   для '''{ * Niyyiyy iiii =≤>⇔ , 
где критериальные точки 'y  и  ''y  соответст-
вуют альтернативам 'x  и ''x . Для построения  

)(XMaxR  в [1] предложена простая эффектив-
ная процедура. 

В [9-11] МРЦ модифицируется и распро-
страняется на задачи, в которых альтернативе 

Xxk ∈  соответствует уже не точка ky , а па-

раллелепипед неопределенности kY , причем 
другая информация о значениях критериев от-
сутствует. Так же, как и в [1], выдвигается ак-
сиома о том, что функция сожалений ЛПР при-
надлежит некоторому  классу K . Под 
решением задачи отбора ),( KXC  понимается 
такое подмножество альтернатив Xx ∈' , что 
для любой ),(' KXCx ∈  найдется по крайней 
мере одна функция KU ∈⋅)(' , для которой  

XxYyyUYyyU ∈∀∈≤∈ ''},'''':)(' {max}'':)'(' {min , 

где 'Y  соответствует 'x , а ''Y  соответствует 
''x . Таким образом, отбираются такие альтер-

нативы, которые могут оказаться не хуже дру-
гих хотя бы при одной функции сожалений для 
хотя бы одной точки параллелепипеда неопре-
деленности. Предлагается указать транзитивное 
и иррефлексивное бинарное отношение Rg   
заданное на X , для которого выполняется 
включение 

)(),( XMaxKXC R⊆ .  (2)  
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В [10, 11] показано, что множество 
)(XMaxR  бинарного отношения R, основанно-

го на гарантированном доминировании одного 
параллелепипеда неопределенности другим, т.е. 

x’’Rg x’ имеем ''''''{ YyиYy ∈∀∈∀⇔  
},...,1,':   для ''' * Niyyiyy iiii =≤> , (3) 

где ]'~,'ˆ[...]'~,'ˆ[]'~,'ˆ[' 2211 mm yyyyyyY ×××=  и 

]''~,''ˆ[...]''~,''ˆ[]''~,''ˆ['' 2211 mm yyyyyyY ×××=  
соответствуют альтернативам 'x  и ''x , совпа-
дает с множеством ),( KXC  для класса K  па-
раметрических функций Чебышева (1). Для би-
нарного отношения (3) показаны его 
транзитивность и иррефлексивность, а также 
предложена простая эффективная процедура 
построения )(XMaxR .  

Целью данного исследования являются моди-
фикация МРЦ и его распространение на задачу 
со стохастическими критериями, сформулиро-
ванную в начале данного раздела. Предлагаемая в 
данной статье модификация МРЦ, предназначен-
ная для решения задачи отбора малого числа аль-
тернатив в задаче со стохастическими критерия-
ми, состоит из следующих шагов.  

Шаг 1. Работа метода начинается с аппрокси-
мации оболочки Эджворта-Парето (ОЭП) выпук-
лой оболочки CY~  множества }~,...,~,~{~ 21 NyyyY = , 
т.е. совокупности наиболее предпочтительных 
точек параллелепипедов неопределенности. Точ-
нее говоря, аппроксимируется множество 

}':~ '|{)~( yyYyRyYH PC
m

C ;∈∃∈= . Аппрокси-

мация )~( CYH  осуществляется с целью визуали-
зации многомерной границы Парето множества 

CY~ , играющего в данной модификации роль, ко-
торую в исходном МРЦ играло множество CY . 

Граница Парето множества CY~  определяется как 
}~''|~{)~( CPCC YyyyYyYP ∉⇒∈= ; . Необходи-

мость аппроксимировать )~( CYH  обусловлена 
тем, что это требуется для использования про-
граммного обеспечения ДКР, позволяющего 
визуализировать границу Парето на основе того 
факта, что )~())~(( CC YPYHP = .  

Для решения задачи аппроксимации )~( CYH  
используются методы полиэдральной аппрок-

симации выпуклых компактных множеств и их 
оболочек Эджворта-Парето [5, 14, 15, 17]. Эти 
методы основаны на комбинации расчета опор-
ной функции и свертывания систем линейных 
неравенств, предложенного Фурье еще в начале 
19 века. Расчет опорной функции множества 

CY~  не представляет сложности, если число 
критериальных точек не слишком велико (не 
превосходит 106). На практике для аппроксима-
ции ОЭП при числе альтернатив до нескольких 
сотен тысяч используется метод Уточнения 
Оценок, предложенный в [18] и описанный [5, 
14, 15, 17]. Отметим, что в этом методе строят-
ся внутренняя и внешняя аппроксимации, что 
позволяет найти аппроксимацию с заданной 
точностью, хотя, возможно, за достаточно про-
должительное время. При значительном боль-
шем числе альтернатив можно использовать и 
другие подходы [19, 20]. 

Шаг 2. Визуализация границы Парето мно-
жества )~( CYH  наборами его двумерных сече-
ний осуществляется в диалоговом режиме с ис-
пользованием ДКР. Математически двумерные 
сечения определяются следующим образом. 
Рассмотрим некоторую пару элементов (част-
ных критериев) критериального вектора y, ска-
жем, u и v. Сечение множества )~( CYH  плоско-
стью, параллельной критериальной плоскости 
(u, v), задается значениями остальных частных 
критериев w. Если множество )~( CYH  уже ап-
проксимировано, построение набора из тысяч 
двукритериальных сечений занимает секунды. 
Практика показала, что для пользователей осо-
бенно удобна визуализация наборов сечений 
специального вида, в которых от сечения к се-
чению меняется только один частный критерий 
из совокупности w. Такие изображения имеют 
название карт решений. Предварительная ап-
проксимация )~( CYH  позволяет с помощью 
ДКР быстро изображать по заказу пользователя 
различные карты решений для трех-восьми 
критериев либо осуществлять компьютерную 
анимацию карт решений и их совокупностей [5, 
14, 15]. В последнем случае аппроксимация 
ОЭП становится источником всевозможных 
виртуальных анимационных фильмов, позво-
ляющих получить информацию о границе Па-
рето в наглядной форме. Пример карты реше-
ний, снабженной прокрутками, которые 
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позволяют оценить влияние значений двух кри-
териев на трехкритериальную границу Парето, 
вручную или на основе анимации, приведен на 
Рис.1.  

Шаг 3. Выбор целевой точки y* на границе 
Парето множества )~( CYH  осуществляется 
ЛПР после завершения диалогового изучения 
границы Парето. Рассмотрев различные карты 
решений, их совокупности и компьютерные 
анимационные фильмы, ЛПР осознает потен-
циальные возможности выбора решения и связь 
между значениями критериев в точках границы 
Парето (так называемые критериальные, или 
эффективные замещения). ЛПР указывает 
предпочтительную точку y* границы Парето 
(разумную цель) непосредственно на экране 
компьютера.  

Шаг 4. Отбор малого числа альтернатив по 
точке y*, являющийся задачей данного шага, 
как и в детерминированном случае, можно ос-
новывать на всевозможных эвристических про-
цедурах. При этом может быть полезно заранее 
исключить такие альтернативы, параллелепи-
педы неопределенности которых гарантиро-
ванно доминируются параллелепипедами неоп-
ределенности других альтернатив. В данной 
работе, как и в [1], используется аксиоматиче-
ский подход, базирующийся на введении поня-
тия решения задачи отбора на основе аксиомы 
о принадлежности функций сожаления 

RRU m →⋅ :)(  к бесконечному классу K . Да-
лее предлагается построить такое транзитивное 
иррефлексивное бинарное отношение R, что 
множество его максимальных (на X ) элемен-
тов содержит решение задачи отбора и реали-
зовать компьютерный алгоритм построения 
множества максимальных элементов. 

В двух следующих разделах дано теоретиче-
ское обоснование аксиоматического подхода к 
шагу 4, а пример его реализации для класса 
функций (1) приведен в заключительном разде-
ле статьи.  

2. Бинарное отношение  
Парето-Слейтера для задач  
стохастического выбора 
Для того, чтобы ввести бинарные отноше-

ния, используемые в рассматриваемой задаче 
стохастического выбора, понадобится рассмот-
реть вероятностное пространство, соответст-
вующее случайному вектору kξ , а именно: 

),,( kkk PF =Ω  
)...,...,...( 212121

k
m

kkk
m

kkk
m

kk PPPFFF ××××××Ω××Ω×Ω= , 

где k
iΩ  – некоторое пространство элементар-

ных исходов, k
iF – σ -алгебра подмножеств 

Рис.1. Пример карты решений для пяти критериев
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пространства k
iΩ , k

iP  – вероятностная мера, 

заданная на k
iF , где Nkmi ,...,1,,...,1 == . То-

гда можно сказать, что альтернативе Xxk ∈  
соответствует случайный вектор измеримых 
борелевских функций: 

))(),...(),(()( 2211
k
m

k
m

kkkkkk ωξωξωξωξ = , 

где k
i

k
i Ω∈ω , Nkmi kk ,...,1   ,   ,,...,1 =Ω∈= ω .  

Аналогичным образом можно одновременно 
рассматривать несколько независимых случай-
ных векторов, для которых строится вероятно-
стное пространство Ω . Далее в статье в записи 
случайной величины как измеримой борелев-
ской функции )(ωξ k

i , где Ω∈ω , будет иметь-

ся в виду )( k
i

k
i ωξ .  

Предположим, что случайные величины – 
компоненты m-мерного критериального векто-
ра kξ  являются абсолютно непрерывными, т.е. 

для каждой случайной величины ,,...,1, mik
i =ξ  

,,...,1, Nk =  существует плотность распределе-
ния – такая заданная на R  интегрируемая 
функция 0)( ≥ypk

i , что 

1)( =∫
∝+

∝−
dyypk

i  и dyyptP
t

k
i

k
i ∫

∝−
=< )(}))(|({ ωξω  

для Rt ∈∀ . 

Отметим, что хотя в рассматриваемой задаче 
плотности распределения случайных величин 
не равны нулю лишь на ограниченных замкну-
тых интервалах, удобно рассматривать беско-
нечную область интегрирования. 

В многокритериальной оптимизации цен-
тральное место занимает понятие доминирова-
ния альтернатив. Наряду с введенным ранее 
понятием доминирования по Парето, далее  
будет использовано доминирование по Слейте-
ру, обозначаемое для критериальных векторов 
y  и 'y  как yy S;'  и подразумевающее, что 

miyy ii ,1,' => . Сразу отметим, что на основе 
доминирования критериальных точек по Паре-
то и Слейтеру очевидным образом вводится 
доминирование соответствующих им альтерна-
тив, что дает возможность ввести понятие под-

множества эффективных (недоминируемых) по 
Парето или Слейтеру альтернатив множества 
X . Определим понятие доминирования для 
стохастических критериев рассматриваемого 
нами типа. Начнем с доминирования скалярных 
случайных величин. Для рассматриваемой за-
дачи удобным является подход, основанный на 
задании некоторого числа )21,0[∈α , которое в 
дальнейшем будем называть уровнем ошибки.  

Определение 2.1. Пусть случайные величи-
ны 1ξ  и 2ξ  независимы. Будем говорить, что 

1ξ  предпочтительнее 2ξ  и писать 21 ξξ ; , если 

αωξωξωξξ −≥>Ω×Ω∈=> 1)})()(:({)( 212121 PP , 
(4) 

где, в силу введенных обозначений, 
)()(),()( 222111 ωξωξωξωξ ==  для ),( 21 ωωω = . 

Смысл уровня ошибки состоит в том, что он 
дает оценку вероятности ошибки основанного 
на 21 ξξ ;  утверждения о том, что реализовав-
шаяся величина 1ξ  будет больше величины 2ξ . 
В силу определения бинарное отношение (4) 
является иррефлексивным. В силу 21<α  оно 
асимметрично. В то же время, есть примеры, 
показывающие, что оно, вообще говоря, не яв-
ляется транзитивным. Так, рассмотрим три не-
зависимые случайные величины 321 ,, ξξξ , ко-
торые с вероятностями 1/6 принимают 
значения {18,10,9,8,7,5}, {17,16,15,4,3,2} и 
{14,13,12,11,1} соответственно. Можно прове-
рить, что 

21127)()()( 133221 >=>=>=> ξξξξξξ PPP , 

т.е. транзитивность бинарного отношения (4) 
нарушается при 125=α . Поэтому для того 
чтобы ввести для случайных векторов бинар-
ные отношения, аналогичные доминированию 
критериальных векторов по Парето и по Слей-
теру, которые являются иррефлексивными и 
транзитивными, основное внимание необходи-
мо уделить вопросу о транзитивности.  

Пусть теперь 'ξ  и ''ξ  – некоторые m-
мерные случайные векторы с независимыми 
компонентами.  

Определение 2.2. Будем говорить, что слу-
чайные векторы 'ξ  и ''ξ  находятся в бинарном 
отношении P, если 

αωξωξω −≥Ω×Ω∈ 1)})('')('|'''({ PP ; ,
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где )21,0[∈α  и для ''')'','( Ω×Ω∈= ωωω  
имеется в виду, что 

)''('')(''  ),'(')(' ωξωξωξωξ == . 
Определение 2.3. Будем говорить, что слу-

чайные векторы 'ξ  и ''ξ  находятся в бинарном 
отношении S, если для некоторого )21,0[∈α  
имеем 

αωξωξω −≥Ω×Ω∈ 1)})('')('|'''({ SP ;  (6) 

Приведенный выше пример для скалярных 
случайных величин показывает, что введенные 
таким образом бинарные отношения P и S в 
общем случае не являются транзитивными. 
Приведем без доказательства утверждение о 
достаточных условиях их транзитивности. 

Теорема 2.1. Бинарные отношения P и S для 
совокупности случайных векторов 

,,...,1, Nkk =ξ  с абсолютно непрерывными не-
зависимыми компонентами, задаваемыми ин-
тегрируемыми плотностями вероятностей 

,,...,1,,...,1),( Nkmiypk
i ==  являются транзи-

тивными, если для любого набора из трех аль-
тернатив с номерами },...,1{}''','','{ Nkkk ∈  
для всех mi ,...,1= , выполняются условия 

0)()()( '''''' ≥∫ ∫ ∫
∝+

∝−

∝+

∝−
dxdydzzpypxp

x

y

k
i

k
i

k
i  

и 0)()()( '''''' ≥∫ ∫ ∫
∝+

∝−

∝+

∝−
dxdydzzpypxp

y

z

k
i

k
i

k
i  

(7)

Из этой теоремы можно, например, полу-
чить, что бинарные отношения P и S являются 
транзитивными в том случае, когда функции 
плотности вероятностей центрально симмет-
ричны относительно точки математического 
ожидания и для различных случайных векторов 
могут быть получены сдвигом. В дальнейшем в 
данной статье, не предполагая выполнения ус-
ловий Теоремы 2.1, будем считать, что выпол-
няется следующее предположение. 

Предположение 2.1. Для рассматриваемых 
нами совокупностей случайных векторов транзи-
тивность бинарных отношений P и S имеет место. 

Иррефлекесивность бинарных отношений P 
и S следует из определения. Тогда при сделан-
ном предположении 2.1 бинарные отношения P 

и S являются бинарными отношениями строго-
го порядка (доминирования).  

 Обратим также внимание на то, что для аб-
солютно непрерывных случайных векторов 
имеет место совпадение бинарных отношений P 
и S, поэтому для случайных векторов, задавае-
мых интегрируемыми плотностями вероятно-
стей, транзитивные бинарные отношения P и S 
превращаются в бинарное отношение строгого 
порядка, которое будем называть доминирова-
нием по Парето-Слейтеру для случайных абсо-
лютно непрерывных векторов и обозначать 

''' ξξ ; .  
По аналогии с детерминированным случаем, 

бинарное отношение доминирования по Паре-
то-Слейтеру можно ввести на множестве аль-
тернатив X , а именно: '''''' ξξ ;; ⇔xx , где 
альтернативе 'x  соответствует случайный век-
тор 'ξ , альтернативе ''x  – вектор ''ξ . Это по-
нятие дает возможность ввести понятие под-
множества эффективных (недоминируемых) по 
Парето-Слейтеру альтернатив множества X . 

3. Обоснование процедуры выбора  
в стохастическом случае 
Прежде всего, введем понятие решения за-

дачи отбора из },...,,{ 21 NxxxX =  малого чис-
ла альтернатив при стохастических критериях 

mξξξ ,...,, 21 , принимающих для альтернативы 

Xxk ∈  значения на параллелепипеде 
]~,ˆ[...]~,ˆ[]~,ˆ[ 2211

k
m

k
m

kkkkk yyyyyyY ×××= . При 
этом будем по-прежнему предполагать, что все 
случайные величины независимы, задаются ин-
тегрируемыми плотностями вероятностей и 
выполняется Предположение 2.1. Таким обра-
зом, корректно понятие доминирования по Па-
рето-Слейтеру. 

Пусть выполняется следующее основное 
предположение. 

Аксиома. Функция сожаления ЛПР принад-
лежит некоторому бесконечному классу K  
функций сожаления RRU m →⋅ :)( , убываю-
щих по Слейтеру (т.е. из ba S;  следует 

)()( bUaU < ), причем их минимум на множе-
стве *}{yY ∪  достигается в точке *y . 
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Определение 3.1. Под решением 
),,( αKXC  рассматриваемой задачи отбора, 

порождаемым классом K  и числом )21,0[∈α , 
будем понимать совокупность таких альтерна-
тив Xx ∈' , что для любой ),,(' αKXCx ∈  
найдется по крайней мере одна функция 

KU ∈⋅)(' , удовлетворяющая 

XxUUP ∈∀>≤ ,))(')'('( αξξ ,  

где случайный вектор 'ξ  соответствует 'x , а 
случайный вектор ξ  соответствует x .  

Итак, отбираются только такие альтернати-
вы, для которых хотя бы при одной функции 
сожалений достаточно велика вероятность, что 
такая альтернатива не хуже всех других аль-
тернатив. 

Рассмотрим теперь вопрос о бинарном от-
ношении, максимальное множество которого 
можно использовать для выявления альтерна-
тив, принадлежащих ),,( αKXC . 

Определение 3.2. Иррефлексивное бинарное 
отношение R, заданное на X , назовем соответ-
ствующим тройке ),,( αKX , если  

'x  R x KUUUP ∈⋅∀−≥≤⇔ )(,1))()'(( αξξ ,
    (8) 

где случайный вектор 'ξ  соответствует 'x , 
случайный вектор ξ  соответствует x . 

Предположение 3.1. Бинарное отношение 
(8) транзитивно. 

Из Предположения 3.1 следует, что кор-
ректно понятие множества максимальных эле-
ментов по бинарному отношению R,  которое 
далее обозначается )(XMaxR . 

Теорема 3.1. Если выполняется Предполо-
жение 3.1, а бинарное отношение R соответст-
вует тройке ),,( αKX , то 

)(),,( XMaxKXC R⊆α . 
Доказательство. Пусть ),,(* αKXCx ∈ , 

т.е. найдется такая функция KU ∈⋅)(' , что 
XxUUP ∈∀>≤ ,))('*)('( αξξ , где *ξ  соот-

ветствует *x , ξ  соответствует x .  
Предположим, что )(* XMaxx R∉ . Тогда 

найдется такой Xx ∈' , что x’R x*. Отсюда в 
силу соответствия R тройке ),,( αKX  имеем 

KUUUP ∈⋅∀−≥≤ )(,1*))()'(( αξξ , 
где 'ξ  соответствует 'x . Отсюда следует, что 
для любой функции KU ∈⋅)(  имеем, что 

αξξ ≤≤ ))'(*)(( UUP .  
Отсюда ),,( αKXCx ∉ , т.е. получено проти-
воречие. Теорема доказана. 
 

Теорема показывает, что и в случае стохас-
тического выбора выполняется вложение мно-
жеств, ранее доказанное в [10] для случая  
отсутствия информации о распределении кри-
териев. На случай стохастического выбора пе-
реносится и другой результат, доказанный в 
[10] для задачи без информации о распределе-
нии критериев – оценка )(XMaxR  сверху. 

Теорема 3.2. Если выполняется Предполо-
жение 3.1, а бинарное отношение R соответст-
вует тройке ),,( αKX , то имеет место включе-
ние )()( XMaxXMax PSR ⊆ , где )(XMaxPS  – 
множество элементов множества X, максималь-
ных по отношению Парето-Слейтера. 

Доказательство. Пусть xx ;' . Следова-
тельно αωξωξω −≥ 1)})()(':({ SP ; . 

Рассмотрим )()(': ωξωξω S; . Для любой 
функции KU ∈⋅)(  согласно аксиоме при 

)()(' ωξωξ S;  выполняется ))(())('( ωξωξ UU < . 
Отсюда следует, что 

PUUP ≥< ))})(())('(:({ ωξωξω  
KUP S ∈⋅∀−≥≥ )(,1)})()(':({ αωξωξω ; . 

Следовательно, x’R x, т.е. бинарное отношение R 
включает бинарное отношение Парето-Слейтера. 
Отсюда следует утверждение теоремы. 

На основе доказанных теорем можно сфор-
мулировать процедуру Шага 4. 

Шаг 4. ЛПР формулирует аксиому о том, что 
функция сожалений ЛПР RRU m →⋅ :)(  принад-
лежит некоторому бесконечному классу K , 
удовлетворяющему требованиям, сформулиро-
ванным в аксиоме, и назначает число )21,0[∈α . 
Исследователь строит такое транзитивное ирреф-
лексивное бинарное отношение R, что множество 
максимальных (согласно R) альтернатив X , 
удовлетворяет ),,()( αKXCXMaxR ⊆ , разраба-
тывает алгоритм нахождения )(XMaxR  и при-
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меняет его. Найденное множество 
)(XMaxR  передается ЛПР для выбора 

окончательного решения. 
Шаг 4 можно уточнить для случая 

класса функций сожаления (1). 

4. Процедура отбора для класса  
параметрических функций  
Чебышева 
Как и в работах [1, 9-11], рассмотрим 

в качестве удобного на практике класса 
функций сожаления бесконечный класс 

*y
ChK  параметрических функций Чебы-

шева (1). В [1] показано, что класс *y
ChK  

удовлетворяет требованиям, предъявляемым в 
аксиоме к классам функций сожаления K .  

Определим на X бинарное отношение 0R  
следующим образом: 

ωξωξω >⇔    при )()('|({' 0 PxRx ii  

αωξ −≥=< 1}),...,1,)(': * Niyi ii , (9) 

где 'ξ  соответствует 'x , ξ  соответствует x . 
Приведем без доказательства лемму о доста-

точных условиях транзитивности бинарного 
отношения R0. 

Лемма 4.1. Если выполняются условия (7), 
то бинарное отношение R0 транзитивно. 

Справедливо следующее утверждение, кото-
рое приведем без доказательства. 

Теорема 4.1. Если y* принадлежит границе 
Парето множества CY~ , то бинарное отношение 

R0 соответствует тройке ),,( * αy
ChKX . 

Теорема и лемма показывают, что класс па-
раметрических функций Чебышева (1) можно 
использовать для оценки сожалений ЛПР и в 
стохастическом случае, причем, согласно Тео-
ремам 3.1 и 3.2, имеет место вложение  

)()(),,(
0

* XMaxXMaxKXC PSR
y

Ch ⊆⊆α . 

Этот результат и свойства класса (1) позволяют 
предложить более эффективную процедуру 
реализации Шага 4.  

Сравнивая бинарное отношение Rg, опреде-
ленное согласно (3), и бинарное отношение R0, 
определенное согласно (9) можно заметить,  

что Rg, 0R⊆ . Отсюда следует, что 
)()(

0
XMaxXMax RR ⊆ , причем это верно для 

любого значения α  в определении R0 и для 
любых распределений критериев. Поэтому по-
лезно перед выделением множества )(

0
XMaxR  

выделить множество )(XMax gR , получаемое 
на основе гарантированного доминирования.  

Для этого применяется процедура, предло-
женная в [10, 11] для задач без информации о 
распределениях. Сначала параллелепипеды kY  
проецируются на конус )(* mRy +−+  (Рис.2). 
Далее отбор альтернатив основан на примене-
нии доминирования по Парето для параллеле-
пипедов к полученным проекциям, т.е. выделя-
ется подмножество, максимальное по 
бинарному отношению:  

1Y P 2Y  221121 ,, YyYyyy P ∈∀∈∀⇔ ; . 

Наибольшую пользу, однако, такое разбие-
ние приносит с точки зрения увеличения гибко-
сти процедуры. Если множество )(

0
XMaxR  

окажется слишком велико, ЛПР может предло-
жить увеличить )21,0[∈α  с целью уменьше-
ния числа альтернатив в )(

0
XMaxR . В этом 

случае множество )(XMax gR , рассчитанное 
ранее и не зависящее от α , можно использо-
вать при пересчете )(

0
XMaxR . Более того, 

множество )(XMax gR  можно использовать, 
даже если ЛПР пожелает изменить функции 
распределения случайных величин. 

Рис.2. Проекции параллелепипедов на конус доминирования
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