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Модель классификации на основе неполной  
информации о признаках в виде их средних значений 

 

Аннотация. Предлагается модель классификации при неполной информации в форме математических ожиданий  
признаков, основанная на минимаксной (миниминной) стратегии принятия решений. Дискриминантная функция вычис-
ляется максимизацией (минимизацией) функционала риска, как меры ошибочной классификации, по множеству рас-
пределений вероятностей с границами, которые определяются информацией о признаках, и минимизацией по множе-
ству параметров. Алгоритм сводится к решению параметрической задачи линейного программирования. 
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Введение 
Бинарная или двоичная классификация яв-

ляется одной из частных задач статистического 
машинного обучения, которая может рассмат-
риваться как задача разделения некоторых объ-
ектов на два класса в соответствии с их свойст-
вами или признаками [2]. Основной целью 
статистического обучения является прогнози-
рование ненаблюдаемых выходных значений y 
на основе наблюдаемых входных векторов x . 
Для этого необходимо оценить некоторую 
функцию f , исходя из обучающей выборки, 
которая представляет собой множество пар 
( , )yx . Поэтому, задача бинарной классифика-
ции сводится к тому, чтобы отнести каждый 
образец или пример x  к одному из двух клас-
сов при помощи дискриминантной функции f .  

За последние десятилетия было предложено 
огромное число методов для решения задачи 
классификации [1-4, 6, 11-13, 15, 16, 18]. Инте-
ресный обзор десяти наиболее распространен-
ных методов машинного обучения был сделан в 
работе [26]. Обзор и детальный анализ методов 
кластеризации, которые можно рассматривать  
в качестве одного из вариантов классификации, 
был предложен в работе [13]. Важность не 
только создания методов классификации, но  

и разработки эффективных алгоритмов, реали-
зующих их, нашла также отражение в литера-
туре, где представлены алгоритмы и програм-
мы классификации [19]. 

Несмотря на то, что предлагаемые в литера-
туре методы охватывают самые различные си-
туации классификации, многие из них предпо-
лагают наличие большой обучающей выборки, 
состоящей при этом из точных данных, или на-
личие известного типа функции распределения 
вероятностей признаков, т.е. основаны на дос-
таточно жестких предположениях. В связи с 
этим, значительным образом затрудняется ис-
пользование известных методов классификации 
в различных прикладных областях. Предлагае-
мые робастные методы классификации [9,14] 
также используют дополнительную информа-
цию, которая не всегда может быть получена.  

Одной из наиболее часто встречающихся си-
туаций является та, когда нам необходимо клас-
сифицировать объекты при наличии малого ко-
личества информации об их признаках. Иными 
словами мы можем вообще не наблюдать объ-
екты, но должны их классифицировать на осно-
ве только той информации, которая имеется в 
распоряжении. Предположим, что производит-
ся древесностружечная плита (качество или 
прочность которой зависит от некоторого на-
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бора параметров, например, от плотности, веса, 
типа наружного слоя, водостойкости и т.д.). 
Если параметры не измерялись или не наблю-
дались перед классификацией, то достаточно 
сложно забраковать новые плиты или класси-
фицировать их на два класса: брак и качествен-
ные, так как у нас нет обучающей выборки с 
измеренными параметрами. Однако, если мы 
знаем, например, какое количество древесных 
частиц и связующего вещества использовалось 
при производстве N  плит, то можно оценить 
средний вес одной плиты. В данной ситуации 
очень важной частью информации, которая 
может быть использована, являются оценки 
экспертов. Они могут предоставить информа-
цию или свои суждения о некоторых усреднен-
ных значениях признаков для каждого класса 
объектов, Для экспертов это не сложно, так как 
такая информация является наиболее понятной 
и простой. В то же время, для эксперта намного 
труднее дать оценки, например, дисперсии или 
других статистических характеристик.  

В связи с этим, мы ограничимся рассмотре-
нием только информации о среднем и попыта-
емся, на ее основе, решить задачу двоичной 
классификации. Если множество значений при-
знака не имеет конечных границ, то можно до-
казать, что только средние значения не позво-
ляют построить модель классификации. 
Поэтому, дополнительным предположением, 
которое необходимо добавить для получения 
нетривиальных оценок, является задание гра-
ниц возможных значений каждого признака. 
Данное предположение выполняется в боль-
шинстве случаев, особенно в ситуациях, когда 
значения признаков приводятся в соответствие 
с конечной шкалой. 

В работе рассматривается решение задачи 
классификации при условиях, что известны ма-
тематические ожидания или средние значения 
каждого признака, а также то, что значения 
признаков находятся в интервале с конечными 
границами. При этом, несмотря на существен-
ный недостаток исходной информации, она 
может быть успешно использована для по-
строения модели классификации. 

Основная идея построения новых моделей, 
учитывающих недостаток исходной информа-
ции, состоит в том, что средние значения и ин-
тервалы возможных значений признаков обра-
зуют множество распределений вероятностей, 
ограниченное некоторыми нижней и верхней 

функциями распределения вероятностей (ФРВ). 
При этом границы множества ФРВ зависят от 
неизвестных параметров дискриминантной 
функции, которая в конечном итоге должна 
быть найдена для решения задачи классифика-
ции [20, 22]. Следует отметить, что рассматри-
ваемое множество распределений не является 
параметрическим множеством, т.е. множеством 
распределений вероятностей одного типа. Это 
множество всех возможных распределений, ог-
раниченных нижней и верхней границами, что 
является важной особенностью предлагаемого в 
работе подхода. Два распределения вероятно-
стей выбираются из всего множества распреде-
лений. Они максимизируют и минимизируют 
функционал риска, являющегося показателем 
ошибки классификации. Другими словами, из-
вестная минимаксная стратегия принятия ре-
шений используется для решения классифика-
ционной задачи. Эта стратегия предполагает 
страховку против наихудшего случая [17]. Дру-
гая стратегия – миниминная или оптимистиче-
ская, также рассмотрена в работе.  

Вторая идея, лежащая в основе предлагае-
мых моделей, использует тот факт, что при на-
личии информации о средних значениях при-
знаков и предположении, что дискриминантная 
функция линейна, можно просто выразить 
среднее значение функции f  и ее границ через 
параметры классификации α . Поэтому, идея 
заключается в том, что множество распределе-
ний вероятностей строится не для каждого при-
знака ( )ix , а для функции f . В результате это-
го границы ФРВ и границы значений функции 
f  становятся функциями параметров класси-
фикации. 

Параметры классификации α  (коэффициен-
ты дискриминантной функции), в итоге, вычис-
ляются путем минимизации верхней границы 
функционала риска. Это достигается путем ре-
шения задачи линейного программирования.  

Предлагаемый метод является развитием ре-
зультатов, представленных в работе [23]. 

1. Стандартная задача классификации 
Задача двоичной классификации сводится к 

оценке области значений независимой пере-
менной x , при которой каждый класс наблю-
дается с наибольшей частотой. Имеется множе-
ство значений независимой переменной или 
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вектора переменных x , каждому из которых 
можно поставить в соответствие одно из двух 
значений зависимой переменной y , опреде-
ляющей различные классы объектов, например 

1y = −  и 1y = . В некоторых случаях исполь-
зуют значения 0y =  и 1y = . Предположим, 
что имеются эмпирические данные 

1 1 2 2( , ),( , ),...,( , ) { 1, 1}.n
n ny y y ∈ × − +x x x R  

Здесь 1 2, ,..., nx x x  – некоторое непустое 
множество образцов, примеров, входных пере-
менных; 1,..., ny y  – значения классов. Разобьем 
обучающее множество данных на два подмно-
жества. Первое подмножество, обозначаемое 

1−Ψ , соответствует точкам с 1y = − , т.е.  

1 {( , ) : 1, 1,..., }.i i iy y i n−Ψ = = − =x  

Второе подмножество 1+Ψ  соответствует 
точкам с 1y = , т.е. 

1 {( , ) : 1, 1,..., }.i i iy y i n+Ψ = = + =x  

В дальнейшем будем предполагать, что под-
множество yΨ  содержит yn  элементов. При 
этом выполняется условие 1 1n n n− + = . 

Задача классификации обычно характеризу-
ется неизвестной ФРВ 0 ( , )F yx  или функцией 
плотности вероятности (ФПВ) 0 ( , )p yx , опре-
деленной на множестве { 1, 1}n × − +R . 

Для решения задачи классификации необхо-
димо определить решающую функцию ( )g x , 
которая наиболее точным образом прогнозиру-
ет значения классов y  для любого образца x , 
который может принадлежать, а может и не 
принадлежать обучающей выборке. 

Один из возможных подходов для решения 
этой задачи основан на использовании дискри-
минантной функции ( )f x , знак которой  
определяет соответствующий класс: 

( ) ( ( , ))g f α=x xsgn . Дискриминантная функ-
ция ( )f x , в свою очередь, зависит от парамет-
ров 0 1( , ,..., )mα α α α= , α ∈Λ , которые опреде-
ляются на основе обучающей выборки 
посредством некоторого алгоритма обучения. 
Поэтому в дальнейшем, функция f  будет за-
писываться с параметрами, т.е. ( , )f αx . Кроме 

того, будем предполагать, что дискриминант-
ная функция является линейной, т.е.  

0
1

( , ) , .
m

i i i
i

f x xα α α
=

= + ∈∑x x  

Для сокращения записи, будем иногда ис-
пользовать, также стандартное обозначение для 
поточечного произведения 0( , )f α α α= +x x . 
Элемент с номером i  вектора kx  будет обозна-
чаться ( )k

ix . 
Таким образом, задача классификации во 

многих случаях сводится к задаче определения 
параметров α  дискриминантной функции. Од-
ним из наиболее распространенных способов 
решения этой задачи является минимизация 
функционала риска [2]: 

0{ 1,1}
( ) { ( ) } ( , ) .

n
R g y F y yα

× −
= ≠∫ 1 x x

R
d d  

Здесь функция потерь ( , ) { ( ) }L y g y= ≠x 1 x  
принимает значение 1, если знак дискрими-
нантной функции (соответствующего прогно-
зируемого класса) не совпадает с классом y . 
Как следует из определения функционала  
риска, он является мерой ошибки классифика-
ции. Минимизация функционала риска осуще-
ствляется по классу функций ( , )f αx , α ∈Λ  
или просто по множеству параметров α  при 
заданном виде дискриминантной функции. 
Другими словами, функция opt( , )f αx  обеспе-
чивает минимум функционала ( )R α , т.е. 

opt( ) min ( )R Rαα α= . 

2. Задача классификации  
при множестве функций распреде-
ления вероятностей 
Следует отметить, что функция потерь зави-

сит от дискриминантной функции f . Заменяя 
ФРВ 0 ( , )F yx  вектора случайных величин x  
функцией ( , )F f y  случайной величины f , пе-
репишем функционал риска в следующем виде:  

{ 1,1}
( ) { ( ) } ( , ) .R f y F f y yα

× −
= ≠∫ 1

R
sgn d d  

Представим совместную ФРВ ( , )F f y  в виде 
( , ) ( | ) ( )F f y F f y P y= ⋅ . Здесь ( )P y  является 

априорной вероятностью того, что случайно  
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выбранный образец x  принадлежит классу y . 
Тогда функционал риска можно записать с уче-
том двух значений величины y   

1 1( ) ( 1) ( ) (1) ( ).R P R P Rα α α− += − +  
Здесь  

1( ) { ( ) 1} ( | 1),R g f F fα− = ≠ − −∫ 1
R

d  

1( ) { ( ) 1} ( | 1).R g f F fα+ = ≠∫ 1
R

d  

Можно предположить, что известны некото-
рые границы для множества ( )yF  всех ФРВ 

( | )F f y  с точностью до α . Нижняя граница 
обозначена ( | )F f y  и верхняя граница – 

( | )F f y . При этом точная ФРВ не известна. 
Отсюда можно записать: 

( )y =F  
{ ( | ) | , ( | ) ( | ) ( | )}.F f y f F f y F f y F f y= ∀ ∈ ≤ ≤R  

Другими словами, имеется некоторое ис-
тинное распределение вероятностей 

( | ) ( )F f y y∈F  для каждого { 1, 1}y∈ − + , но 
оно неизвестно, и вся информация о нем за-
ключается в том, что оно принадлежит множе-
ству ( )yF . 

Поскольку вместо одной функции распреде-
ления ( | )F f y  известно только некоторое 
множество распределений, то поиск параметров 
дискриминантной функции зависит от того, ка-
кая функция распределения из множества 

( )yF  будет выбрана. В связи с этим, будут ис-
пользоваться две возможные стратегии выбора 
функции распределения, а значит две стратегии 
для определения параметров дискриминантной 
функции: минимаксная (пессимистическая) и 
миниминная (оптимистическая) стратегии. В 
соответствии с минимаксной стратегией выби-
рается такое распределение вероятностей из 
множества ( 1)−F  и распределение вероятно-
стей из множества ( 1)+F , что показатели риска 

1( )R α−  и 1( )R α+  достигают для каждого фик-
сированного значения α  своего максимального 
значения. Другими словами, нам следует вы-
брать наихудшее распределение, приводящее к 
наибольшему значению функционала риска. 
Минимаксную стратегию можно рассматри-
вать, как некоторую страховку против наихуд-
шей ситуации, так как эта стратегия минимизи-

рует ожидаемые потери в наименее 
благоприятной ситуации [17]. В соответствии с 
миниминной стратегией выбирается такое рас-
пределение вероятностей из множества ( 1)−F  
и распределение вероятностей из множества 

( 1)+F , что показатели риска 1( )R α−  и 1( )R α+  
достигают для каждого фиксированного значе-
ния α  своего минимального значения. 

Отметим, что оптимальные распределения 
вероятностей могут быть различными при раз-
личных значениях параметров α . Отсюда сле-
дует, что соответствующие оптимальные рас-
пределения вероятностей зависят от α . 

Так как множества ( 1)−F  и ( 1)+F  получе-
ны независимо для 1y = −  и 1y =  соответст-
венно, то  

( | ) ( 1) ( 1)
( ) max ( )

F f y
R Rα α

∈ − × +
= =

F R
 

1 1( | 1) ( 1) ( | 1) ( 1)
( 1) max ( ) (1) max ( ).

F f F f
P R P Rα α− +− ∈ − + ∈ +

= − +
F F

 

Минимаксный функционал риска принимает 
вид opt( ) min ( )R R

α
α α= . 

Рассмотрим более подробно задачу оптими-
зации ( | 1) ( 1) 1max ( )F f R α− ∈ − −F  и условие 

{ ( ) 1}g f ≠ −1 . Функция потерь ( , 1)L f −  являет-
ся возрастающей при 0f ≤ . Следовательно, 
верхняя граница функционала риска 1( )R α− , 
т.е. максимум функционала 1( )R α−  на множе-
стве всех распределений из ( 1)−F , достигается 
на распределении вероятностей ( | 1)F f − . От-
сюда можно записать: 

1( ) { ( ) 1} ( | 1) 1 (0 | 1).R g f F f Fα− = ≠ − − = − −∫ 1
R

d  

Аналогичным образом можно рассмотреть 
задачу ( | 1) ( 1) 1max ( )F f R α+ ∈ + +F . Функция потерь 

( , 1)L f +  в этом случае является убывающей. 
Поэтому верхняя граница функционала 1( )R α+  
достигается на распределении вероятностей 

( | 1)F f . Отсюда следует, что  

1( ) { ( ) 1} ( | 1) (0 | 1).R g f F f Fα+ = ≠ =∫ 1
R

d  

Полученные выражения дают возможность 
записать верхнюю границу суммарного функ-
ционала риска ( )R α  в следующем виде:  
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( ) (1) (0 | 1) ( 1) ( 1) (0 | 1).R P F P P Fα = + − − − −  (1) 

Задача оптимизации для вычисления опти-
мальных значений параметров α  дискрими-
нантной функции записывается как  

 opt( ) min (1) (0 | 1) ( 1) ( 1) (0 | 1)R P F P P F
 

         

  max ( 1) (0 | 1) (1) (0 | 1) ( 1) max ( ).P F P F P Q
  

        

Здесь, для упрощения дальнейших расчетов, 
введен функционал качества классификации 

( ) ( )Q Rα α= − . Теперь мы имеем две задачи. 
Первая задача заключается в определении гра-
ничных ФРВ ( 0 | 1)F f y= =  и 

( 0 | 1)F f y= = − . Вторая задача сводится к оп-
ределению вероятностей ( 1)P −  и (1)P . 

Аналогичным образом рассмотрим оптими-
стическую стратегию. Задачу минимизации 
функционала риска представляем в виде суммы 
двух задач минимизации маргинальных функ-
ционалов риска  

( | ) ( 1) ( 1)
( ) min ( )

F f y
R Rα α

∈ − × +
= =

F R
 

1 1( | 1) ( 1) ( | 1) ( 1)
( 1) min ( ) (1) min ( ).

F f F f
P R P Rα α− +− ∈ − + ∈ +

= − +
F F

 

Рассмотрим детально задачу 
1( | 1) ( 1)

min ( )
F f

R α−− ∈ −F
 и условие { ( ) 1}g ≠ −1 x . Так 

как функция потерь ( , 1)L f −  является возрас-
тающей, то нижняя граница функционала 

1( )R α− , т.е. минимум функционала 1( )R α−  на 
множестве всех распределений вероятностей 

( 1)−F  достигается на распределении ( , 1)F f − . 
Отсюда 

1( ) { ( ) 1} ( , 1) 1 (0, 1).R g f F f Fα− = ≠ − − = − −∫ 1
R

d  

Аналогичным образом определим нижнюю 
границу функционала 1( )R α+   

1( ) { ( ) 1} ( ,1) (0,1).R g f F f Fα+ = ≠ =∫ 1
R

d  

Полученные выражения дают возможность 
записать нижнюю границу суммарного функ-
ционала риска ( )R α  в следующем виде:  

( ) ( 1) ( 1) (0 | 1) (1) (0 | 1).R P P F P Fα = − + − − +  

3. Множества распределений,  
построенные на основе среднего 
значения и границ случайных  
величин 
Предположим, что имеется информация о 

границах [ , ]X a b∈  и о среднем значении M  
случайной величины X . Верхняя граница ФРВ 

( )F x  может быть получена с использованием 
принципа продолжения [5,8,25], который в 
данном случае представляется в виде следую-
щей задачи линейного программирования:  

( )
,

( ) min ,
v w

F x v wM= +  

при ограничениях ,v w∈R , 
 { }, [ , ].v wz z x z a b+ ≥ ≤ ∀ ∈1  

Отсюда получаем 

( )
0, ,

( ) min 1, , ,
1, .

b M
b x

x a
F x a x b

x b

−
−

<⎧
⎪= ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

 

Нижняя граница ФРВ ( )F x  может быть  
получена также при помощи принципа про-
должения 

( )
0, ,

( ) max 0, , ,
1, .

x M
x a

x a
F x a x b

x b

−
−

<⎧
⎪= ≤ <⎨
⎪ ≥⎩

 

Нижняя и верхняя границы ФРВ показаны 
на рисунке, где 2M = , 1a = − , 8b = . Резуль-
тирующие границы являются наилучшими в 
том смысле, что при имеющихся исходных 
данных невозможно найти более узкий интер-
вал распределений. 
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4. Функционал риска и множества ФРВ 
Нижняя и верхняя границы дискриминант-

ной функции зависят от параметров α  и от 
граничных значений всех признаков. Поэтому 
наша цель – найти эту зависимость для того, 
чтобы записать функционал риска (1). Прежде 
всего, предположим, что вектор входных пере-
менных 1( ,..., )mx x=x  ограничен, т.е. каждый 
его элемент удовлетворяет условиям  

, 1,..., .kk kx x x k m≤ ≤ =  (2) 

Здесь kx  и kx  – нижняя и верхняя границы 
для k-го элемента вектора x . 

Обозначим yM  средние значения (матема-
тические ожидания) функции f , соответст-
вующие каждому классу y . Первые моменты 

1M −  и 1M  тогда могут быть получены как 

1 0 1 0
1 1

, .
m m

k k k k
k k

M v M wα α α α−
= =

= + = +∑ ∑  

Здесь kv  и kw  – средние значения k-го эле-
мента входного вектора из множеств −Ψ  и +Ψ  
соответственно, т.е.  

( ) ( )

: 1 : 1

1 1, .
i i

i i
k k k k

i y i y

v x w x
n n=− =− +

= =∑ ∑  

Для сокращения записи здесь и ниже пред-
полагается, что 0 1v =  и 0 1w = . Из условия (1) 
следует, что верхняя граница для функционала 
риска равна 

1( ) ( 1) max 0, f MR P
f a

α −⎛ ⎞−
= − − ⋅ +⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

1(1) min 1, ( 1).b MP P
b f

⎛ ⎞−
+ ⋅ − −⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Можно заметить из приведенного выраже-
ния, что слагаемое ( 1)P− −  может быть удалено 
из выражения, так как оно не зависит от пара-
метров α . 

Предположим, что выполняется условие 
1 1a M M b−< < < . Тогда достаточно просто 

увидеть, что верхняя граница функционала 
риска равна: 

1

1 1

1

1

1 1

1

0, ,
(1) ( 1), ,

( ) ( 1) (1) ( 1), ,
( 1) (1) ( 1), ,

0, .

b M
b f

f M b M
f a b f

f M
f a

f a
P P a f M

R P P P M f M
P P P M f b

f b

α −

−

−
−−

− −
−− −

−
−

<⎧
⎪ + − ≤ <⎪⎪= − − + + − ≤ <⎨
⎪ − − + + − ≤ <⎪

≥⎪⎩

 

Случаи 0 a<  и 0 b≥  не рассматриваются, 
так как должно выполняться условие a f b≤ ≤ . 
Поэтому, принимая во внимание необходимое 
условие 0f = , получаем: 

1 1

1 1 1 1

1 1

1 (1) / , 0 ,
( ) 1 ( 1) / (1) / , 0 ,

1 ( 1) / , 0 .

P M b a M
R P M a P M b M M

P M a M b
α

−

− −

−

− ≤ <⎧
⎪= − − − ≤ <⎨
⎪ − − ≤ <⎩

 

Ниже будем использовать функционал ( )Q α  
вместо ( )R α , который необходимо максимизи-
ровать по α . Рассмотрим три случая соотно-
шений между 1M − , 1M , 0 . Каждый случай со-
ответствует своему множеству параметров α . 

Случай 1. 1 10M M− ≤ < . Для того чтобы най-
ти оптимальные значения параметров α , опре-
делим граничные условия, т.е. определим a  и 
b . Заметим, что последнее выражение для 
верхней границы функционала риска оперирует 
границами a  и b  функции f , но не входных 
переменных. Следовательно, нельзя в явном 
виде записать эти границы. В то же время,  
например, нижняя граница, определяется из 
решения задачи линейного программирования 

0
1

min
k

m

k kx
k

a xα α−
=

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

при ограничениях (2). 
Данная задача имеет m  переменных и 2m  

ограничений. Отсюда следует, что m  ограни-
чений являются равенствами, т.е. следует ис-
кать решение задачи на комбинациях точек kx  
и kx . Тогда граница a  удовлетворяет множе-
ству ограничений 

0
1

, { , }.
m

kkk k k
k

a x x x xα α ∗ ∗

=

≤ + ∀ ∈∑  

Другими словами, имеем множество 2m   
таких ограничений, что равенство 

0 1

m
k kk

a xα α ∗
=

= +∑  достигается только на одном 
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из них. Так как граница a  является отрица-
тельной, то для максимизации 1 ( )R α−  необхо-
димо принимать a  как можно меньше. Отсюда 
значение a  должно быть выбрано как можно 
больше, но этот рост ограничивается приведен-
ными выше линейными ограничениями. 

Аналогичным образом определяется граница 
b , которая также неизвестна, но она находится 
из задачи линейного программирования  

0
1

max
k

m

k kx
k

b xα α
=

⎧ ⎫
= +⎨ ⎬

⎩ ⎭
∑  

при ограничениях (2). 
Отсюда граница b  удовлетворяет множест-

ву ограничений  

0
1

, { , }.
m

kkk k k
k

b x x x xα α ∗ ∗

=

≥ + ∀ ∈∑  

Заметим, что граница b  является положи-
тельной. Поэтому для увеличения 1 ( )R α− , 
значение b  необходимо брать как можно 
меньше с учетом приведенных выше линейных 
ограничений. Задача оптимизации для вычис-
ления оптимального вектора параметров α  
принимает вид: 

0 0
1( ) max ( 1) (1)

m m
k kk k k kv wQ P P

a bα

α αα = =⎛ ⎞∑ ∑= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

при ограничениях 

0
1

, { , },
m

kkk k k
k

a x x x xα α ∗ ∗

=

≤ + ∀ ∈∑   

0
1

, { , },
m

kkk k k
k

b x x x xα α ∗ ∗

=

≥ + ∀ ∈∑  

0 0

0, 0.
m m

k k k k
k k

v wα α
= =

≤ ≥∑ ∑  

Здесь два последних неравенства соответст-
вуют условиям 1 0M − ≤  и 1 0M ≥ . 

Введем новые переменные оптимизации 
/k kq aα= , 0,...,k m= , 1( ,..., )mq q q= . Более то-

го, введем такой параметр r , что /r a b= . То-
гда можно переписать задачу оптимизации  

1
0 0

( , ) max ( 1) (1) m
m m

k k k kq
k k

Q q r P q v P r q w
= =

⎛ ⎞
= − + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  

( )
0

max ( 1) (1)
m

k k kq
k

q P v r P w
=

= − +∑  

при ограничениях  

0
1

1 , { , },
m

kkk k k
k

q q x x x x∗ ∗

=

≥ + ∀ ∈∑  

(3) 

0
1

1 , { , },
m

kkk k k
k

rq r q x x x x∗ ∗

=

≥ + ∀ ∈∑  

0 0

0, 0.
m m

k k k k
k k

q v q w
= =

≥ ≤∑ ∑  

Так как r  принимает только отрицательные 
значения ( 0a ≤  и 0b ≥ ), то можно переписать 
ограничения (3) следующим образом:  

0
1

1 1, { , }.
m

kkk k k
k

q q x x x x
r

∗ ∗

=

≤ + ≤ ∀ ∈∑  

Полученная оптимизационная задача явля-
ется задачей параметрического линейного про-
граммирования с параметром 0r ≤ , который 
есть отношение нижней и верхней границ 
функции f . Изменяя параметр r  и решая за-
дачу линейного программирования для каждого 
r , найдем оптимальные параметры 0 ,..., mq q , 
соответствующие наибольшему значению 
функционала 1( , )Q q r  для всех r . Целевую 
функцию можно также записать в виде: 

1 1 1( , ) ( 1) / (1) / .Q q r P M a r P M a−= − + ⋅  
Поскольку 1 / 0M a ≤ , то 1( , )Q q r  возрастает 

с уменьшением параметра r . Следовательно, 
необходимо параметр r  уменьшить или увели-
чить величину 1 / r . Однако, увеличивая 1 / r , 
мы уменьшаем область допустимых решений 
задачи оптимизации. Поэтому существует ком-
промиссная точка r , обеспечивающая макси-
мум целевой функции. 

Заметим, что из полученного оптимального 
решения 0 ,..., mq q  невозможно найти оптималь-
ные значения параметров 0 ,..., mα α , так как зна-
чение границы не может быть найдено. Однако 
нет необходимости искать оптимальный вектор 
α . Действительно, задача классификации явля-
ется решенной, если найдена такая линейная 
функция ( , )f αx , что ее знак определяет при-
надлежность объекта к определенному классу. 
Но в случае дискриминантной функции ее знак 
не изменится, если умножить функцию на не-
которое положительное число. Отсюда следует, 
что все линейные функции ( , )f αx  с парамет-
рами k kq aα = , 0,...,k m= , 0a > , могут  
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рассматриваться в качестве дискриминантных 
функций. Например, если предположить, что 

0 1α = , то 01 /a q= , и можно вычислить каж-
дый параметр 0/k kq qα = . 
Случай 2. 10a M −≤ < . Обозначим соответст-

вующий функционал 2 1( ) (1) /Q P M bα = . Вве-
дем новые переменные оптимизации 

/k kq bα= , 0,...,k m= . Тогда получаем задачу 
линейного программирования 

2 opt
0

( ) (1) max
m

k kq
k

Q q P q w
=

= ⋅ ∑  

при ограничениях  

0
1

1 , { , },
m

kkk k k
k

q q x x x x∗ ∗

=

≥ + ∈∑  
0

0.
m

k k
k

q v
=

≤∑  

Случай 3. 1 0M b≤ < . Обозначим соответст-
вующий функционал 3 1( ) ( 1) /Q q P M a−= − . 
Введем новые переменные оптимизации 

/k kq aα= , 0,...,k m= . Тогда получаем задачу 
линейного программирования  

3 opt
0

( ) ( 1) max
m

k kq
k

Q q P q v
=

= − ⋅ ∑  

при ограничениях  

0
1

1 , { , },
m

kkk k k
k

q q x x x x∗ ∗

=

≥ + ∈∑  
0

0.
m

k k
k

q w
=

≤∑  

Окончательно оптимальный вектор optq  оп-
ределяется из условия 

{ }opt 1 2 3argmax max max ( , ),max ( ),max ( ) .
q r q q

q Q q r Q q Q q=  

Одним из простейших способов оценки ап-
риорных вероятностей ( )P y  при 1,1y = −  явля-
ется непосредственное вычисление с использо-
ванием количества точек в множествах 1−Ψ  и 

1+Ψ , т.е. 

1 1( 1) / , (1) / 1 ( 1).P n n P n n P− +− = = = − −  

5. Оптимистическая стратегия 
Нижнюю границу для функционала риска 

можно записать аналогичным образом 

1( ) ( 1) ( 1) max 0, MR P P
a

α −⎛ ⎞= − − − ⋅ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

1(1) min 1, b MP
b

+−⎞ ⎛ ⎞+ ⋅⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

 

или 
1 1

1 1

1 1

(1) / , 0,
( ) 0, 0 ,

( 1) / , 0 .

P M a a M
R M M

P M b M b
α

+ +

− +

− −

< ≤⎧
⎪= ≤ <⎨
⎪ − < ≤⎩

 

Можно заметить из приведенного выраже-
ния, что нижняя граница функционала риска 
равна 0, когда 1 10M M− +≤ < . Отсюда следует, 
что непустое выпуклое множество параметров 
классификации α , удовлетворяющих этому ус-
ловию, в рамках оптимистической стратегии 
обеспечивает множество решений. Действи-
тельно, условия для средних значений  

0 0

0, 0
m m

k k k k
k k

v wα α
= =

≤ ≥∑ ∑  

имеют непустое множество решений α , т.е. 
можно всегда найти вектор α , удовлетворяю-
щий 1 10M M− +≤ <  для произвольных kv , kw , 

0,...,k m= . Мы не рассматриваем случай, когда 
все средние значения признаков различных 
классов совпадают, т.е. k kv w= , 0,...,k m= . 
Примем 0 0α = . Тогда каждое неравенство об-
разует плоскость, проходящую через начало 
координат (0,...,0) . Отсюда следует, что плос-
кости пересекаются и отрезают сектор с общи-
ми векторами α .  

Так как наименьшее значение функционала 
риска равно 0 и условие 1 10M M− +≤ <  всегда 
выполняется, можно окончательно записать, 
что ( ) 0R α =  при данной исходной информа-
ции. Таким образом, оптимистическая страте-
гия не имеет смысла без дополнительной ин-
формации.  

6. Априорные вероятности классов 
Одним из простейших способов оценки апри-

орных вероятностей ( )P y  при 1,1y = −  является 
непосредственное вычисление с использованием 
количества точек множеств 1−Ψ  и 1+Ψ , т.е. 

1 1( 1) / , (1) / 1 ( 1).P n n P n n P− +− = = = − −  

В частности, если нет вообще никакой  
информации о значениях 1n−  и 1n+ , то априор-
ные вероятности классов могут принимать зна-
чения 1/2. 
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Однако такой путь может привести к некор-
ректным значениям вероятностей, когда объем 
обучающей выборки n  мал. Для принятия бо-
лее осторожного решения предлагается исполь-
зовать обобщенную модель Дирихле [24] или, в 
рассматриваемом частном случае двух классов 
или бинарной классификации, предлагается ис-
пользовать обобщенную модель бета-
распределения. Согласно ей, нижняя и верхняя 
границы вероятности ( )P y  могут быть записа-
ны в следующем виде:  

( ) , ( ) , 1,1.y yn n s
P y P y y

n s n s
+

= = = −
+ +

 

Здесь s  – параметр распределения Дирихле. 
Согласно работе [24], параметр s  целесообраз-
но брать со значением 1 или 2. Данные выра-
жения выводятся из следующих вероятностей:  

1 1(1 )( 1) , (1)s n s nP P
n s n s

γ γ− ++ − +
− = =

+ +
 

путем их минимизации и максимизации по 
всем значениям параметра (0,1)γ ∈ . 

Используя выражения для априорных веро-
ятностей, запишем задачу оптимизации для ми-
нимаксной стратегии (Случай 1) 

opt( )Q α =  

( ) ( )( )1 10 1
max max (0 | 1) (1 ) (0 | 1) ,s n F s n F
α γ

γ γ− +≤ ≤
= + − − − +  

при ограничениях ( , ) 0f α =x . 
Перепишем целевую функцию следующим 

образом: 

( )( ) (0 | 1) (0 | 1)Q s F Fα γ= − + +  

1 1(0 | 1) (0 | 1) (0 | 1).n F n F sF− ++ − − −  

Можно увидеть из приведенного выражения, 
что максимум функционала ( )Q α  по множеству 
значений γ  достигается в точке 1γ =  и равен 

( )( )opt 1 1( ) max (0 | 1) (0 | 1) .Q s n F n F
α

α − += + − −  

В итоге, задача линейного программирова-
ния для вычисления оптимальных параметров 

optα  имеет целевую функцию  

( )( )1 1
0

( , )
m

k k k
k

Q r q s n v rn wα − +
=

= + +∑ . 

Аналогичные выражения можно получить 
для случая 2 и случая 3. 

В предлагаемой модели классификации ис-
пользуется двойная размытость. Первая размы-
тость заключается в замене одного определен-
ного типа распределений вероятностей 
множеством распределений F . Вторая – в ис-
пользовании обобщенной модели Дирихле для 
размытия априорных вероятностей классов. 

7. Числовой пример 
Рассмотрим пример для иллюстрации пред-

лагаемого подхода. Предположим, что необхо-
димо классифицировать дефектные бруски из 
древесины. Имеются три признака, характери-
зующих брак древесины: ширина 1x , длина 2x  
трещины, цвет 3x  древесины. Ширина и длина 
трещины ограничены размерами бруска. В ча-
стности, ширина находится в интервале от 0  до 
0.01 метров ( 1 0x = , 1 0.01x = ), длина находит-
ся в интервале от 0  до 0.5  метров ( 2 0x = , 

2 0.5x = ). Цвет измеряется по шкале целых чи-
сел и находится в пределах от 16  до 64  
( 3 16x = , 3 64x = ). Будем предполагать, что ап-
риорные вероятности классов равны 0.5 . Экс-
перты дали оценки средних значений призна-
ков для бракованной древесины ( 1)y =  и для 
качественной древесины ( 1)y = − :  

1 2 30.002, 0.1, 38,v v v= = =  

1 2 30.005, 0.3, 54.w w w= = =  
Наибольшее значение 0.834  целевой функ-

ции 1( , )Q q r  достигается при 0.7r = −  в точке 

0 1q = , 1 0q = , 2 4.857q = − , 3 0q =  
( opt (1,0, 4.857,0)q = − ). 

Во втором случае, когда 10a M −≤ < , задача 
имеет оптимальное решение 0 19 /13q = − , 

1 0q = , 2 0q = , 3 1 / 26q = . Отсюда 

2 opt( ) 0.615Q q = . 
В третьем случае, когда 1 0M b≤ < , задача 

имеет оптимальное решение 0 1q = , 1 0q = , 

2 10 / 3q = − , 3 0q = . Отсюда 3 opt( ) 0.666Q q = . 
В результате получена дискриминантная 

функция 2( , ) 1 4.857f xα = −x , так как 

1 opt 3 opt 2 opt( ,0.7) ( ) ( )Q q Q q Q q≥ ≥ . Из полученных 
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результатов следует, что второй признак дает 
наибольшее значение функционала риска. Если 
удалить всю информацию, касающуюся при-
знаков 1x  и 3x , то получим ту же самую дис-
криминантную функцию. Это свойство рас-
смотренного алгоритма определяет то, что 
второй признак обеспечивает наибольшую воз-
можную ошибку классификации и затем ищет 
такую дискриминантную функцию, которая 
минимизирует эту ошибку. 

Заключение 
В работе была рассмотрена задача класси-

фикации при наличии исходной информации о 
значениях признаков в форме условных мате-
матических ожиданий признаков. Ее решение 
основано на пессимистической (минимаксной) 
и оптимистической (миниминной) стратегиях 
принятия решений. Однако осторожная страте-
гия, как линейная комбинация пессимистиче-
ской и оптимистической стратегий с некоторым 
заранее определенным коэффициентом осто-
рожности, также может быть изучена предла-
гаемым методом [8].  

Особенностью рассмотренной задачи также 
является использование обобщенной модели 
Дирихле для «размывания» априорных вероят-
ностей классов. Это позволяет учитывать зна-
чительную несбалансированность элементов 
классов в обучающей выборке, когда количест-
во элементов одного класса значительно пре-
восходит количество элементов другого класса.  

Предложенный метод достаточно просто 
обобщается на случай интервальных данных. 
Нижняя и верхняя границы ФРВ соответст-
вующих множеств распределений при интер-
вальных средних значениях признаков полно-
стью определяются границами интервалов. Еще 
одним направлением дальнейших исследований 
может являться разработка комбинированных 
методов классификации, когда некоторые при-
знаки описываются достаточной статистиче-
ской информацией, а часть признаков описыва-
ется их средними значениями. Эти методы 
предполагают применение унифицированного 
представления различных типов исходной ин-
формации и его использование в стандартных 
известных методах классификации. 

В работе были рассмотрены только линей-
ные дискриминантные функции. Однако, заме-

няя признаки их некоторыми функциями, мож-
но решать аналогичным образом и задачи с 
нелинейными дискриминантными функциями. 
Использование спрямляющего отображения из 
пространства признаков в пространство боль-
шей размерности позволяет существенно рас-
ширить класс дискриминантных функций и 
рассмотреть различные нелинейные случаи. 
Интересным направлением дальнейших иссле-
дований, развивающим построение нелинейных 
моделей классификации, является модификация 
метода опорных векторов [6,18] с учетом не-
полной исходной информации. Эта задача ре-
шается добавлением к полученным в работе 
функционалам риска специального члена регу-
ляризации [7]. Такая модификация для интер-
вальных данных с использованием минимакс-
ной стратегии была предложена в работе [21].  
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