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Вывод на ограничениях с применением матричного 
представления конечных предикатов 

 

Аннотация. В работе предлагаются методы распространения ограничений и эвристического поиска, направленные на 
решение задач удовлетворения ограничений, где переменные определены на конечных доменах. Разработанные мето-
ды используют матричное представление конечных предикатов, что позволяет обойтись без преобразования ограниче-
ний в совокупность бинарных отношений и дает возможность эффективно редуцировать пространство поиска.  
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Введение 

В искусственном интеллекте технология про-
граммирования в ограничениях широко исполь-
зуется при решении многих прикладных задач, 
таких как планирование и календарное планиро-
вание, задачи назначения частоты, обработка 
изображений, тестирование сверхбольших инте-
гральных схем, анализ языков программирова-
ния и понимания естественного языка и т.д. [1]. 

Решение многих практических задач сопря-
жено с анализом как количественных, так и ка-
чественных ограничений. В этом случае стан-
дартные численные методы или чисто 
логические методы оказываются непримени-
мыми. Возникает необходимость в разработке 
новых интегрированных методов, предполага-
ющих обработку разнородных ограничений. 
Такую интеграцию удобно выполнять в рамках 
технологии программирования в ограничениях. 

Согласно [2] задача удовлетворения ограни-
чений (Constraint Satisfaction Problem – CSP) 
определена множеством переменных x1, x2, ..., 
xn, и множеством ограничений Cl, C2, ..., Cm. 
Каждая переменная xi имеет непустую область 
определения Di (область возможных значений, 

домен). Каждое ограничение Ci включает неко-
торое подмножество переменных и задает до-
пустимые комбинации значений для этого под-
множества. Состояние задачи описывается как 
присваивание значений некоторым или всем 
этим переменным {xi=vi, xj=vj, ...}. Присваива-
ние, которое не нарушает никаких ограниче-
ний, называется совместимым, или допусти-
мым присваиванием. Полным называется такое 
присваивание, в котором участвует каждая пе-
ременная. Решением задачи CSP является пол-
ное присваивание, которое удовлетворяет всем 
ограничениям. 

Любая задача CSP может быть сформулиро-
вана как стандартная задача поиска. В частно-
сти, ей может быть дана инкрементная форму-
лировка, если положить, что: 

 начальное состояние – пустое присваива-
ние {}, где ни одной переменной не присвоено 
значение; 

 функция определения преемника позво-
ляет присваивать значение любой переменной с 
неприсвоенным значением, при условии, что 
присваиваемое значение данной переменной не 
будет конфликтовать с присвоенными ранее 
значениями других переменных; 

_________________________________________ 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проекты №№ 12-07-00550-а, 12-07-00689-а, 13-07-00318-а,
14-07-00205-а, 14-07-00256-а, 14-07-00257-а), ОНИТ РАН (проект 2.3 в рамках текущей Программы фундаментальных
научных исследований) и Президиума РАН (проект 4.3 Программы № 16). 
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 проверка цели состоит в установлении 
того, является ли текущее присваивание пол-
ным; 

 стоимость пути постоянна (например, 1) 
для каждого этапа. 

Каждое решение должно представлять собой 
полное присваивание и поэтому, в худшем слу-
чае, должно находиться на глубине n, если име-
ется n переменных. Другими словами, дерево 
поиска имеет конечную глубину n (по количе-
ству переменных). По этим причинам для ре-
шения задач CSP широко применяются алго-
ритмы поиска в глубину. В таких задачах сам 
путь, по которому достигается некоторое ре-
шение, не представляет интереса. 

Далее рассматриваются только задачи CSP, 
где переменные имеют конечные области опре-
деления. По оценке Bartak [3], вероятно, более 
95% приложений задач удовлетворения огра-
ничений используют конечные домены. К та-
кому виду относятся: задача раскраски карты, 
задача расстановки ферзей на шахматной доске, 
криптоарифметические задачи, задача состав-
ления кроссвордов,  расписаний и т.д. Если 
максимальный размер области определения 
любой переменной в задаче CSP равен d, то ко-
личество возможных полных присваиваний из-
меряется величиной О(d n), т.е. зависит экспо-
ненциально от количества переменных, что 
заставляет применять методы ускорения ком-
бинаторного поиска. К категории задач CSP с 
конечной областью определения относятся бу-
левы задачи CSP, где переменные могут иметь 
значения либо true, либо false. Булевы задачи 
CSP включают в качестве частных случаев не-
которые NP-полные задачи, такие как 3SAT. 

Методы решения задач удовлетворения 
ограничений могут быть разбиты на три класса 
[4]. Первый класс содержит различные вариан-
ты алгоритмов поиска в глубину с возвратами, 
которые строят решение путем расширения ча-
стичного присваивания шаг за шагом, исполь-
зуя различные эвристики и применяя разумные 
стратегии возврата из тупиковых вершин. Ко 
второму классу относятся алгоритмы распро-
странения ограничений, которые исключают из 
пространства поиска некоторые элементы, не 
входящие в решение, обеспечивая снижение 
размерности задачи. Эти алгоритмы не строят 
сами по себе решение, поскольку исключают не 
все элементы, не входящие в решение. Они 
применяются или для препроцессинга задачи 

до использования алгоритмов другого типа, или 
перемежаются с шагами алгоритма другого ти-
па (например, поиска с возвратами) для повы-
шения производительности последнего. Нако-
нец, структурные алгоритмы используют 
информацию о структуре первичного или двой-
ственного графа ограничений задачи. Алгорит-
мы этого класса производят декомпозицию ис-
ходной задачи CSP на слабо связанные 
подзадачи, которые могут быть решены с по-
мощью методов предыдущих двух классов. Та-
ким образом, структурные алгоритмы могут 
также использоваться в сочетании с алгорит-
мами других типов. 

Задачи CSP, как правило, решаются с ис-
пользованием графов или гиперграфов ограни-
чений. Традиционно при решении задач CSP 
ограничения с конечной областью определения 
сводятся к множеству бинарных отношений 
посредством введения достаточного количества 
вспомогательных переменных. 

В настоящей работе для эффективного ре-
шения задач в рамках концепции программиро-
вания в ограничениях предлагается применять 
подход, основанный на использовании матрич-
ного представления логических ограничений. 
Под логическими будем понимать ограничения, 
представляющие собой логические выражения 
над пропозициональными переменными и/или 
конечными предикатами. Предлагаемые далее 
методы принадлежат к первым двум классам 
методов комбинаторного поиска и позволяют 
обойтись без предварительной “бинаризации” 
ограничений. 

Прежде чем приступить к непосредственно-
му изложению заявленных методов, приведем 
краткое описание структур, применяемых для 
матричного представления логических ограни-
чений. В качестве математического аппарата для 
моделирования ограничений используется ал-
гебра кортежей (АК) [5, 6]. 

1. Матрицеподобные структуры  
для представления конечных  
предикатов 

В [5, 7-9] приводятся основы АК и демон-
стрируется ее применение для унификации 
представления и обработки различных видов 
данных и знаний, а также решения задач логи-
ческого и логико-вероятностного анализа. 
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Близкий подход применяется также в [10] для 
решения задач распознавания образов и упро-
щения баз знаний. В силу наличия большого 
количества публикаций и докладов, освещаю-
щих особенности алгебраического подхода, ис-
пользуемого в АК, в данной работе в нестрогом 
изложении приводятся лишь базовые понятия, 
которые понадобятся в дальнейшем. 

Конечные предикаты в АК можно сжато 
представить с помощью двух типов структур:       
C-систем и D-систем. Конкретные экземпляры 
этих структур называются АК-объектами. 

C-система записывается в виде матрицы, со-
стоящей из компонент-множеств и заключен-
ной в прямые скобки, например,  

T[XYZ]= 










ED

CA
есть С-система. 

Слева от знака равенство находится заголо-
вок С-системы, содержащий имя С-системы и 
схему, в которой перечислены имена ее атрибу-
тов (в данном случае X, Y, Z). Подобно тому, 
как атрибут отношения в реляционной алгебре 
соотносится с определенным столбцом, в АК 
атрибут соответствует столбцу С-системы.  
Будем считать, что доменами атрибутов X, Y, Z 
являются множества D1, D2, D3, соответственно. 
Справа от знака равенства находится тело  
C-системы. В отличие от реляционных таблиц, 
каждый кортеж С-системы состоит не из от-
дельных значений, а из компонент-множеств, 
являющихся подмножествами соответствую-
щего домена.  

Например: 

A D1; D  D1; E  D2; C  D3, 

или A  2D1; D  2D1; E  2D2; C  2D3. 

Видно, что компоненты С-системы, стоящие 
в одном и том же столбце, например компонен-
ты A и D, принадлежат булеану некоторого 
множества (в нашем случае булеану множества 
D1), называемого доменом соответствующего 
атрибута. 

При описании С- и D-cистем используется 
два вида фиктивных компонент: полная компо-
нента (обозначается «») – это множество, рав-
ное домену соответствующего (по месту ее 
расположения в кортеже) атрибута; пустая 
компонента (обозначается «») – компонента, 
не содержащая ни одного значения. 

Так запись 

 T[XYZ]= 










ED

CA
  

для нашего примера эквивалента записи  

T[XYZ]= 








3

2

DED

CDA
.  

Эту С-систему можно преобразовать в 
обычное многоместное отношение следующим 
образом: (AD2C)  (DED3). 

С помощью С-систем удобно представлять в 
“сжатом” виде дизъюнктивные нормальные фор-
мы (ДНФ) конечных предикатов. Покажем это на 
примере. Пусть задан конечный предикат: 

(x, y, z) = (x=a,b)  (y=a,c)  (z=d). 

Для простоты все переменные определены 
на одном и том же множестве {a, b, c, d}. Здесь 
и далее будем использовать запись вида (x=a,b) 
для обозначения выражения (x=a)  (x=b). Учи-
тывая, что область истинности одноместного 
предиката (x=a,b) есть {a,b}, то область истин-
ности предиката (x, y, z) может быть пред-
ставлена в виде следующей C-системы: 

R[XYZ] = 







}{**

*},{},{

d

caba
. 

С помощью D-систем моделируются конъ-
юнктивные нормальные формы (КНФ) конеч-
ных предикатов. D-cистема записывается как 
матрица компонент-множеств, которая ограни-
чена перевернутыми прямыми скобками.  
D-системы позволяют легко вычислять допол-
нение C-систем: вычисляется дополнение для 
каждой компоненты-множества. Например,  
дополнением C-системы T[XYZ] является  
D-система 

T [XYZ]= 










ED

CA
. 

D-систему T  можно представить в виде 

обычного отношения по формуле: (( AD2D3) 

 (D1D2C ))  (( D D2D3)  (D1 E D3)). 
Предикат  = ((x=a,b)  (y=a,c))  

(z=d), что равносильно  = ((x=c,d)  
(y=b,d))  (z=a,b,c), может быть выражен как  

D-система R [XYZ]:  



 А.А. Зуенко 

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 3/2014 24 

R [XYZ] = 










},,{
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cba

dbdc
. 

Правила выполнения операций обобщенного 
объединения (G) и пересечения (G) для С- и 
D-структур имеют свою специфику [5] и здесь 
подробно не разбираются. В частности, пересе-
чение двух С-систем сводится к пересечению 
каждой строки первой С-системы с каждой 
строкой второй. D-системы могут быть преоб-
разованы в С-системы, например: 

T [XYZ]= 










ED

CA
= 
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Результирующая С-система (фактически 
ДНФ) сжато описывает множество всех выпол-
няющих подстановок КНФ, представленной 
исходной D-системой. Однако подобное преоб-
разование слишком трудоемко. 

В простейшем случае, если все ограничения 
удается записать с помощью рассмотренных мат-
рицеподобных структур, в частности D-систем, 
то задачу CSP можно представить в виде задачи о 
пустоте/непустоте D-системы, которая соотно-
сится с задачей выполнимости КНФ конечного 
предиката, когда ищутся не все выполняющие 
подстановки, а хотя бы одна из них. 

Зачастую поиск решения задачи CSP не 
ограничивается чисто логическим выводом. 
Для эффективной организации поиска прихо-
дится привлекать семантику предметной обла-
сти. На практике нередко оказывается, что  
переменные связаны между собой определен-
ными соотношениями либо носящими нелоги-
ческий характер, либо порождающими гро-
моздкие конструкции при их формализации с 
помощью конечных предикатов. Причем, сов-
местное применение логических и численных 
методов не сводится к их последовательному 
выполнению. Более того, последовательное 
применение может приводить к ошибочным ре-
зультатам, а наиболее эффективные методы на 
каждом шаге поиска используют как количе-
ственные, так и качественные (логические) 
ограничения, порождая новые классы методов. 
Далее разбираются разработанные методы  

исследования пространства поиска, которые 
основаны на матричном представлении конеч-
ных предикатов. 

2. Базовые методы вывода  
на ограничениях 

Среди методов поиска в глубину, использу-
емых при решении CSP, можно выделить те 
методы, где переменные просматриваются в 
некотором заранее выбранном порядке. Однако 
такое статическое упорядочение переменных 
редко приводит к эффективному поиску. Сле-
довательно, выбор переменной и присваивае-
мого ей значения должен осуществляется ди-
намически на каждом шаге поиска. Для 
осуществления подобного выбора применяются 
различного рода эвристики. Методы, исполь-
зующие эвристики, называются методами ин-
формированного или эвристического поиска. 
Эти методы позволяют отложить исследование 
менее перспективных ветвей дерева поиска, от-
дав предпочтение более перспективным с точки 
зрения скорейшего получения решения. 

Помимо применения эвристик, позволяю-
щих более эффективно организовать “разбор 
случаев”, можно существенно ускорить про-
цесс поиска при решении задач CSP, рассмат-
ривая внутреннюю структуру текущего состоя-
ния задачи. Зачастую, пространство поиска 
может быть значительно редуцировано вообще 
без организации “ветвления” с помощью алго-
ритмов, позволяющих преобразовать описание 
текущего состояния в эквивалентное ему более 
простое описание. Обычно такие алгоритмы 
имеют полиномиальную оценку временной 
сложности. 

При решении задач CSP дерево поиска  
можно представить как дерево частичных при-
сваиваний – это дерево, где каждая вершина со-
ответствует некоторому частичному присваи-
ванию. Корень дерева отвечает пустому 
присваиванию. В каждой вершине v выбирается 
лишь одна переменная, которой еще не было 
присвоено значение на предыдущих уровнях 
дерева поиска. 

Поскольку переменным задачи CSP в АК 
соответствуют атрибуты, заданные на опреде-
ленных доменах, то вполне естественно рас-
сматривать процесс присваивания значения пе-
ременной как переход от старого домена 
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атрибута к новому одноэлементному домену. 
Поясним эту мысль более детально. 

Рассмотрим, как реализуется операция при-
сваивания переменной некоторого значения с 
использованием матричного представления ло-
гических ограничений. Пусть у нас изначально 
задано ограничение в виде D-системы 

С[XYZ] = 
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Причем соответствие между атрибутами и их 
доменами следующее: X – {a, b, c}, Y – {d, e, f}, 
Z – {g, h}. Текущее присваивание (например, 
x=b) задается С-системой, состоящей из одной 
строки: 

E[XYZ] =  **}{b . 

Тогда процесс присваивания значения пере-
менной и вычисления “остатка” D-системы 
С[XYZ] выглядит так: 

C[XYZ] G E[XYZ] = 
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Последнее выражение получено в результате 
применения операции обобщенного пересече-
ния сначала к множителям 1 и 3, затем к мно-
жителям 2 и 3. 

Пересечение двух полученных С-систем уже 
не удается представить без трудоемких преоб-
разований в виде единой D-системы в про-
странстве X – {a, b, c}, Y – {d, e, f}, Z – {g, h}. 
Однако если перейти к пространству X – {b}, Y 
– {d, e, f}, Z – {g, h} (а такой переход вполне 
обоснован с учетом того, что результат пересе-
чения в компонентах атрибута X не может 
иметь значений отличных от b), тогда: 
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Для удобства объяснения здесь и далее в 
верхних двух строках D-систем записываются 
имена атрибутов и множества допустимых зна-
чений этих атрибутов (домены атрибутов). 

Если сравнить между собой исходную  
D-систему и ту D-систему, которая получена 
после присваивания, то можно сделать важный 
вывод о том, что операция присваивания сво-
дится к замене старого домена атрибута X на 
новый одноэлементный домен с вычеркивани-
ем из соответствующего столбца тех значений, 
которые не принадлежат новому домену. Дру-
гими словами, можно обойтись без промежу-
точных вычислений, производимых с помощью 
С-систем. Требуется лишь исключить некото-
рые значения из соответствующего домена. 

Заметим, что последнюю D-систему можно 
упростить путем элиминации атрибута X, по-
скольку он более не связан ограничениями с 
другими атрибутами, предварительно запом-
нив, что домен атрибута X – {b}: 
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Теперь настало время уточнить, какое пред-
ставление состояния задачи CSP используется в 
разработанных автором методах. Будем счи-
тать, что ограничения задачи моделируются в 
виде некоторой D-cистемы. Состояние задачи в 
терминах введенных матрицеподобных струк-
тур характеризуется с помощью совокупности 
доменов атрибутов, которые уже элиминирова-
ны из D-системы, а также самой D-системы, 
представляющей собой остаток, полученный из 
исходной D-cистемы в ходе присваиваний и 
применения правил редукции, которые пред-
ставлены ниже. 

Одним из основных отличий методов, пред-
лагаемых в данной работе, от ранее разрабо-
танных в АК методов, является то, что в новых 
методах решение строится путем пошагового 
усечения доменов. Само решение представля-
ется в виде совокупности доменов или установ-
лении того факта, что все вершины дерева по-
иска являются тупиковыми. 

Далее перейдем к описанию предлагаемых 
методов поиска решения задачи CSP, опишем 
используемые эвристики и применяемые пра-
вила редукции пространства поиска. 
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2.1. Выбор наилучшего преемника  
на основе эвристик  

Для выбора “наилучшего” преемника теку-
щей вершины дерева поиска необходимо отве-
тить на вопросы: 

1. Какой переменной на данном шаге при-
сваивать значения? 

2. Выбор, какого из значений переменной 
быстрее всего может привести к цели? 

Для ответа на данные вопросы в настоящей 
работе предлагаются эвристики: 

Э1. Выбирать атрибут с доменом, содержа-
щим наименьшее количество значений, что 
позволяет проверять меньшее количество пре-
емников. 

Э2. В случае неоднозначности выбора, про-
изводимого согласно Э1, выбирать атрибут, ко-
личество непустых компонент которого макси-
мально. 

Э3. Для формирования нового одноэлемент-
ного домена выбирать наиболее часто встреча-
ющееся в кортежах D-системы значение атри-
бута. 

2.2. Редукция пространства поиска 

Уточним некоторые особенности поиска на 
основе матричного представления конечных 
предикатов, а именно: 

1. Каков признак того, что текущая ветка 
поиска является тупиковой (соответствующее 
этой вершине текущее присваивание недопу-
стимо)? 

2. Как уменьшить размерность простран-
ства поиска, не прибегая к ветвлению? 

3. Что служит признаком успешного за-
вершения процесса поиска? 

Для ответа на эти вопросы рассмотрим сле-
дующие утверждения, приводимые здесь без 
доказательств: 

Утверждение 1 (У1). Если строка  
D-системы содержит все пустые компоненты, 
то D-cистема пуста. 

Утверждение 2 (У2). Если все компоненты 
некоторого атрибута пусты, то данный атрибут 
можно удалить из D-cистемы (удаляются все 
компоненты, стоящие в соответствующем 
столбце). 

Утверждение 3 (У3). Если в D-системе есть 
строка (кортеж), содержащая лишь одну непу-
стую компоненту, то все значения, не входящие 
в эту компоненту, удаляются из соответствую-

щего домена (компонента становится новым 
доменом данного атрибута). 

Утверждение 4 (У4). Если строка D-системы 
содержит хотя бы одну полную компоненту, то 
она удаляется. 

Утверждение 5 (У5). Если компонента не-
которого атрибута D-cистемы содержит значе-
ние, не принадлежащее соответствующему до-
мену, то это значение удаляется из 
компоненты. 

Утверждение 6 (У6). Если одна строка  
D-cистемы полностью доминирует (покомпо-
нентно содержит) другую строку, то домини-
рующая строка удаляется из D-системы. 

Заметим, что утверждение У5 уже использо-
валось нами при рассмотрении интерпретации 
в АК операции присваивания значения очеред-
ной переменной. 

Ответ на первый из поставленных вопросов 
дает нам У1, т.е. признаком недопустимости 
частичного присваивания является пустота  
D-системы. 

Ответом на второй вопрос служат остальные 
утверждения, часть из которых позволяет исклю-
чать значения из доменов атрибутов (У3, У5) или 
даже сами атрибуты (У2), а часть исключать из 
рассмотрения лишние строки (У4, У6). 
Признак успешного завершения процесса 

поиска – вычеркивание из D-cистемы всех 
строк и столбцов без образования пустых 
строк. Другими словами, результирующее со-
стояние в этом случае будет характеризоваться 
только совокупностью непустых усеченных 
доменов. 

Описанные преобразования сохраняют мно-
жество решений D-системы. В некоторых  
случаях, например, при решении задачи “Вы-
полнимость КНФ”, можно предложить допол-
нительные правила редукции, не сохраняющие 
множество корней, а сохраняющие лишь свой-
ство выполнимости КНФ. Эти дополнительные 
правила неприменимы, если переменные, кроме 
прочего, связаны нелогическими ограничения-
ми, диктуемыми спецификой предметной обла-
сти, так как на некоторой итерации можно ис-
ключить все допустимые решения. Однако 
именно эти дополнительные ограничения, не 
позволяющие применять одни правила редук-
ции, сами могут использоваться для ускорения 
процесса поиска, о чем пойдет речь несколько 
позже. Приведем пример, иллюстрирующий 
предложенные методы поиска. 
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Пример 1. Пусть имеется граф (Рис. 1) и 
требуется раскрасить его в три цвета (r – крас-
ный, g –зеленый, b – синий), чтобы смежные 
вершины были бы раскрашены в разные цвета. 

Решение. Сопоставим каждой вершине гра-
фа соответствующий атрибут: A – XA, B – XB,  
C – XC, D – XD, E – XE. Областью определения 
каждого атрибута является множество цветов: 
{r, g, b}. Запишем ограничения задачи в виде 
D-системы. 

Сначала сформулируем ограничение, утвер-
ждающее, что пара вершин, например A и B, 
должна быть раскрашена в разные цвета. Это 
ограничение отрицает утверждение “Вершины 
A и B раскрашены в один цвет”, которое можно 
формализовать в виде следующей C-системы: 

K1[XAXB] = 
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А дополнение этой С-системы представляет 
собой искомую формализацию: 

R1[XAXB] = 
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По аналогии формируются ограничения: 
R2[XAXC], R3[XAXD], R4[XBXC], R5[XCXD]. В про-
странстве атрибутов XA, XB, XC, XD, XE запишем 
R = R1 G … G R5: 
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Видно, что атрибуту XE соответствует стол-
бец, содержащий лишь пустые компоненты, а 
это значит, что можно исключить атрибут XE из 
дальнейшего рассмотрения, положив, напри-
мер, что домен XE равен {r}. Получим остаток: 
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Очевидно, что применение к только что по-
лученной D-системе эвристики Э1 ничего не 
даст. Пользуясь эвристикой Э2, выбираем  
атрибут (атрибуты), имеющий максимально 
возможное количество компонент в столбце  
D-системы. В нашем случае таких атрибутов 
два – XA и XС. Между этими вариантами выбор 
производится случайным образом. Допустим, 
выбрали атрибут XA. Опираясь на Э3, ищем 
наиболее часто встречаемое значение в компо-
нентах столбца. Если частота встречаемости 
значений в столбце одинакова, как в нашем 
случае, то берем первое попавшееся значение, 

B

C

D 

A

E

Рис. 1. Задача о раскраске графа 
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например r. Далее фактически происходит 
“настройка”      D-системы на новый одноэле-
ментный домен  {r}. 

Эта “настройка” сводится к исключению из 
компонент значений, отличных от r по правилу 
У5. В результате некоторые компоненты в атри-
буте XA становятся пустыми, а оставшиеся – 
полными, т.е. равными новому домену (в нашем 
случае {r}). Далее, используя У4, удаляем стро-
ки, содержащие полные компоненты –  строки с 
номерами 2, 3, 5, 6, 8, 9.  

Атрибут XA, домен которого стал одноэле-
ментным множеством {r}, мы можем исклю-
чить из дальнейшего рассмотрения, тогда по-
лучим такую D-систему: 
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Строки 1, 4, 7 оставшейся D-системы со-
держат лишь по одной непустой компоненте. 
Следовательно, по У3 области определения ат-
рибутов XB, XC, XD могут быть усечены. Все эти 
области определения становятся равны множе-
ству {g, b}. 

Далее производится “настройка” получен-
ной на предыдущем шаге D-системы уже на 
новые домены. По У5 убираем лишние значе-
ния из компонент. По У4 элиминируем строки 
1, 4, 7, 10, 13: 
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Более редуцировать пространство поиска, не 
прибегая к ветвлению, не представляется воз-

можным. Пробуем осуществить выбор ветки де-
рева поиска, опираясь на введенные эвристики. 

Пользуясь Э2, рассматриваем атрибут XС. 
Пусть для XС выбрано значение g, тогда уходят 
строки 11 и 14, а сам атрибут XС может быть 
исключен из рассмотрения. Имеем: 
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На основе правила У3 можно сузить домены 
атрибутов XB и XD до одноэлементного множе-
ства {b}. Таким образом, получаем одно из 
возможных решений данной задачи, которое 
записывается в виде совокупности пар “атрибут 
– домен атрибута”: 

XA  – {r}; XB – {b}; XC – {g}; XD – {b}; XE – {r}. 

Это означает, что вершины А и E можно 
раскрасить в красный цвет, вершины B и D – в 
синий, а вершину C – в зеленый цвет. 

3. Обработка специальных ограничений 

В реальных задачах часто встречаются типы 
ограничений, которые могут обрабатываться с 
помощью алгоритмов специального назначе-
ния, более эффективных по сравнению с мето-
дами общего назначения, рассматриваемыми до 
сих пор. 

Ряд исследований по удовлетворению огра-
ничений с конечными доменами использует 
понятие глобального ограничения [11]. Несмот-
ря на то, что глобальные ограничения являются 
важным аспектом теории CSP, четкого их 
определения нет. Классическим примером гло-
бального ограничения служит ограничение 
Alldiff, которое указывает, что все участвующие 
в нем переменные должны иметь разные значе-
ния. Это ограничение часто используется на 
практике и в связи с этим предлагается как 
встроенное ограничение во многих основных 
коммерческих и исследовательских системах 
программирования в ограничениях [12, 13].  

У глобальных ограничений есть два пре-
имущества. Во-первых, они облегчают задачу 
моделирования прикладной проблемы в виде 
задачи CSP. Вместо записи задачи с помощью 
многих исходных бинарных ограничений, мы 
описываем ее с помощью небольшого числа 
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глобальных ограничений для множеств пере-
менных. Во-вторых, можно разработать алго-
ритм распространения ограничений специаль-
ного вида, учитывающий особенности 
ограничения и поэтому намного более эффек-
тивный. 

Так, например, ограничение Alldiff может об-
рабатываться, как и любое другое ограничение, 
если Alldiff записать в виде строк D-cистемы. 
Этот способ порождает довольно громоздкие 
конструкции. Альтернативный способ – разра-
ботать специальную процедуру, дополняющую 
изложенные ранее базовые методы, которая бы 
гарантировала соблюдение ограничения Alldiff 
на уровне доменов переменных. 

Другими примерами глобальных ограниче-
ний являются глобальное кардинальное ограни-
чение (global cardinality constraint (gcc)) [14] и 
кумулятивное ограничение [12]. Глобальное 
кардинальное ограничение определяет условие, 
что число переменных, которым присвоены 
значения, должно быть между заданными верх-
ней и нижней границами. Эти границы могут 
быть различны для каждого значения. Кумуля-
тивное ограничение над множеством перемен-
ных, представляющих времена выполнения 
различных работ, гарантирует, что работы упо-
рядочены с учетом имеющихся в наличии ве-
личин ресурсов, используемых в любые перио-
ды времени. Ограничения обоих указанных 
типов обычно используются при составлении 
расписаний, упорядочении работ и в календар-
ном планировании. 

Покажем на конкретном примере, каким об-
разом осуществляется совместная обработка 
логических и кумулятивных ограничений в 
рамках предлагаемого подхода. 

Пример 2. Пусть имеется список заданий 
(работ) и ограничения на то, какие задачи могут 
быть выполнены одновременно, выполнение 
каких заданий должно предшествовать выпол-
нению других и т. д. Для решения этой задачи 
нужно найти назначение времен начал работ 
заданиям так, чтобы все ограничения удовле-
творялись. Рассмотрим задачу составления рас-
писания для пяти заданий T1, T2, T3, T4, T5, каж-
дое из которых может быть выполнено за один 
час. Задания могут начинаться в 1:00, 2:00 или 
3:00. Любые работы могут выполняться одно-
временно, учитывая ограничения на то, что: 1) 
T1 начинается после T3, 2) T3 начинается до T4 и 
после T5, 3) T2 не может начинаться в то же 

время, что T1 или T4, 4) T4 не может начинаться 
в 2:00.  

Кроме чисто логических ограничений, 
накладывается следующее кумулятивное огра-
ничение: для выполнения T1 требуется 5 чело-
век, для задания T2 – 7 человек, для T3 – 3 чело-
века, для T4 – 5 человек, для T5 – 4 человека. 
Количество работ, которые могут выполняться 
одновременно, ограничено имеющейся рабочей 
силой (10 человек). 

Решение. Можно построить модель состав-
ления графика, введя, пять атрибутов X1, X2, X3, 
X4, X5, соответствующих заданиям, с доменами 
{1, 2, 3}, где: 1 – 1:00, 2 – 2:00, 3 – 3:00. 

Видно, что формулировка задачи опирается 
на два типа бинарных отношений: “начинаться 
до/позже чем” и “выполняться одновремен-
но/не одновременно”. Запишем условия задачи 
в виде рассмотренных ранее матрицеподобных 
структур. 

Введем атрибуты X1, X2, X3, X4, X5, которые 
соотносятся с заданиями T1, T2, T3, T4, T5, соот-
ветственно. Все атрибуты имеют одну и ту же 
область определения D = {1, 2, 3} – времена 
начала работ. Рассмотрим, как формализовать в 
виде D-cистемы отношение “T1 начинается по-
сле T3”. Отношение “T1 начинается до или од-
новременно с T3” на языке АК выглядит так: 

C1[X1X3] = 

















}3{}3{

}3,2{}2{

*}1{

. 

Тогда его дополнение, представляющее  
собой требуемую формализацию, записывается 
в виде: 

D1[X1X3] = 















 

}2,1{}2,1{

}1{}3,1{

}3,2{

. 

По аналогии, сформируем D-системы D2 и 
D3, соответствующие условиям “T3 начинается 
после T5”, “T4 начинается после T3” (равносиль-
но утверждению “T3 начинается до T4”, задан-
ному в условии задачи): 

D2[X3X5] =
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}1{}3,1{
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, D3[X4X3] =
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}1{}3,1{

}3,2{

. 

Формализация следующего отношения “T2 

не может начинаться в то же время, что T1 или 
T4” осуществляется путем пересечения двух 
представленных ниже D-систем D4 и. D5. 
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D4[X1X2] = 
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, D5[X2X4] = 
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. 

Так D4[X1X2] получается вычислением до-
полнения от  

С4=

















}3{}3{

}2{}2{

}1{}1{

,  

моделирующей утверждение “T2 начинается  
в то же время, что T1”. 

Наконец, утверждение “T4 не может начи-
наться в 2:00” записывается как отрицание 
утверждения “T4 начинается в 2:00” (запишем 
его в полном пространстве признаков): 

D6[X1X2X3X4X5] = *]}2{***[  =  

=   }3,1{ . 

Тогда общая формулировка задачи может 
быть выражена как следующая D-система: 

1 2 3 4 5

{1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3}

1 {2,3}

2 {1,3} {1}

3 {1,2} {1,2}

4 {2,3}

5 {1,3} {1}

6 {1,2} {1,2}

7 {2,3}

8 {1} {1,3}

9 {1,2} {1,2}

10 {2,3} {2,3}

11 {1,3} {1,3}

12 {1,2} {1

13

14

15

16

X X X X X
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{2,3} {2,3}

{1,3} {1,3}

{1,2} {1,2}

{1,3}

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 

   
   
 

   
     

 

Анализируя строки 1, 4, 7, 16, по У3 можно 
усечь домены для X1, X3, X4, получим такие со-
ответствия между атрибутами и их доменами: 

X1 – {2, 3}, X2 – {1, 2, 3}, X3 – {2, 3}, X4 – {3}, X5 
– {1, 2, 3}. При этом для одновременного вы-
полнения T4 и T1 требуется 10 человек, T4 и T2 – 
12 человек, T4 и T3 – 8 человек, а для выполне-
ния работ T4 и T5 – 9 человек. Следовательно, 
кумулятивное ограничение для момента време-
ни “3:00” нарушено лишь для заданий T4 и T2. 
Для устранения этой некорректности из домена 
атрибута X2 исключается значение “3”, имеем:  

X1 – {2, 3}, X2 – {1, 2}, X3 – {2, 3}, X4 – {3}, 
X5 – {1, 2, 3}.  

Затем атрибут X4 элиминируется из  
D-исходной системы, поскольку его домен стал 
одноэлементным множеством {3}. В результате 
“настройки” D-системы на новые домены, при-
меняя правило У4, исключаются из рассмотре-
ния строки 1, 4, 7, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 16. 

Далее, используя У5, получим (здесь и далее, 
помимо самой D-системы, будем записывать 
элиминированные атрибуты с их доменами, т.е. 
давать полное описание состояния CSP): 

X4 – {3}  
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На основе анализа строки 2 можно сузить 
домен атрибута X1 до единственного значения 
(X1 – {3}). Поскольку ранее было получено X4 – 
{3}, то с учетом ограничений на рабочую силу 
суммарное количество персонала, задейство-
ванного для работ в T1 и T4 в 3:00,  равно 9. Зна-
чит, никакая другая работа уже не может быть 
выполнена одновременно с T1 и T4. Другими 
словами, значение “3” можно исключить из об-
ластей определения других атрибутов. На те-
кущем шаге имеем: X1 – {3}, X2 – {1,2}, X3 – 
{2}, X5 – {1,2}. Поскольку более не обнаружено 
нарушения кумулятивного ограничения и нель-
зя усечь домены, то перейдем к рассмотрению 
D-системы, оставшейся после “настройки” на 
новые домены (согласно У4 и У5, уходят все 
строчки, кроме пятой, а в пятой остается лишь 
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одна непустая компонента). Атрибуты X1 и X3 
элиминируются из D-системы. Получим: 

X1 – {3}, X3 – {2}, X4 – {3} 

 }1{

}2,1{}2,1{
52



XX

 

Откуда X5={1}, следовательно, X2={2}, по-
скольку работы T2 и T5 не могут выполняться 
одновременно. В результате, нами получено 
решение: 

X1 – {3}, X2 – {2}, X3 – {2}, X4 – {3}, X5 – {1}. 

Другими словами, в 1:00 выполняется T5,  
в 2:00 выполняется одновременно T2 и T3, в 3:00 
одновременно производятся работы T1 и T4. 

Заключение 

Разработаны новые методы решения задач 
CSP, использующие матричное представление 
конечных предикатов. Они позволяют обойтись 
без разложения логических ограничений в би-
нарные отношения. Анализ внутренней струк-
туры таких матриц дает возможность эффек-
тивно редуцировать пространство поиска. 
Впервые в АК рассмотрена инкрементная по-
становка задачи поиска и разработан метод 
распространения ограничений, основанный на 
пошаговом усечении доменов атрибутов и по-
лучении решения задачи CSP в виде совокуп-
ности доменов. В отличие от имевшихся в АК 
методов “слепого” поиска, в разработанных ме-
тодах широко применяются эвристики. В рам-
ках предлагаемого подхода базовые методы 
могут быть легко адаптированы для обработки 
специальных ограничений, что обеспечивает 
гибкость настройки на конкретную предмет-
ную область. 
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