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Линейная свертка критериев  
в многокритериальной оптимизации1 

 

Аннотация. Известный метод линейной свертки критериев рассматривается с позиций общей модели многокритери-
ального выбора, включающей множество возможных вариантов и векторный критерий, а также отношение предпо-
чтения лица принимающего решение (ЛПР). Основное внимание уделяется корректности применения этого метода 
при решении многокритериальных задач. Анализируется класс задач, в котором использование линейной свертки 
можно считать обоснованным. Кроме того, для решения многокритериальных задач предлагается комбинированный 
подход, состоящий в предварительном сужении множества Парето за счет информации об отношении предпочтения 
ЛПР с последующей экстремизацией линейной свертки исходных критериев на более узком множестве. 

Ключевые слова: линейная свертка, взвешенная сумма, многокритериальная оптимизация, множество Парето, 
принцип Эджворта-Парето. 

 

Введение 

Метод линейной свертки критериев, пожа-
луй, является самым известным и распростра-
ненным при решении прикладных многокрите-
риальных задач оптимизации. Он заключается в 
назначении тем или иным способом коэффици-
ентов в линейной свертке (линейной комбина-
ции) исходных критериев и последующей ее 
экстремизации на множестве допустимых вари-
антов. Согласно этому методу найденное таким 
способом решение считается «наилучшим». 

К настоящему времени число работ, в которых 
при решении прикладных многокритериальных 
задач используется линейная свертка критериев, 
насчитывает несколько тысяч. Наиболее раннее 
использование линейной свертки критериев, по-
видимому, связано с правилом голосования, 
предложенным еще в XVIII в. французом де Бор-
да [1, 9]. Начиная со второй половины XX в. ме-
тод линейной свертки активно используется при 
решении различного рода задач из области эко-
номики и техники. Исследователей, прежде всего, 
привлекает его простота. Действительно, из всех 

функций в математике наиболее простой счита-
ется именно линейная. Кроме того, в линейной 
свертке сохраняются многие полезные свойства 
исходных критериев, такие, как линейность, вы-
пуклость, вогнутость, непрерывность, дифферен-
цируемость и др. По своему смыслу линейная 
свертка представляет собой среднее взвешенное 
исходных критериев и именно с этих позиций 
многим ее использование представляется обосно-
ванным. Однако внимательный анализ этого ме-
тода с современных позиций многокритериаль-
ного выбора показывает, что область его 
обоснованного (корректного) применения суще-
ственно уже той, в которой его используют.  

В данной работе рассматривается задача мно-
гокритериального выбора, постановка которой 
содержит множество возможных вариантов, 
числовой векторный критерий и бинарное от-
ношение предпочтения ЛПР, заданные на мно-
жестве вариантов. Разбираются две группы 
условий, выполнение которых призвано обеспе-
чить корректность применения метода линейной 
свертки. К первой группе отнесены условия, га-
рантирующие существование линейной функ-
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ции полезности, ко второй – те, что основаны  
на скаляризации многокритериальной задачи  
в терминах линейной свертки критериев. В том 
и другом случае проводится анализ соответ-
ствующих условий для выявления границ при-
менимости рассматриваемого метода. 

Условием успешного использования линей-
ной свертки является приведение критериев к 
некой единой шкале, т.е. нормализация крите-
риев. В работе обсуждаются вопросы, связан-
ные с нормализацией, а также с назначением 
коэффициентов в линейной свертке. 

В заключение предлагается комбинирован-
ный метод, согласно которому на основе акси-
оматического подхода, развиваемого автором 
на протяжении ряда лет, осуществляется пред-
варительное сужение множества Парето при 
помощи квантов информации об отношении 
предпочтения лица, принимающего решение, 
после чего применяется линейная свертка кри-
териев. Указанное предварительное сужение 
позволит, во-первых, учесть имеющуюся до-
полнительную информацию, а во-вторых, − со-
кратить возможные негативные последствия, 
связанные с применением метода линейной 
свертки критериев.  

1. Постановка задачи  
многокритериального выбора 

В обычной (однокритериальной или скаляр-
ной) оптимизации имеется одна целевая функ-
ция (критерий), определенная на некотором 
множестве возможных решений (вариантов) X. 
В многокритериальной оптимизации присут-
ствуют сразу несколько таких числовых функ-
ций mfff ,...,, 21 , образующих векторный крите-

рий f  и заданных на непустом абстрактном 
множестве X. Как известно, распространенным 
решением задачи скалярной оптимизации счита-
ется допустимый элемент, который доставляет 
максимальное (или минимальное) значение це-
левой функции. Далее для определенности бу-
дем рассматривать лишь задачу максимизации. 

Во многих работах, посвященных исследова-
нию и решению тех или иных многокритериаль-
ных задач, при формулировании задачи нередко 
по аналогии со скалярным случаем указывают, 
что «все критерии желательно максимизиро-
вать». Однако если в однокритериальном случае 
операция максимизации числовой функции чет-

ко определена и означает отыскание максималь-
ного элемента целевой функции на заданном 
множестве, то в случае нескольких критериев 
эта фраза не имеет точного смысла. В самом  
деле, подразумевается ли, что все критерии тре-
буется максимизировать одновременно, или  
(в противном случае) максимизация должна 
осуществляться каким-то иным способом? Что 
именно следует понимать под решением много-
критериальной задачи? 

Для того чтобы избежать указанной неопре-
деленности, необходимо дополнить постановку 
многокритериальной задачи, например, бинар-
ным отношением предпочтения ЛПР, которое 
обозначим . Будем считать, что оно задано  
на всем критериальном пространстве 

)(, XfYRR mm   и является асимметричным. 
Таким образом дополненную многокритери-
альную задачу автор ранее предложил имено-
вать задачей многокритериального выбора, а 
множество ее решений (множество выбирае-
мых векторов) обозначать YYCYC )(),( . В 

терминах последнего множества запись yy   

равносильна равенству }{}),({ yyyC  , озна-
чающему, что из двух данных векторов выби-
рается первый и не выбирается второй. Необ-
ходимо заметить, что в прикладных задачах 
многокритериального выбора в отличие от 
множества X и векторной функции f бинарное 
отношение предпочтения , как правило, если 
и известно, то лишь частично. Множество вы-
бираемых вариантов обозначим )(XC , 

))(()( XCfYC  . 
В рамках задачи многокритериального вы-

бора требование максимизации критериев 
можно формализовать в форме выполнения ак-
сиомы согласованности критериев [6], соглас-
но которой для каждого номера критерия 

},...,2,1{ mi  и любой пары векторов 
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выполнено yy  . Подобный смысл имеет и 
аксиома Парето, в соответствии с которой из 
векторного неравенства yy   (означающего, 
что все компоненты первого вектора не меньше 
соответствующих компонент второго вектора, 
причем yy  ) всегда следует yy  . Ясно, 
что из аксиомы Парето вытекает аксиома со-
гласования, но не наоборот. Автором установ-







Линейная свертка критериев в многокритериальной оптимизации  

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 4/2014 75 

лено, что аксиома Парето заведомо выполняет-
ся, если имеет место аксиома согласованности 
и асимметричное отношение  транзитивно.  

2. Принцип Эджворта-Парето  

Всех исследователей, сталкивающихся с 
решением многокритериальных задач, можно 
разделить на две группы. К первой (сравни-
тельно малочисленной) группе принадлежат те 
из них, которые считают, что выбранным мо-
жет оказаться любой вектор множества Y. 
Представители второй группы полагают, что 
выбираемые векторы обязательно должны быть 
парето-оптимальными, т.е. 

* *

( ) ( )

{ |не существует : }

C Y P Y

y Y y Y y y

 
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или в терминах вариантов  

*
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Включение )()( YPYC   (равно как 

)()( XPXC f ), означающее, что множество 

выбираемых векторов (вариантов) всегда 
должно содержаться во множестве Парето, 
именуют принципом Эджворта-Парето. 
Например, распространенный метод целевого 
программирования [6] не всегда приводит к па-
рето-оптимальным векторам; это обстоятель-
ство должны учитывать те, кто его применяет 
на практике. Кроме того, существуют понятия 
«равновесных» решений (например, «равнове-
сие по Нэшу» в теории игр), которые нередко 
не являются парето-оптимальными. Однако по-
давляющее большинство исследователей, за-
нимающихся решением многокритериальных 
задач, выбор в пределах множества Парето счи-
тают как нечто само собой разумеющееся, не 
подлежащее доказательству, т.е. как опреде-
ленную аксиому многокритериального выбора. 
Однако этот принцип никак нельзя назвать ин-
туитивно очевидным утверждением, как того 
требует значение термина «аксиома».  

В [5] установлено, что принцип Эджворта-
Парето имеет место, если принять действи-
тельно интуитивно очевидную аксиому Парето, 
а также аксиому исключения доминируемых 
векторов, в соответствии с которой для любой 

пары векторов mRyy ,  выполнена имплика-

ция )(YCyyy  , т.е. вектор y , не вы-
бираемый в паре, не должен оказаться во мно-
жестве выбираемых векторов )(YC . Тем са-
мым, именно эти две аксиомы можно положить 
в основу многокритериального выбора, если он 
осуществляется в пределах множества Парето. 
При этом следует отметить, что если ЛПР все 
же сделает свой выбор за пределами множества 
Парето, то это будет означать нарушение им, 
по крайней мере, одной из указанных выше 
двух аксиом.  

3. Линейная свертка  
и многокритериальный выбор 

Решение многокритериальных задач на ос-
нове линейной свертки критериев состоит в 
назначении тем или иным способом неотрица-
тельных (а чаще  положительных) коэффициен-
тов m ,...,, 21 , в сумме дающих единицу (хо-
тя это не обязательно), и последующей 
максимизации линейной комбинации критери-

ев 


m

i
ii xf

1

)(  на множестве X.  

Такой способ решения задач многокритери-
ального выбора существовал еще до появления 
самого понятия оптимальности по Парето. Его 
автором является французский ученый XVIII в. 
Ж.-Ш. Борда, предложивший способ голосова-
ния, согласно которому побеждает тот канди-
дат, который набирает максимальную сумму 
мест в ранжировках кандидатов, представлен-
ных участниками голосования. Напомним, что 
в задаче голосования имеется конечное множе-
ство вариантов X = {x1,..., xn}, именуемых кан-
дидатами, и m участников голосования, каждый 
из которых способен ранжировать исходное 
множество вариантов, т.е. расположить их в 
порядке убывания предпочтительности. Ранжи-
рование равносильно приписыванию каждому 
кандидату номера, считая с самого последнего 
n-го (т.е. наименее предпочтительного). Други-
ми словами, на множестве  X  заданы числовые 
функции f1,..., fm, такие, что kjjk nxf )( , где nkj 

− порядковый номер (считая с конца) кандида-
та xj, который он занимает, по мнению k-го 
участника голосования в ряду вариантов, рас-
положенных в порядке убывания их предпо-
чтительности. Согласно правилу де Борда, вы-
игрывает в голосовании тот кандидат i, чья 


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сумма мест 


m

k
ik xf

1

)(  окажется максимальной. 

Как видим, в этом правиле как раз участвует 
линейная свертка критериев (с одинаковыми 
«весами», равными единице). Отметим также, 
что, например, замечательный русский инже-
нер-корабел А.Н. Крылов применял линейную 
свертку при оценке качества продукции и услуг 
еще в начале XX в.  

Практически никто из исследователей, ис-
пользующих линейную свертку критериев для 
решения своих прикладных задач, не задумыва-
ется, являются ли их действия правомерными. В 
терминах модели многокритериального выбора 
использование линейной свертки критериев за-
ведомо будет правомерным (обоснованным, 
корректным), если выполнена аксиома исключе-
ния доминируемых векторов и если существуют 
указанные выше коэффициенты m ,...,, 21 , 
при которых отношение предпочтение   пред-
ставляется линейной функцией, т.е. 





m

i
ii

m

i
ii yyyy

11

  

для всех mRyy , . (1) 

Действительно, из (1), согласно аксиоме ис-
ключения, следует, что всякий вектор, для ко-
торого найдется другой вектор с большей ли-
нейной комбинацией будет исключен из 
множества выбираемых векторов, и потому в 
нем останутся только те, которые доставляют 
максимум линейной свертке. Таким образом, 
при выполнении указанных выше двух условий 
имеет место включение 

}max|{)(
1 1

00  
 




m

i

m

i
ii

Yy
ii yyYyYС  . (2) 

Отметим, что аксиома исключения не явля-
ется универсальной, поскольку существуют за-
дачи многокритериального выбора, в которых 
она вполне может нарушаться. Пример подоб-
ного рода можно найти в [6].  

Функцию 


m

i
ii y

1

 , удовлетворяющую (1), 

принято именовать линейной функцией полезно-
сти. При этом нередко говорят, что указанная 
линейная функция представляет бинарное от-
ношение . Появление условий представления 
бинарных отношений в терминах функций по-

лезности связывают с именами В. Парето, 
Шредера и Г. Кантора [2]. Что касается линей-
ной функции полезности, то вопрос ее суще-
ствования, по-видимому, впервые был исследо-
ван родоначальниками теории игр – Дж. Фон 
Нейманом и О. Моргенштерном [4]. Впослед-
ствии их исследования были продолжены са-
мыми различными авторами. Выяснилось [3], 
что достаточные условия существования ли-
нейной функции полезности являются доволь-
но ограничительными и выполняются для 
сравнительно узкого класса отношений пред-
почтения. Иного типа (но не менее жесткие) 
достаточные условия существования линейной 
функции полезности можно найти в книге 
П. Фишберна [11 с. 161]. В их числе требование 
слабой упорядоченности (что означает ирре-
флексивносить и отрицательную транзитив-
ность) отношения , а также так называемое 
условие Архимеда. Поскольку бинарное отно-
шение , задаваемое (1), является конусным, 
то необходимым (но явно не достаточным) 
условием существования линейной функции 
полезности является принятие аксиомы согла-
сования, а также транзитивность и инвариант-
ность этого отношения относительно положи-
тельного линейного преобразования [6]. Еще 
одно необходимое условие существования ли-
нейной функции полезности состоит в требова-
нии транзитивности отношения неразличимо-
сти  , которое задается эквивалентностью 

 yy не выполняется ни соотношение 

yy  , ни соотношение yy  . Анализ пока-
зывает, что это условие также можно охаракте-
ризовать как достаточно «жесткое». Таким об-
разом, линейная функция полезности 
существует не так часто, как полагают некото-
рые исследователи, решившие использовать 
линейную свертку для решения многокритери-
альных задач и отказавшиеся от выполнения 
принципа Эджворта-Парето.  

Отметим еще одно обстоятельство. Выпол-
нение включения (2) означает, что множество 
выбираемых векторов содержится во множе-
стве векторов, доставляющих максимум линей-
ной свертке критериев. Если последнее множе-
ство состоит в точности из одного элемента, то, 
безусловно, именно этот вектор и следует вы-
бирать. Однако простые примеры показывают, 
что указанное множество может оказаться до-
статочно широким (и даже совпасть с Y), при-
чем все его элементы неравноценны в том же 






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самом смысле, как неравноценны различные 
парето-оптимальные векторы. В таком случае 
вопрос выбора остается открытым, и для выяв-
ления C(Y) необходимо использовать какую-то 
дополнительную информацию. 

4. Линейная свертка  
как средство выбора конкретного  
парето-оптимального вектора 

Если же принять принцип Эджворта-Парето, 
то использование линейной свертки можно 
обосновать, не требуя существования линейной 
функции полезности. В самом деле, в соответ-
ствии с указанным принципом выбирать следует 
только в пределах множества Парето, поэтому 
можно воспользоваться следующим необходи-
мым и достаточным условием парето-
оптимальности в терминах линейной свертки 
критериев. 

Теорема 1 [8]. Пусть множество 

* *
*

1 2

{ | , 1,2,..., ,

( , ,..., ) }

m
i i

m

Y y R y y i m

при некотором y y y y Y

   
 

 

является выпуклым. Тогда для того, чтобы 

вектор Yy 0  был парето-оптимальным, 
необходимо существование набора неотрица-

тельных чисел 



m

i
im

1
21 1,,...,,  , при кото-

рых имеет место равенство: 

 
 




m

i

m

i
ii

Yy
ii yy

1 1

0 max  . (3) 

Обратно, выполнение равенства (3) при неко-
торых положительных m ,...,, 21 , влечет 

парето-оптимальность вектора Yy 0 .  
Как видим, между необходимым и доста-

точным условием парето-оптимальности име-
ется определенное «рассогласование», заклю-
чающееся в том, что необходимое условие 
содержит требование неотрицательности коэф-
фициентов m ,...,, 21 , тогда как в достаточ-
ном условии эти коэффициенты строго поло-
жительны. Если вместо парето-оптимальных 
(эффективных) векторов ограничиться соб-
ственно эффективными (оптимальными по 
Джеоффриону [8]), то на это «рассогласование» 
можно попробовать закрыть глаза и считать 

указанные коэффициенты строго положитель-
ными, тем более что «разница» между множе-
ствами эффективных и собственно эффектив-
ных векторов в условиях сформулированной 
теоремы не столь велика (а именно, второе 
множество является плотным в первом [8]). 

Однако на требование выпуклости множества 

*Y  закрыть глаза никак нельзя, поскольку при 
его отсутствии далеко не каждый парето-
оптимальный вектор может быть получен  
в результате максимизации линейной свертки  
с положительными коэффициентами. Простей-
шим примером подобного типа может  
служить плоское множество 

}1,1,10|{ 2121
2  yyyyRyY , в котором 

вся криволинейная часть его границы является 
парето-оптимальной, тогда как в результате 
максимизации линейной свертки с неотрица-
тельными коэффициентами могут быть получе-
ны лишь две ее крайние точки – 1,10 и 10,1. По 
этой же причине в случае конечного множества 
Y, которое заведомо не является выпуклым, если 
оно содержит по крайней мере два вектора, 
применение линейной свертки критериев не яв-
ляется обоснованным. Между тем, именно ли-
нейная свертка критериев лежит в основе широ-
ко известного метода анализа иерархий (МАИ) 
[10]. Об этом следует помнить тем, кто исполь-
зует МАИ в своих исследованиях. 

Комбинируя принцип Эджворта-Парето и 
сформулированную выше теорему, приходим к 
следующему результату. 

Теорема 2. Пусть имеют место аксиомы 
исключения и Парето. Предположим, что 

множество  выпукло. Тогда для любого 
множества выбираемых векторов C(Y) выпол-
нено включение (2), где коэффициенты вектора 

 неотрицательны и в сумме 

равны единице. 
В соответствии с данным утверждением, ва-

рьируя   в указанных пределах и собрав вме-
сте все векторы, доставляющие на множестве Y 
максимум линейной свертке критериев с ука-
занными коэффициентами, получим множе-
ство, в котором заведомо содержится искомое 
множество выбираемых векторов. В общем 
случае в число выбираемых могут попасть  
векторы, которые получаются в результате 
максимизации линейных сверток с нескольки-
ми различными наборами коэффициентов  

*Y

),...,,( 21 m 
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(с несколькими векторами  ). Следовательно, 
при отсутствии гарантии существования ли-
нейной функции полезности в некоторых слу-
чаях следует использовать не одну, а несколько 
линейных сверток критериев для отыскания 
множества C(Y). 

Согласно включению (2), если надо выбрать 
единственный вектор, то его нахождение мож-
но свести к назначению одного набора коэффи-
циентов линейной свертки и последующей мак-
симизации этой свертки на множестве Y. 

В случае конечного множества Y можно 
предложить следующую многошаговую проце-
дуру построения множества Парето )(YP  на 
основе максимизации линейной свертки крите-
риев с положительными коэффициентами. Сна-
чала строится множество точек максимума всех 

линейных сверток 


m

i
ii y

1

  с положительными 

коэффициентами на множестве , т.е. множе-
ство, записанное в правой части (2). Обозначим 
его 1P  (и назовем множеством Парето 1-го 
уровня). Далее аналогичная задача решается на 
множестве 0

1\Y P . Ее решение обозначим 1P . 
Из этого множества следует исключить все век-
торы y , для которых найдутся yyPy  ,2 . 
Полученное после такого исключения множе-

ство обозначим 0
2P  (множество Парето 2-го 

уровня). Затем то же самое проделывается на 
множестве )(\ 21 PPY  , т.е. строится множе-

ство точек максимума 3P  и из него удаляются 

такие векторы y , для которых существуют 

yyPy  ,2 . Оно обозначается 0
3P  (множе-

ство Парето 3-го уровня). Поскольку на каждом 
шаге множество, на котором производится мак-
симизация, будет сокращаться, после некоторо-
го конечного числа k шагов придем к пустому 
множеству. В случае конечного  множество 
Парето является внешне устойчивым [8], т.е. 
для каждого вектора за пределами множества 
Парето найдется парето-оптимальный вектор, 
который доминирует первый по отношению  . 
Значит, на шаге k – 1 построено множество 


1

1

0




k

i
iP , совпадающее с множеством Парето 

)(YP . А то, что в результате описанной проце-
дуры с положительными весами будет получе-

но именно множество Парето, вытекает из  
совпадения эффективных и собственно эффек-
тивных точек в случае конечного . В итоге 
получаем разбиение множества Парето на ко-
нечное число подмножеств различного уровня.  

Как можно использовать полученное разби-

ение? Самое последнее множество (т.е. 0
1kP ) 

будет «наиболее близким» к так называемому 

надир вектору Ny , определяемому равенством 

)min,...,min,min(
)(

2
)(

1
)(

m
YPyYPyYPy

N yyyy


 . 

Этот вектор указывает покоординатные гра-
ницы снизу множества Парето, и близость к 
нему реализует определенную отдаленность от 
m «крайних» парето-оптимальных точек, харак-
теризующихся максимальным значением по ка-
кому-то одному из критериев. Следовательно, 

элементы множества 0
1kP  вполне могут претен-

довать на выбираемые, если ЛПР заинтересова-
но в получении вектора, компоненты которого 
относительно равномерно удалены от указанных 
«крайних» границ множества Парето. 

5. Нормализация критериев  
и выбор коэффициентов свертки 

Когда мы имеем дело с прикладными много-
критериальными задачами, критерии перестают 
быть абстрактными числовыми функциями, они 
наполняются конкретным содержанием. Точнее 
говоря, значения этих функций начинают выра-
жать величины, принадлежащие той ли иной ко-
личественной шкале и измеряться в тех или иных 
единицах измерения. Как известно, основными 
количественными шкалами являются: абсолют-
ная шкала, шкала отношений, шкала разностей и 
шкала интервалов.  

Если значения критериев, участвующих в 
нашей многокритериальной задаче однотипны, 
т.е. принадлежат одной шкале и измеряются в 
одних и тех же единицах, то их линейная свертка 
заведомо будет иметь смысл. Однако на практике 
подобного рода ситуации крайне редки, посколь-
ку в таких случаях, как правило, можно избежать 
многокритериальности и свести рассматривае-
мую задачу к однокритериальной. Например, ес-
ли нас интересуют m различного рода затрат, свя-
занных с производством некоторого продукта, то 
нет смысла рассматривать задачу с m критерия-

Y

Y

Y



Линейная свертка критериев в многокритериальной оптимизации  

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 4/2014 79 

ми, можно просто сложить все эти затраты вместе 
и решать задачу с одним суммарным критерием.  

Многокритериальность возникает именно по 
причине «разнородности» имеющихся крите-
риев, поскольку их не удается «свернуть» в од-
ну формулу из-за того, что значения участву-
ющих в задаче критериев, как правило, 
принадлежат различным шкалам и измеряются 
в различных единицах. Типичный пример по-
добного вида из области экономики – получить 
максимальную прибыль за минимальное время. 
Прибыль измеряется в шкале отношений, тогда 
как время – в шкале интервалов. Единицами 
прибыли могут быть рубли, доллары и пр., а 
единицами времени служат часы, дни, годы и 
т.д. Разве можно сложить вместе критерий при-
были и критерий времени? Такая сумма даже с 
использованием коэффициентов (т.е. свертка), 
является некорректной. Как же следует посту-
пать в таких случаях?  

Для решения этой проблемы обычно ис-
пользуют прием, который носит название 
«нормализации критериев», заключающийся в 
приведении разнотипных критериев к единой 
шкале. Правда, получающаяся таким образом 
«искусственная» шкала не имеет ничего общего 
с упомянутыми выше теми или иными предста-
вителями «естественных» количественных 
шкал. Этот прием заключается в применении к 
критериям таких монотонных преобразований, 
которые в той или иной степени «уравнивают» 
пределы изменения данных критериев. Наибо-
лее распространенным преобразованием данно-
го типа является замена исходного критерия  fi  
на преобразованный критерий вида: 

minmax

max )(~

ii

ii
i yy

xfy
f




 ,
 

где max
iy  и min

iy  – максимальное и минимальное 
значения функции fi на множестве X, в предпо-
ложении, разумеется, что они существуют. 

Однако так как при максимизации линейной 
свертки с положительными коэффициентами мы 
никогда не выйдем за пределы множества Паре-
то, знаменатель нормализованного критерия 
имеет смысл уточнить следующим образом: 

N
ii

ii
i yy

xfy
f




 max

max )(~~
, 

где N
iy  означает i - ю компоненту надир векто-

ра, введенного в предыдущем разделе. 

Значения, таким образом преобразованных 
критериев, лежат в пределах отрезка , 
чем, собственно, и обеспечивается указанное 
выше «уравнивание». Кроме того, каждое из 
этих преобразований является положительным 
линейным (точнее говоря, аффинным), а зна-
чит, строго возрастающим. Поэтому множество 
Парето при таком преобразовании не изменяет-
ся, а значит, нормализацию вполне можно ис-
пользовать в связке с принципом Эджворта-
Парето и последующим применением линейной 
свертки преобразованных критериев.  

Наиболее уязвимо для критики применение 
линейной свертки в части назначения ее коэф-
фициентов. Обычно считается, что они харак-
теризуют некий «вес», или «важность» соответ-
ствующего критерия, однако до сих пор еще 
никто не дал точного определения этих поня-
тий, связанных с линейной сверткой, хотя и 
предложено множество приемов для их отыс-
кания. Например, когда вообще нет никакой 
информации о приоритете того или иного  
критерия, коэффициенты линейной свертки 
предлагают выбирать одинаковыми. В случае 
строгого упорядочения «весов» критериев ко-
эффициенты назначают так, чтобы они равно-
мерно заполняли отрезок своего изменения 
[0,1]. Еще один вариант определения коэффи-
циентов линейной свертки критериев основан 
на попарном сравнении «весов» критериев и 
последующем использовании метода анализа 
иерархий [10]. В некоторых случаях их нахож-
дение поручают экспертам. При этом каждый 
эксперт вкладывает в понятие «вес критерия»  
свой собственный субъективный смысл, а зна-
чит ни о какой объективности метода линейной 
свертки говорить не приходится. В силу ска-
занного, этот метод причисляют лишь к списку 
эвристических приемов решения многокрите-
риальных задач, когда строгое обоснование  
заменяется теми или иными «разумными» со-
ображениями. Еще одним признаком эвристи-
ческого подхода является невозможность четко 
описать класс задач, в котором применение 
данного метода гарантированно приводит к 
требуемому решению. 

Если существование линейной функции по-
лезности обеспечено, то коэффициенты долж-
ны выбираться так, чтобы имело место соот-
ношение (1). Ясно, что на практике выполнить 
эту задачу нереально. Именно поэтому, как 
указано выше, вопрос назначения коэффициен-

]1,0[
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тов переводят в другую плоскость и прибегают 
к различного рода уловкам, использующим не-
определенные понятия «вес», «важность» и т.п.  

Аналогично поступают и при выделении с 
помощью линейной свертки того или иного па-
рето-оптимального вектора. Однако конкрет-
ной связи между коэффициентами линейной 
свертки и различными парето-оптимальными 
векторами в руках у исследователя нет, а зна-
чит, каким бы изощренным не был способ 
назначения указанных коэффициентов, нет ни-
какой гарантии, что в итоге будет найден дей-
ствительно «наилучший» парето-оптимальный 
вектор (или их некое подмножество) в данной 
задаче. 

6. Применение линейной свертки  
на завершающем этапе сужения 
множества Парето 

Если принять принцип Эджворта-Парето, то 
решение исходной задачи, т.е. нахождение 
множества выбираемых векторов, можно трак-
товать как сужение множества Парето до иско-
мого множества C(Y) [7]. Такое сужение может 
быть обоснованным только в том случае, когда 
используется какая-то дополнительная инфор-
мация о предпочтениях ЛПР, позволяющая 
«выбраковывать» непригодные парето-опти-
мальные векторы. По-видимому, наиболее 
удобной в этом плане является информация об 
отношении предпочтения ЛПР в виде пары па-
рето-оптимальных векторов, из которых ЛПР 
выбирает один вектор и не выбирает другой. 
Согласно аксиоме исключения доминируемых 
вариантов, в таком случае второй вектор не 
должен попасть в число выбираемых и таким 
образом произойдет его «выбраковка». Если 
при этом допустить выполнение некоторых до-
полнительных «разумных» требований (акси-
ом) к отношению предпочтения, то вместе со 
вторым вектором будет удален целый ряд дру-
гих парето-оптимальных векторов и, тем са-
мым, произойдет заметное сужение множества 
Парето. Интересно, что полученное сужение 
также будет представлять собой множество Па-
рето, но относительно нового векторного кри-
терия, причем все элементы искомого множе-
ства C(Y) заведомо сохранятся в нем.  

Сказанное составляет существо аксиомати-
ческого подхода к сужению множества Паре-

то, который автор начал разрабатывать еще в 
начале 80-х годов прошлого столетия [6]. К 
настоящему времени благодаря усилиям автора 
и его учеников этот подход приобрел заверша-
ющие очертания, и его применение открывает 
возможности использования определенного ти-
па информации об отношении предпочтения 
ЛПР для обоснованного сужения множества 
Парето. Фундамент аксиоматического подхода 
составляют четыре аксиомы – это аксиомы ис-
ключения, согласования, продолжения и акси-
ома инвариантности [6]. Предполагается, что 
ЛПР принимает все эти аксиомы, которые ха-
рактеризуют его поведение в процессе приня-
тие решений как «разумное».  

Ключевое понятие аксиоматического подхо-
да вводится в следующем определении. 

Определение. Пусть заданы два множества 
номеров критериев },...,2,1{, mIBA  , A , 

B , BA . Будем говорить, что задан 
квант информации об отношении предпочте-
ния с группами номеров (критериев) A  и B  и 
двумя наборами положительных параметров 

*
iw  для всех Ai  и *

jw  для всех Bj , если 

для любой пары векторов mRyy , , для кото-
рых верно 

0*  iii wyy  при всех  Ai , 

0*  jjj wyy  при всех Bj , 

ss yy   при всех )(\ BAIs   

имеет место соотношение .yy   
На геометрическом языке наличие кванта 

информации об отношении предпочтения ЛПР 
означает выполнение соотношения 

0uyy   при некотором векторе u , име-
ющем, по крайней мере, одну строго положи-
тельную и одну строго отрицательную компо-
ненты. Отрицательные компоненты (взятые по 
абсолютной величине) характеризуют макси-
мальные пределы уступок, на которые готово 
пойти ЛПР по соответствующим этим компо-
нентам критериям, чтобы получить выигрыш 
(прибавки) не менее значений, равным положи-
тельным компонентам вектора u  по соответ-
ствующим им критериям. В целом наличие ука-
занного кванта информации свидетельствует о 
готовности ЛПР идти на определенный ком-
промисс. Чем больше абсолютные величины 
отрицательных компонент и чем меньше поло-
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жительные компоненты, тем более гибко ЛПР 
ведет себя в процессе принятия решений. В та-
ком случае можно рассчитывать на более высо-
кую степень сужения множества Парето. На 
практике подобного рода квант информации 
выявляется в результате прямого опроса ЛПР. 

Теорема 3 [6]. В условиях выполнения акси-
ом 1 − 4 «разумного» выбора [6] и наличии 
кванта информации для любого множества 
выбираемых вариантов C(X) выполняются 
включения )()()( XPXPXC fg  , где )(XPg  – 

множество парето-оптимальных вариантов 
на множестве X относительно векторного 
критерия g , составленного из компонент if  

при всех BIi \  и новых компонент 

ijjiij fwfwg   при всех BjAi  , . 

В соответствии с теоремой 3, для того чтобы 
реализовать квант информации, следует сфор-
мировать новый векторный критерий g и найти 
множество Парето )(XPg  относительно него. 

Оно, в общем случае, дает более точную оцен-
ку сверху для неизвестного множества выбира-
емых вариантов C(X), чем исходное множество 
Парето )(XPf . 

Применение аксиоматического подхода не 
гарантирует получение искомого множества 
C(X) (даже если использовать не один, а сразу 
несколько непротиворечивых квантов инфор-
мации). Как правило, удается построить лишь 
некоторое подмножество множества Парето, 
которое заведомо содержит неизвестное мно-
жество C(X). Несмотря на это, несомненным 
достоинством аксиоматического подхода явля-
ется его детальная математическая проработка, 
простота и надежность используемой инфор-
мации, а также полная гарантия того, что по-
строенное с его помощью сужение множества 
Парето содержит все элементы неизвестного 
множества выбираемых вариантов C(X). 

Выше отмечалось, что применение линейной 
свертки на практике часто никак не обосновыва-
ется, а при назначении ее коэффициентов ис-
пользуются приемы, которые не обязательно 
приводят к действительно наилучшему резуль-
тату. С другой стороны, нередко удается вы-
явить информацию об отношении предпочтения 
ЛПР в виде указанных квантов. Эту информа-
цию можно (и даже нужно) использовать для 
решения задачи многокритериального выбора, 
тем более что она никак не связана с методом 

линейной свертки. В этой связи, для уменьше-
ния возможных негативных последствий и 
неизбежных ошибок, связанных с применением 
линейной свертки, предлагается комбиниро-
ванный подход. Рекомендуется сначала макси-
мально сузить множество Парето, используя 
аксиоматический подход на основе имеющего-
ся в распоряжении исследователя набора ин-
формации об отношении предпочтения ЛПР, а 
уже затем определиться с окончательным вы-
бором с помощью метода линейной свертки для 
исходного набора критериев, но на новом, бо-
лее узком множестве Парето. Чем больше 
удастся сузить множество Парето за счет кван-
тов, тем меньше могут оказаться возможные 
ошибки. Нужно лишь научиться извлекать не-
обходимую информацию об отношении пред-
почтения ЛПР. В этом смысле процесс сужения 
в значительной степени зависит от опыта, уме-
ния и знаний исследователя, его невозможно 
формализовать. 

В заключение добавим, что корректность 
использования подобного комбинированного 
подхода подтверждается тем, что в рамках  
выполнения аксиом «разумного» выбора, ле-
жащих в основе аксиоматического подхода,  
отношение предпочтения ЛПР является конус-
ным, а значит, по крайней мере, необходимое 
условие существования линейной функции по-
лезности выполнено. 
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