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Расщепление классических индексов влияния 
 

Аннотация. Степень влияния участников голосовательных систем на результат процедуры принятия решений 
измеряется методами индексов влияния. Наиболее известными являются индексы Шепли-Шубика и Банцхафа. 
Оба индекса имеют свойство самодвойственности: влияние поддержки выгодного решения оказывается равным 
влиянию блокирования невыгодного решения. В настоящей работе предлагается естественный подход к расщеп-
лению значения Шепли на несимметричные компоненты. Соответствующее расщепление индекса Шепли-Шубика 
приводит к несимметричным влияниям поддержки и подавления. Аналогичным образом расщепляется индекс 
Банцхафа. 
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Введение 

Традиционным методом измерения силы 
политического влияния в голосовательных си-
стемах является метод индексов влияния [1]. 
Известно несколько различных подходов к вы-
числению индексов, однако, наиболее извест-
ными и исследованными являются индексы 
Шепли-Шубика [2] и Банцхафа [3, 4]. 

Формально, голосовательная схема приня-
тия решений может быть смоделирована ко-
оперативной игрой, заданной в форме характе-
ристической функции.  

Пусть N – есть множество голосующих,  
SN – любая их коалиция, W – множество вы-
игрывающих коалиций, а v(S) - характеристи-
ческая функция (игра). Игра v называется про-
стой, если для любой коалиции S выполнено: 
v(S){0,1}. Простая игра называется 
голосовательной, если: 
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Индекс Шепли-Шубика является частным 
случаем применения к голосовательным играм 
более общей концепции значения для коопера-
тивных игр, введенной Шепли [5]. Значение 
или индекс игрока – есть его априорный шанс 
стать решающим игроком, т.е. таким игроком, 

который присоединяясь к проигрывающей коа-
лиции, превращает ее в выигрывающую. Ин-
декс Шепли-Шубика для игрока i есть: 
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где s=|S|,  n=|N|. 
Другая концепция индекса влияния была 

предложена юристом Банцхафом. Если индекс 
Шепли-Шубика подсчитывает долю упорядо-
чиваний игроков, при которых игрок i приносит 
решающий голос, то нормализованный индекс 
Банцхафа подсчитывает долю коалиций, в ко-
торых игрок i – решающий. Пусть i  - число 

коалиций, где игрок i –решающий. Тогда нор-
мализованный индекс Банцхафа есть: 
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Часто рассматривается также ненормализо-
ванный индекс: 

   1' 2 nv v   (1.3) 

Вероятностная интерпретация индексов (1.1) 
и (1.3) связана с мультилинейным расширеени-
ем игры, введенным Оуэном [6]. Мультилиней-
ное расширение (МЛР) игры v есть функция f, 
определенная следующим образом: 
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 n j j
S N j S j S

f x x x x v S
  

  1( ,..., ) 1 ( )  (1.4) 

где jx j n  0 1; 1,..., .   

Вероятностная интерпретация МЛР состоит 
в следующем. Пусть коалиция S формируется 
случайным образом. Причем, событие :ia i S  

имеет вероятность ix . Тогда в предположении, 

что все события ia  независимы, получаем, что 

вероятность формирования коалиции S есть: 
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и таким образом: 

 1( ,..., ) ( )nf x x M v S  (1.5) 

То есть, в рамках сделанных вероятностных 
предположений МЛР есть математическое ожи-
дание выигрыша коалиции. Для голосовательных 
игр в формуле (1.4) вместо N следует использо-
вать W, и тогда она превращается в вероятность 
прохождения голосуемого решения: 

 n j j
S W j S j S

f x x x x
  

  1( ,..., ) 1  (1.6) 

Важную роль в теории МЛР играет i-ая 
частная производная от f(x), обозначаемая как 
݂ሺሻሺݔሻ. Действительно, интеграл от этой вели-
чины, взятый вдоль главной диагонали 

 1 2 ... nx x x    куба  0,1
N

, дает значение 

Шепли для игрока i: 

 
1

( )

0

( , ,..., )i
if t t t dt v  (1.7) 

В то же время, значение частной производ-
ной в центральной точке куба дает индекс (1.3): 

   i
if v( ) '1 1 1, ,...,2 2 2  

Страффин [7] дал вероятностную интерпре-
тацию индексов   и . Она основана на идее 
вероятности индивидуального воздействия. 
Страффин задает следующий вопрос: 
Какова вероятность того, что мой голос 

повлияет на результат? То есть, какова веро-
ятность того, что голоса остальных распре-
делятся таким образом, что решение пройдет, 
если я проголосую «за», и не пройдет, если я 
проголосую «против»? 

Он показал, что  является ответом на ука-
занный вопрос в предположении о независимо-
сти (каждое xi выбирается независимо из рав-
номерного распределения на [0,1]);  дает ответ 
на тот же вопрос в предположении об однород-
ности (случайная величина x выбирается неза-
висимо из равномерного распределения на [0,1] 
и ix x  для любого i). 

Пусть Wi – множество выигрывающих коа-
лиций, для которых игрок i является решаю-
щим. Тогда ответом на вопрос Страффина яв-
ляется вероятность: 
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Данная вероятность представляет часть вероят-
ности прохождения проекта решения (1.6), при-
чем именно ту ее часть, которая контролируется 
игроком i. Действительно, если игрок i голосует 
«против», то коалиции Wi становятся проигры-
вающими. Если же он голосует «за», то вероят-
ность прохождения решения возрастает на вели-
чину (1.8) по сравнению с «против». Вопрос 
Страффина может, таким образом, быть задан в 
эквивалентной формулировке: Насколько варьи-
рует вероятность прохождения проекта в зави-
симости от моих «за» или «против». 

Целью настоящей работы является разбить 
традиционные индексы влияния на две, вообще 
говоря, несимметричные составляющие, отвеча-
ющие за влияние «проведения» и влияние «бло-
кировки». То есть, отвечающие за возможности 
участника по проведению проекта решения или 
по противодействию ему. Соответственно, 
вопрос Страффина распадается на два: 

1. На сколько я могу увеличить вероятность 
прохождения проекта решения, если проголо-
сую «за»? (влияние «проведения»)  

2. На сколько я могу уменьшить вероят-
ность прохождения проекта решения, если про-
голосую «против»? (влияние «блокировки») 

Необходимость расщепления индекса влия-
ния диктуется следующими соображениями. 
Индекс Шепли-Шубика обладает свойством 
симметричности: влияние «проведения» и вли-
яние «блокировки» любого игрока всегда оди-
наковы и равны его значению Шепли. В то же 
время этот результат контр-интуитивен. Легко 
построить пример, когда влияние блокировки 
явно выше влияния проведения.  
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Пусть, например, имеется акционерное об-
щество, состоящее из трех акционеров, обла-
дающих 1, 2 и 3 акциями соответственно. Для 
прохождения решения требуется не менее 4 го-
лосов. Ясно, что третий акционер обладает пра-
вом вето. Он может заблокировать любое ре-
шение, проголосовав «против». В то же время 
он не является диктатором: для того, чтобы 
провести решение, ему необходима поддержка 
хотя бы одного из оставшихся акционеров. Яс-
но, что ситуация несимметрична при оценке 
возможностей «проведения» и «блокировки». 
По крайней мере, коалиция, состоящая из одно-
го третьего акционера, является блокирующей, 
но не является выигрывающей. 

Акимов и Керби [8] ввели усредненное зна-
чение для кооперативных игр, также приводя-
щее к расщеплению значения Шепли на две со-
ставляющие. Однако расщепление на основе 
вероятностных соображений оказывается не-
сколько иным. 

Ответы на два приведенных выше вопроса 
дают нам: 

 идею нового значения для кооперативных 
игр, расщепляющего в общем случае значение 
Шепли на две составляющие и, в частном слу-
чае, индекс Шепли-Шубика на влияние «прове-
дение» и «блокировки»; 

 расширение понятия индекса Банцхафа. 

1. Расщепление значения Шепли 

Множество Т называется носителем игры v, 
если для любого S выполнено v(S)=v(ST). 

Индекс Шепли-Шубика не что иное как зна-
чение Шепли, используемое в качестве меры 
политического (голосовательного) влияния. 
Значения Шепли для игры v представляют со-
бой n-вектор =(1,…,n) такой, что каждый 
игрок i характеризуется значением: 
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где N – любой носитель игры v, а s и n пред-
ставляют числа элементов во множествах S и N 
соответственно.  

Из (1.4) непосредственно следует, что  
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Из (2.2) и (2.5) легко видеть, что  
i i i
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В случае голосовательных игр 
  i if x и f x 

( ) ( )( ) ( )  равны вероятностям прохожде-
ния проекта решения в предположении одно-
родности и при условии, что игрок i фиксирует 
свой выбор («за» или «против», соответствен-
но). Для ответа на вопросы, поставленные во 
введении, осталось выбрать начальную точку 
отсчета. Такой точкой естественно является ве-
роятность прохождения проекта решения в 
предположении однородности и невыделенно-
сти игрока i, то есть f(x). Ответим теперь на во-
просы 1 и 2. Соответствующие вероятности 
равны:  

i
id x f x f x  ( )( ) ( ) ( )  

i
id x f x f x   ( )( ) ( ) ( )  

Поскольку для голосовательных игр разно-
сти 1 и 2 представляют собой отклонения в ве-
роятности прохождения проекта решения, про-
дуцируемые решением игрока i, то их 
естественно связать с влиянием поддержки и 
блокирования, соответственно.  

В общем случае кооперативной игры di+(x) и 
di-(x) представляют собой “позитивные” и “нега-
тивные” изменения в М[v(S)], обусловленные 
фиксацией позиции игрока i (iS или iS). 

Очевидно, что ( ) ( ) ( ) ( )i
i if x d x d x   . То-

гда с учетом (1.7) получаем: 

i i id t t t dt d t t t dt    
1 1

0 0

( , ,..., ) ( , ,..., )  (2.4) 

Введем обозначения: 
1

0

( , ,..., )
i id t t t dt

   - значение кооперации 

(влияние поддержки в голосовательных играх) 
1

0

( , ,..., )i id t t t dt
    - значение оппозиции 

(влияние блокировки в голосовательных играх). 
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Тогда (2.4) есть расщепление значения Шепли 
на две составляющие, или (для голосовательных 
игр) расщепление полного влияния игрока, пред-
ставленного индексом Шепли-Шубика, на влия-
ние поддержки и влияние блокировки. Данное 
расщепление является, вообще говоря, несиммет-
ричным. Из дальнейших примеров будет видно, 
что влияние блокировки часто оказывается выше 
влияния поддержки, что вполне согласуется с ин-
туитивным представлением о том, что заблоки-
ровать решение обычно легче, чем добиться его 
принятия. Симметричность индекса Шепли-
Шубика объясняется тем обстоятельством, что в 
качестве меры влияния поддержки используется 
полное влияние игрока. 

2. Аксиоматизация значения  
кооперации 

В этом разделе значения кооперации и оппо-
зиции будут выведены аксиоматически. Преж-
де всего преобразуем di+(x) с учетом (1.4) и 
(2.2): 
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Полагая x=(t,t,…,t) и интегрируя, получаем: 
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Теперь можно найти условие нормализации: 

 

          

n n

i
i i S N i

S N s n

s
s n S N n

n n
S s

ss
s sn

s n s
v S i v S

n

s s n s s n s n s
v S v S

n n

v N s n s v S
v S

n n n C

v S
v

n C n



  

 

 



 


   



    
 

 


  
  

 
 

  

 

 

 

1 1 \{ }

| |

0 0

!( )!
( { }) ( )

( 1)!

( 1)!( 1)! !( )!( )
( ) ( )

( 1)! ( 1)!

( ) !( )! 1 ( )
( )

1 ( 1)! 1

( )1 1
1 1

                 

 (3.3) 

где ݒ௦ ൌ |ܶ|		|	ሺܶሻݒሺܯ ൌ -ሻ. В выкладках исݏ
пользован тот факт, что игрока i можно вы-
брать внутри коалиции s способами, а вне коа-
лиции - (n-s) способами. Фактически, 
суммарное значение кооперации всех n игроков 
есть vs, усредненное по всем размерам коали-
ции, включая пустую коалицию. 

Шепли показал, что для любого носителя N 
игры v существует в точности одна функция 
значения [v], задаваемая (2.1) и удовлетворя-
ющая следующим аксиомам: 

Для любых игр v и w 
S1. ("Симметрия") ( )[ ] [ ]i iv v    для лю-

бой перестановки  множества N. 
S2. (“Закон агрегирования”) 
[ ] [ ] [ ]v w v w      

S3. (“Эффективность” или “нормализация”) 

[ ] ( )i
i N

v v N


  для любого носителя N игры v. 

Сохраняя две первые аксиомы неизменны-
ми, используем (3.3) в качестве третьей. В ре-
зультате получаем аналог теоремы Шепли: 

Теорема 1. Существует единственная функ-

ция значения [ ]v , удовлетворяющая следу-
ющим аксиомам: 

Для любых игр v и w 

A1. ("Симметрия") 
( )
[ ] [ ]

i i
v v


     для лю-

бой перестановки  множества N. 
A2. (“Закон агрегирования”) 

[ ] [ ] [ ]v w v w        
A3. (“Эффективность” или “нормализация”) 

0

1
[ ]

1

n

i s
i N s

v v
n



 


   для любого носителя N 

игры v. 
Доказательство теоремы 1 вполне аналогич-

но доказательству классической теоремы Ше-
пли (Приложение). 

Определение: Игра v* называется двой-
ственной к v, если она для любого S N  удо-

влетворяет условию * ( ) ( ) ( \ )v S v N v N S  .  
Для любой функции значения Val опреде-

лим двойственную функцию Val*: 
Val*[v]=Val[v*]. 

Теорема 2. Значение оппозиции является 
двойственным по отношению к влиянию ко-

операции:  *i i   . 
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Доказательство. Принимая во внимание, 

что i i i     , а также (3.3) и A3, получаем: 
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Положим T=N\S, тогда: 
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Что и требовалось доказать. 

Следствие.  *i i i      

3. Возможности расщепления  
индекса Банцхафа 

В случае индекса Банцхафа предполагается, 
что все голосующие голосуют «за» или «про-
тив» с вероятностью ½. Одним из способов 
обобщения понятия индекса влияния и при-
ближения его к реальным голосовательным 
процессам является допущение о том, что рас-
пределение вероятностей может быть и другим. 
Это допущение становится особенно важным 
при анализе таких структур принятия решений 
как, например, парламенты. Любой законопро-
ект, прежде чем быть поставленным на голосо-
вание, публично обсуждается, по крайней мере, 
в подкомитетах. В силу этого предварительные 
позиции многих парламентариев более или ме-
нее предсказуемы, и можно говорить об апри-
орных вероятностях для них проголосовать 
«за». Представляется вполне естественным 
включить априорные вероятности в вычисле-
ние индексов влияния. 

Введенные выше отклонения вероятности 
прохождения законопроекта, обуславливаемые 
решением игрока i: (di+ и di-) представляются 
естественными величинами, характеризующи-
ми влияние поддержки и блокировки игрока. В 
то время как их сумма характеризует его пол-
ное влияние. На основе данных характеристик 

могут быть построены индексы влияния в стиле 
Банцхафа. Один из способов состоит в вычис-
лении относительного полного влияния игрока: 

                                                (4.1) 
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где последняя сумма демонстрирует способ де-
композиции полного влияния на компоненты 
поддержки и блокировки. Другой способ со-
стоит в вычислении относительных влияний 
поддержки и блокировки: 

i i
i i

j jj j

d x d x
x x

d x d x
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Все вышеприведенные индексы являются 
функциями распределения априорных вероят-
ностей х. Ниже будет показано, что индексы 
(4.1) и (4.2) являются естественными расшире-
ниями индексов Банцхафа. Индексу Банцхафа 
соответствует предположение о независимости: 

(1/2,...,1/2)x   (4.3.) 
В предположении (4.3) получаем из (3.1): 

 
n n

i i
S N i

d x v S i v S 
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Аналогично, при тех же предположениях: 
n n

i
i i id x f x 




       
   

1
( )1 1

( ) ; ( )
2 2

(4.5) 

Легко видеть из (4.1), (4.2), (4.4), (4.5), что в 

предположении (4.3), ' '
i i i i       , при 

этом ( ) (1/2,...,1/2)if  представляет собой не-
нормализованный индекс Банцхафа. Индексы 
Банцхафа определены только для уникального 
распределения вероятностей х, соответствую-
щего центральной точке n-мерного куба [0,1]N. 
Функция f (i)(x), где х – произвольное распреде-
ление вероятностей, может служить естествен-
ным расширением ненормализованного индек-
са Банцхафа на все внутреннее пространство 
куба. В этом случае величины d и   (в предпо-

ложении, что ( ) ( ) 0j

j
f x  ) представляют 

собой компоненты поддержки и блокировки 
для ненормализованного и нормализованного 
индексов, соответственно. 

Расщепление индекса Банцхафа на две ука-
занные компоненты тривиально, т.к. di+=di- = ½fi 
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при условии (4.3). Но для любого другого рас-
пределения влияния поддержки и блокировки 
становятся не симметричными. Причем компо-
ненты влияния оказываются линейно зависи-
мыми от собственной априорной позиции игро-
ка i. Пусть все xj  фиксированы для j i , тогда 

(1 ) ;i i i id x const d x const      .  

Скажем, если ожидается, что игрок i прого-
лосует «за» (xi – близко к 1), то его влияние 
поддержки близко к нулю (он не может сколь-
ко-нибудь существенно увеличить вероятность 
прохождения законопроекта). В то же время 
блокирующее влияние игрока, связанное с 
неожиданным «против», близко к максимально 
возможному. 

4. Влияния поддержки и блокировки  
в Совете Безопасности ООН 

Распределение политического влияния в Со-
вете Безопасности ООН многократно рассчи-
тывалось различными авторами. Шепли и Шу-
бик [2] рассчитали данное распределение с 
точки зрения своего индекса для первоначаль-
ного состава Совета (11 членов: 5 постоянных и 
6 непостоянных). Большинство составляло 7 
членов, включая все 5 постоянных. Расчеты для 
современного состава Совета можно найти во 
многих публикациях [9-11]. В работах [12] и 
[13] рассматривается перераспределение влия-
ния в Совете Безопасности ООН при различных 
вариантах его реформирования. Целью настоя-
щего раздела является иллюстрация возможно-
стей расщепления классических индексов вли-
яния на примере современного состава Совета 
Безопасности. 

Совет Безопасности ООН является прекрас-
ным примером для демонстрации возможно-
стей расщепленных индексов влияния. В со-
временном составе Совета имеется 15 членов, 5 
из которых являются постоянными и обладают 
правом вето. Это означает, что постоянный 
член может лично заблокировать любое реше-
ние Совета. Интуитивно ясно, что постоянные 
члены, благодаря праву вето, обладают значи-
тельными блокирующими возможностями, 
нежели возможностями по проведению в жизнь 
поддерживаемых ими решений. Именно это и 
выявляют расщепленные индексы, в то время 
как классические индексы влияния считают 

влияния поддержки и блокирования равными 
между собой величинами. 

4.1. Расщепление индекса Шепли-Шубика 

Выигрывающая коалиция в Совете Безопас-
ности ООН состоит из всех пяти постоянных 
членов и, по крайней мере, четырех из 10 непо-
стоянных членов. Обозначая, в соответствии с 
предположением о равномерности, вероятность 
проголосовать «за» для каждого из участников 
через t, получаем: 

i i i

i

f t t t t C t t 
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С учетом (2.3): 
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Таким образом, влияние поддержки для них 
есть: 
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а влияние блокировки с учетом права вето есть: 

 

0,16492i
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В сумме два вышеприведенных индекса да-
ют значение Шепли: 0,19627p p p      , но 

влияние блокирования оказывается более чем в 
пять раз превышающим влияние поддержки. 

Что касается непостоянных членов, то они 
не обладают правом вето, и их индексы под-
держки и блокировки оказываются одного по-
рядка величины: 

      0,00081585
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4.2. Расширенный индекс Банцхафа 

Представляется, что соответствие между ре-
альной частотой прохождения решения и тео-
ретически рассчитанной модельной вероятно-
стью его прохождения является одним из 
важных факторов оценки пригодности модели 
и, в частности, схемы рандомизации для оценки 
степени влиятельности участников процесса 
принятия решений. Индексы Шепли-Шубика и 
Банцхафа основаны на абсолютно различных 
схемах рандомизации. Если считать, что проект 
решения выбран случайным образом, то первая 
схема дает вероятность его прохождения по-
рядка 16,5%, в то время как вторая – всего 
лишь 2,6%. Это показывает, что схемы не могут 
быть справедливыми одновременно. Неслучай-
но многие авторы придерживаются того мне-
ния, что индекс Шепли-Шубика предпочти-
тельнее использовать в случае оценки 
влиятельности членов Совета Безопасности 
ООН. Вероятности прохождения проектов ока-
зываются фиксированными для указанных слу-
чаев, поскольку они целиком определяются 
схемами рандомизации. Для расширенного ин-
декса Банцхафа схема рандомизации не являет-
ся фиксированной, поэтому вероятность про-
хождения проекта может гибко изменяться.  

Ниже в чисто иллюстративных целях рас-
считаны вероятности прохождения проекта ре-
шения в СБ ООН и расширенные индексы 
Банцхафа в упрощенном предположении, что 
все участники голосуют случайным образом и 

имеют одинаковые для всех вероятности про-
голосовать в поддержку решения, т.е. 

nx x x t   1 2 ... .  
В Табл. 1 полное влияние постоянного члена 

рассчитывается по формуле (5.2). Непостоян-
ный член имеет решающий голос только  
в том случае, когда все 5 постоянных членов  
и ровно 3 непостоянных голосуют «за»:

npf t C t t t t   ( ) 5 3 3 6 8 6
9 (1 ) 84 (1 )  

При уровне поддержки t=0,7 вероятность 
прохождения проекта решения по расширенной 
схеме Банцхафа становится практически рав-
ной вероятности по схеме Шепли-Шубика, то 
есть схемы перестают противоречить друг дру-
гу в плане вероятности прохождения решения. 
Индекс Шепли-Шубика показывает примерно 
100-кратное превосходство во влиятельности 
постоянного члена над непостоянным. Тради-
ционный индекс Банцхафа дает лишь 10-
кратное превосходство. Многие исследователи 
на уровне интуиции отдают преимущество ин-
дексу Шепли-Шубика именно потому, что 100-
кратное превосходство выглядит естественнее, 
чем 10-кратное. Из Табл. 2 видно, что при 
уровне поддержки 0,7 расширенный индекс 
Банцхафа дает уже 67 кратное преимущество, 
что гораздо лучше соответствует интуитивным 
представлениям. В то же время превосходство 
блокирующей компоненты над поддерживаю-
щей оказывается неубедительным (в 2,33 раза). 
Расщепление индекса Шепли-Шубика дает зна-
чительно больший разрыв. 

Табл.1. Ненормализованные расширенные индексы Банцхафа для членов СБ ООН 

Вероятность поддержки (t) 0.7 0.5 
(Банцхаф) 

0.3 

Вероятность прохождения 0.16629 0.025879 0.000851 

Постоянный член Блокирующее влияние (di-) 0.16629 0.025879 0.000851 

Влияние поддержки (di+) 0.071267 0.025879 0.001987 

Полное влияние  (fi) 0.237557 0.051758 0.002838 

Непостоянный член Блокирующее влияние  0.002471 0.002563 0.000195 

Влияние поддержки 0.001059 0.002563 0.00454 

Полное влияние 0.00353 0.005127 0.000648 

Табл. 2. Нормализованные индексы и некоторые отношения 

Вероятность поддержки (t) 0.7 0.5 0.3 

Полное влияние непостоянного члена 0.002886 0.016535 0.031362 

Полное влияние постоянного члена 0.194227 0.166929 0.137277 

Постоянный/непостоянный 67.29401 10.09524 4.377219 

Поддержка/блокирование 0.428571 1 2.333333 
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Заключение 

В настоящей работе показано, что вероятност-
ный подход, основанный на идее мультилиней-
ного расширения игр, помогает найти естествен-
ный способ расщепления значения Шепли на 
значения кооперации и оппозиции. Указанные 
значения являются двойственными, а сумма их 
равна соответствующему значению Шепли. В 
случае голосовательных игр указанные значения 
естественным образом представляют позитивное 
(поддержки) и негативное (блокирующее) влия-

ние игроков, отражающие их возможности по 
проведению в жизнь желательных и блокирова-
нию нежелательных проектов решений. В пол-
ном соответствии с ожиданиями здравого смысла 
эти влияния оказываются, вообще говоря, не 
симметричными в отличие от теоретически сим-
метричных классических индексов. 

Те же идеи позволяют расщепить и другой 
классический индекс влияния – индекс 
Банцхафа и расширить область его применения, 
отказавшись от жесткой схемы рандомизации. 

Приложение. Доказательство теоремы 1 

Доказательство теоремы основано на последовательности лемм. 
Пусть NU - конечный носитель игры v. Обозначим   . 
Лемма 1. Для любой коалиции S, определим игру ws следующим образом: 

 s

S T
w T

S T


  

0,
( )

1,
 

Тогда, если s есть число игроков в S, то 

 i s

i S
s sw

i S


   
 

1
,

( 1)

0,

 (7.1) 

Доказательство. Ясно, что S является носителем для ws. Если i S , то  v S v S i ( ) ( )  и 

 i sw  0  по аксиоме A3. 

Выберем i и j во множестве S, и выберем  U   такое, что S=S и i=j. Тогда мы имеем 

ws=ws и по аксиоме A1  

   i s j sw w   (7.2) 

По аксиоме А3 имеем: 
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так как ws(C)=0 для всех c=|C|<s. 
Теперь (7.1) следует из (7.2) и (7.3).  
Следствие. Если c>0, тогда  
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Лемма 2 [Шепли]. Любая игра с конечным носителем представима в виде линейной комбина-
ции симметричных игр ws: 

s s
S N
S

v c w



   

где N – любой носитель игры, а коэффициенты равны: 

( ) ( 1) ( )s t
s

T S

c v v T



   (7.4) 

Доказательство дано в [Shapley, 1953]. 
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Доказательство теоремы 1. Согласно Лемме 2 любая игра может быть представлена в виде ли-
нейной комбинации игр ws. По Лемме 1 функция  единственным образом определена для таких игр. 
Некоторые коэффициенты cs могут быть отрицательными, тем не менее, легко увидеть из аксиомы A2, 
что если u, v, (u-v) – все игры, то [u-v]= [u]-[v]. Далее, по аксиоме A2 функция  единственным об-
разом определена для любой игры v. Точная формула для функции  выводится ниже. 
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S N S N

i S

v c w c
s s

 
 



 
  1

( 1)
 

Используя (7.4) имеем: 
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Тогда значение  есть: 
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