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Задачи группового преследования цели  
в условиях возмущений1 

 

Аннотация. Рассматриваются теоретико-игровые задачи группового преследования цели в условиях возмуще-
ний. В качестве объектов выступают беспилотные летательные аппараты (ЛА), математические модели которых 
задаются передаточными функциями, описывающими двухконтурную систему управления с автопилотом и пара-
метрами настройки, обеспечивающими необходимую устойчивость полета. В соответствии с принципом разделе-
ния движения, без потери общности, решения рассматриваются в плоскости тангажа. В экспериментальной части 
работы моделируются ситуации, характерные для решения указанных задач. 
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Введение 

Решение задачи преследования динамиче-
ской цели изучается в рамках теории диффе-
ренциальных игр [1-3]. В работах [4-8] рас-
сматриваются игры преследования нескольких 
управляемых объектов группой управляемых 
объектов, в том числе задачи простого пресле-
дования жестко скоординированных убегаю-
щих, с фазовыми ограничениями. В работах 
[9, 10] исследовалась задача группового пре-
следования нескольких убегающих при равных 
возможностях всех участников, получены  
достаточные, а в некоторых случаях и необхо-
димые условия убегания в задаче простого пре-
следования. Антагонистическая задача с  
несколькими преследователями и одним убе-
гающим, в которой расстояние пройденное  
игроком является линейной функцией от вре-
мени, а вектор скорости может менять направ-
ление, была изучена в работе [11]. В ней пока-
зано, что если скорость преследователей 

меньше скорости убегающего, то решение о 
возможности положительного исхода для убе-
гающего можно получить построением семей-
ства окружностей Аполлония.  

В данной работе задача преследования рас-
сматривается с учетом следующих дополни-
тельных особенностей: 

1)  объектами являются модели летательных 
аппаратов с заданными реальными характери-
стиками; 

2)  преследование осуществляется в услови-
ях случайных воздушных возмущений; 

3)  управления вырабатываются на основе 
интеллектуальных стратегий, реализуемых пра-
вилами, имитирующими действия пилотов. 

Ранее задача простого преследования реша-
лась автором для случая одного преследователя и 
одной цели [12, 13]. Полученные результаты поз-
волили перейти вплотную к разработке стратегий 
поведения ЛА и экспериментальному моделиро-
ванию процессов решения задачи с несколькими 
преследователями и одним убегающим с учетом 
перечисленных особенностей. 

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ АГЕНТЫ 

_________________________________________ 
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (№ 16-11-00048). 
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1. Постановка задачи 

Рассмотрим задачу преследования объекта c, 
обозначаемого дальше как «цель», группой ЛА 

},...,{ 1 NppP  , причем 2N . Индексами p  

и c будем помечать переменные преследовате-
лей и цели, соответственно. Объекты ip  и c 

осуществляют простое движение между сосед-
ними точками смены направления c постоян-

ными скоростями )( p
iv , )(cv  и углами )()( tp

i , 
( ) ( )c t , задающими ориентацию. Каждому пре-

следователю ip  в момент времени it  известно 

состояние цели: ( ) ( ) ( ) ( )( ), ( ), ( ), ( )c c c cx t y t v t t , где 
( ) ( )( ), ( )c cx t y t − координаты цели. Аналогично, 

цель имеет полную информацию о преследова-
телях. Рассмотрим несколько базовых задач, 
имеющих прикладное значение. 
Задача 1 («Захват» цели). Пусть 

)()()(, cpp
i vvvi  , ( )iX t  и )(tY  − коорди-

наты ЛА ip  и цели c , а ( ( ), ( ))id X t Y t − рас-

стояние между ними в момент времени t . За-
дача преследования заключается в построении 

для каждого ip  такого управления 
( )( ) ( ( ))p

i iU t t  на временном отрезке [0, ]T  
при наличии возмущений, что 

, ( ( ), ( ))ii d X T Y T    и minT  ,   − мини-
мальное целевое расстояние между ЛА и убе-
гающим объектом. Игра преследования счита-
ется оконченной в момент времени T , когда 
произошла встреча (сближение координат) хотя 

бы одного преследователя ip  с целью, что 

считается «захватом» убегающего. Как будет 
показано и подтверждено экспериментально, 
положительное для преследователей решение 
задачи существует только в некоторых случаях, 
когда группе удается окружить цель. 
Задача 2 (Следование за целью). Пусть 

)()(, cp
i vvi  , тогда задача преследователей – 

сначала сблизиться с целью, а затем, пройти 
путь движения цели с минимальным отклоне-
нием в течение заданного времени T . При 
этом скорость ЛА ip  устанавливается соответ-

ствующим рычагом управления в зависимости 
от ситуации. В дальнейшем ограничимся нали-
чием у преследователей двух скоростей 

),( )2()1()( ppp
i vvv  , причем 

( 1) ( )p cv v , 
( 2) ( )p cv v . Задача заключается в построении 

такого управления ( ) ( )( ) ( ( ), ( ))p p
i i iU t v t t  для 

каждого ip  на временном отрезке [0, ]T , что

0

( ( ), ( )) min
T

i

t

d X t Y t dt


  при ограничении: 

i , ( ( ), )id X t Y  , где   – допустимое значе-
ние сближения летательных аппаратов с целью. 
Задача 3 (Следование по заданному марш-

руту). Пусть траектория каждого летательного 

аппарата ip  задана движением эталонной цели 

1{ ,..., }i Nc c c  и представлена последователь-

ностью опорных точек ( ) ( )( , )c c
ij ijx y , 1,...,j M . 

Известно желаемое время прохождения опор-
ных точек )(c

ijt , MjNi ,...,1,,...,1   и всего 

маршрута в целом )(c
iT . 

В результате ветровой нагрузки возможно 
отклонение каждого ЛА от своего маршрута, 
причем существенное, а также отклонение ре-

ального времени )( p
iT  полета от заданного ( )c

iT . 

Как и в Задаче 2 ограничимся наличием у ЛА 

двух скоростей 
( 1) ( )p cv v , и 

( 2) ( )p cv v . 

Пусть ( )iX t  и ( )iY t  − координаты ip  и со-

ответствующей эталонной ic , а ( ( ), ( ))i id X t Y t  

− расстояние между ними в момент времени t . 
Задача заключается в построении такого управ-
ления для каждого ЛА в группе 

( ) ( )( ) ( ( ), ( ))p p
i i iU t v t t  на временном отрезке 

( )[0, ]p
iT , что 

( )

0

( ( ), ( )) min

p
iT

i i

t

d X t Y t dt


 . 

Предлагается решение поставленных задач, 
основанное на действиях, имитирующих пове-
дение пилота (человека-оператора) и заключа-
ющееся в выборе правил управления в услови-
ях установленных ограничений на управление 
и действующих возмущений.  

2. Решение задачи преследования цели 

В случае, когда )()(, cp
i vvi  , решение за-

дачи определения места встречи может быть 
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получено геометрически с использованием 
окружностей Аполлония [11].  

Рассмотрим случай когда 
)()( pp

i vv  < )(cv . 

Требуется построить геометрическое место то-
чек, в которых преследователь ip  встретится с 

целью при условии, что они не изменят своего 
направления. Пусть известны начальные коор-

динаты 0)0()( cx , 0)0()( cy , ax p
i )0()( , 

by p
i )0()(  и скорости движения )(cv , )( pv  цели 

и преследователя соответственно. Уравнение 
окружности, являющейся местом встречи пре-
следователя и цели, имеет вид: 

2 2( ) 2 ( ) 2

( ) 2 ( ) 2 ( ) 2 ( ) 2

2
( ) ( ) 2 2

( ) 2 ( ) 2

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

,
( ) ( )

p p

c p c p

p c

c p

a v b v
x y

v v v v

v v a b

v v

   
          

 
    

 

где 
( ) 2

( ) 2 ( ) 2

( )

( ) ( )

p

x c p

a v
d

v v



 − смещение центра 

окружности по оси абсцисс, а 

2)(2)(

2)(

)()(

)(
pc

p

y vv

vb
d


  − по оси ординат,

 
( ) ( ) 2 2

( ) 2 ( ) 2( ) ( )

p c

c p

v v a b
R

v v





 – радиус окружности. 

Пусть id  – расстояние между преследовате-

лем ip  и целью на плоскости. Определим сум-

му векторов 



N

i
ires FF

1

, исходящих из точки 

расположения цели и совпадающих с направле-
ниями от ip  к c  как показано на Рис. 1.  

1
i

i

F
d

  (чем дальше ЛА, тем меньше он 

влияет на движение цели), ir  − радиусы окруж-

ностей Аполлония для соответствующих пре-

следователей ip . 

Определим следующие стратегии поведения 
объектов задачи, описываемые правилами:  

- стратегия цели: двигаться по направле-

нию, определяемому вектором resF , который 

пересчитывается для каждого момента времени 

itt  ;  

- стратегия преследователей (действует од-
новременно для всех ip ).  

Если прогнозируемая траектория движения це-
ли (прогноз делается при условии, что с  не из-
менит своего направления, т.е. 

( ) ( )
1( ) ( )c c

i it t   ) пересекается с соответ-

ствующей окружностью Аполлония для ip , то 

преследователь должен двигаться в точку 
встречи. 

Если пересечение с окружностью Аполлония 
для ip  отсутствует, то строится прогноз дви-

жения цели на некоторое число шагов k  впе-
ред, и ip  двигается с опережением в прогнози-

руемую точку ))(),(( )()(
ki

c
ki

c tytx  .  

Рассмотрим типовые случаи преследования, 
связанные с особенностями расположения 
окружностей Аполлония. Положительное ре-
шение задачи для преследователей однозначно 
существует, когда группе ЛА удается окружить 
цель, как это показано, например, на Рис.2. 

Убегающий оценивает сцену, строя семей-
ство окружностей Аполлония, что позволяет 
определить границу, образуемую пересекаю-
щимися окружностями.  

Предлагается следующий алгоритм поиска 
границы:  

1. Построение окружностей Аполлония для 
каждой пары: убегающий-преследователь.  

2. Проверка наличия пересечения окружно-
стей для каждой пары преследователей ( , )i jp p . 

Окружности Аполлония пересекаются (или со-
прикасаются), если i j ijr r d  , где ijd  – расстоя-

ние между центрами окружностей i  и j . 

Рис.1. Преследование цели группой ЛА 
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3.  Построение матрицы смежности 
( )P

ijS s , , 1,...,i j N  причем 1ijs  , если 

окружности ,i j  пересекаются или соприкаса-

ются, 0ijs   в противном случае. 

4.  Нахождение циклов ,...,ij kis s  в матрице 

смежности, т.е. последовательностей имеющих 
смежные пересекающиеся окружности Аполло-
ния, начинающиеся и заканчивающиеся одина-
ковым номером ЛА. Каждый цикл есть замкну-
тый многоугольник, образующий границу, 
препятствующую движению цели. Количество 
элементов цикла должно быть больше двух, а 
многоугольников - больше одного. 

5.  Для каждого найденного цикла осуще-
ствить проверку принадлежности координат це-
ли замкнутой области (многоугольнику).  

Таким образом, если убегающий расположен 
внутри замкнутой области, то он не спасается; 
если граница, состоящая из звеньев отрезков 
прямых линий разомкнутая (цикл отсутствует), 
то необходимы дополнительные проверки,  
связанные с продолжением игры до положи-
тельного решения одной их противодействую-
щих сторон. 

На Рис. 3 показан пример сцены, когда, при 
отсутствии циклов, цели удается уйти от пре-
следователей.  

В случае ветровых возмущений, если грани-
ца, замкнутая в момент времени kt t , то в по-

следующий момент 1kt t   она может оказаться 
разомкнутой или, напротив, непересекающиеся 
окружности могут сомкнуться. 

Ответ на вопрос об исходе игры получим  
в каждом конкретном случае путем моделиро-

вания процесса преследования-убегания, для 
чего необходимо учесть реальные характери-
стики модели ЛА и возмущающие воздействия. 

3. Описание системы управления ЛА 
на основе продукционных правил  

Приведем набор правил управления для пре-
следователя. В правилах, представленных  
ниже, запись вида ( , , ...)A B C  обозначает «из-

вестно значение A », «известно значение B » и 
«известно значение C »…. Спискам добавляе-
мых и удаляемых фактов предшествует слу-
жебное слово «ТО», а следующее далее выра-
жение вида :x a  означает «в текущем 
состоянии базы данных присвоить переменной 
x  значение a ». Индекс t  при переменной 
означает привязку к текущему времени. 

Используются следующие обозначения для ip : 

),,,,,,,( )()()()()()()(
1

cp
i

cccp
i

p
ii vvyxyxdF   – 

функция, вычисляющая угол сближения 

)()( tp
i  для встречи с целью, используя про-

гнозируемую точку окружности Аполлония 
[13]; ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 ( , , , , , )p p c c c c
i iF x y x y v  – функция, 

вычисляющая угол сближения )()( tp
i  , на ос-

нове прогноза движения цели на k шагов;  

),,,( )()()()(
3

w
i

p
i

w
i

c vvF   – функция, вычисляю-

щая угол следования за целью )()( tp
i   с уче-

том ветровой нагрузки [13].  
Здесь id – расстояние между ip  и целью, 

( )w
i  – направление ветра, ( )w

iv  – скорость вет-

ра. Положим t  – продолжительность одного 

Рис.2. Преследователям удается поймать цель Рис.3. Цель убегает от преследователей 
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такта (шага) моделирования;  – минимальное 
расстояние, означающее, что задача сближения 
с целью с достигнута.  

Рассмотрим пример правил управления ip . 
Правила замыкания 
Правила осуществляют вычисление и подго-

товку необходимых для последующих расчетов 
данных, доопределяющих текущее состояние 
объекта управления.  
ЕСЛИ  ТО 

( ) ( ) 2 ( ) ( ) 2( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))p c p c
i i id t x t x t y t y t    ; 

ЕСЛИ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),

( ), ( ))

p p c c c
i i i

p c
i

d t x t y t x t y t t

v t v t


 

ТО ( ) ( )p
i t := ( ) ( ) ( ) ( )

1( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),p p c c
i i iF d t x t y t x t y t  

( ) ( ) ( )( ), ( ), ( ))c p c
it v t v t ; 

ЕСЛИ 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))p p c c c c
i ix t y t x t y t t v t  

ТО )()( tp
i  := 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ))p p c c c c

i iF x t y t x t y t t v t ; 

ЕСЛИ ( ) ( ) ( ) ( )( ( ), ( ), ( ), ( ))c w p w
i i it t v t v t    

ТО ( ) ( )p
i t := ( ) ( ) ( ) ( )

3( ( ), ( ), ( ), ( ))c w p w
i i iF t t v t v t  . 

Правила переходов 
Правила определяют переход системы в но-

вое состояние в результате импульса управле-
ния с шагом t . Координаты очередной теку-
щей точки:  
ЕСЛИ ( ) ( ) ( ) ( )( ( ), ( ), ( ), ( ))p w p w

i i i ix t v t t t    

ТО ( )  t( )p
ix t  = )()( tx p

i + ( ) ( )( )cos( ( ))p p
i iv t t +

))(cos()( )()( ttv w
i

w
i  ; 

ЕСЛИ ))(),(),(),(( )()()()( tttvty w
i

p
i

w
i

p
i   

ТО ( )  t( )p
iy t  = ( ) ( )p

iy t + ( ) ( )( )sin( ( ))p p
i iv t t +

( ) ( )( )sin( ( ))w w
i iv t t ; 
Правила выбора цели (для Задачи 1) 

ЕСЛИ ( ( ) )id t   ТО задача «сближение» = 
«активна»; 
ЕСЛИ ( ( ) )id t   ТО задача «сближение» = 
«достигнута». 
Правила выбора цели (для Задач 2,3) 

ЕСЛИ ( ( ) )id t   ТО задача «сближение» = 
«активна», «следование» = «неактивна»; 

ЕСЛИ ))(( tdi  ТО задача «сближение» = 

«неактивна», «следование» = «активна». 

Правила управления (для Задачи 1) 
ЕСЛИ (задача «сближение» = «активна») ТО 
(ЕСЛИ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1( ( ), ( ), ( ), ( ), ( ), ( ),p p c c c
i i iF d t x t y t x t y t t  

( ) ( )( ), ( ))p c
iv t v t  ТО ( ) ( )( ) ( )p p

i it t   ИНАЧЕ 
( ) ( )( ) ( )p p
i it t  ). 
Правила управления (для Задач 2,3) 

ЕСЛИ (задача «сближение» = «активна») ТО 
( ) ( 2)( ) ( )p p
iv t v t , ( ) ( )( ) ( )p p

i it t  ; 
ЕСЛИ (задача «следование» = «активна») ТО 

( ) ( 1)( ) ( )p p
iv t v t , ( ) ( )( ) ( )p p

i it t  . 
В случае Задачи 1 правила выполняются до 

конца сближения с целью. В случае Задач 2 и 3 
правила выполняются до тех пор, пока не будет 

исчерпано время T  или )( p
iT . 

4. Система моделирования полета ЛА 
с учетом ветровой нагрузки 

Общая схема моделирования процесса пре-
следования цели ЛА в системе MATLAB Sim-
ulink с учетом ветровых нагрузок приведена на 
Рис. 4. Система моделирования является услов-
но дискретной.  

Рассмотрим основные блоки структурной 
схемы. 
Блок «стабилизации угла тангажа». На 

вход блока подается угол, который должен от-
работать ЛА с учетом возмущений. На выходе 

блок выдает текущий угол тангажа )()( tp
i  ЛА. 

Структурная схема стабилизации угла тангажа, 
была рассмотрена в работе [13]. 
Блок «вычисления координат ЛА». В приня-

той модели положение ЛА в текущий момент 
времени t  вычисляются на основе координат в 
предыдущий момент времени 1t   и известных 

параметров: заданной скорости )()( tv p
i  и угла 

тангажа ЛА )()( tp
i , а также скорости )()( tv w

i  и 

направления ветра )()( tw
i . На выходе блок вы-

дает скорость и текущие значения координат 

))(),(( )()(
i

p
ii

p
i tytx .  

Блок «ветровая нагрузка». Продольные и 
нормальные ветровые воздействия моделиру-
ются с помощью корреляционных функций 
[12]. 
Блок «вычисления координат ЦЕЛИ» выдает 

текущие ( ) ( )( ( ), ( ))c c
i ix t y t  и прогнозные коорди-

))(),(),(),(( )()()()( tytxtytx ccp
i

p
i
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наты ( ) ( )( ( ), ( ))c c
i k i kx t y t  , угол тангажа ( ) ( )c t  и 

скорость )()( tv c  цели.  
Блок «вычислений» выдает один из углов 

сближения ( )( )p
i t , )()( tp

i   и угол следования 
( ) ( )p

i t .  
Блок «управления ЛА» вырабатывает кон-

кретные управления ( )p
iv , ( )p

i в соответствии с 
текущим состоянием системы.  

5. Экспериментальные исследования 

В работе выполнены экспериментальные ис-
следования описанных задач с использованием 
модели ЛА [12, 13] в условиях возмущенной 
воздушной среды.  

На Рис. 5 представлены результаты модели-
рования игры преследования-убегания для  
Задачи 1 («захват» цели), показано расположе-
ние участников сцены на начальном а) и конеч-
ном б) участках моделирования, вычисленные 
окружности Аполлония. 

На Рис. 6 для наглядности представлены тра-
ектории движения цели (прерывистая кривая) и 
группы ЛА (светлая кривая) для этого примера. 
Визуально траектории движения объектов пере-
секаются, но это происходит в несовпадающие 
моменты времени. Из рисунка видно, что участ-
ники сцены осуществляют логичные действия по 
сближению-убеганию. Как показывает модели-
рование, после нескольких итераций (Рис. 5, б) 
цель в данном конкретном случае убегает, при-
менив описанную эвристическую стратегию. 

Рис.4. Структурная схема моделирования преследования цели ЛА 

 а) б) 
Рис.5. Моделирование преследования цели группой ЛА 

а) начало преследования; б) завершающая стадия (цель убегает) 
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На Рис. 7 отмечены начальные расположе-
ния участников и представлены траектории их 
движения для задачи следования за целью (За-
дача 2). Видно, что ЛА (светлые кривые) сна-
чала сближаются с целью (прерывистая кри-
вая), а затем следуют за ней. 

На Рис. 8 представлены траектории движе-
ния участников для случая следования по за-
данному маршруту (Задача 3). При этом каж-
дый ЛА (светлые кривые) преследует свою 
эталонную цель (прерывистые кривые).  

На Рис. 9 и Рис. 10 показаны примеры моде-
лирования угла тангажа и скорости одного из 
преследователей с учетом ветровой нагрузки 
для задачи следования за целью (Задача 2). На 
Рис. 10 видны моменты переключения режимов 
сближения и следования. 

Рис. 9 и Рис. 10 демонстрируют влияние 
ветровой нагрузки на значения тангажа и ско-
рости ЛА. Однако заложенные в систему 
управления правила успешно справляются с 
поставленной задачей следования за целью. 

Заключение 

В статье рассмотрены задачи преследования 
цели группой летательных аппаратов и следо-
вания по заданному маршруту. Задачи решались 
для различных сцен в условиях возмущенной 
воздушной среды и при разных соотношениях 
скоростей. Участники моделируемых сцен были 
описаны математическими моделями на основе 
передаточных функций, что позволило провести 
моделирование в системе MATLAB Simulink. 

Рис.6. Траектории движения цели и ЛА  
для примера Задачи 1 

Рис.7. Траектории движения цели и ЛА 
для примера Задачи 2 

Рис. 8. Траектории движения цели и ЛА  
для примера Задачи 3 
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Проведенные экспериментальные исследования 
показали, что предложенные стратегии и реали-
зующие их правила задают естественное пове-
дение объектов в условиях ветровых возмуще-
ний. Это определяет целесообразность их 
встраивания в системы управления малых лета-
тельных аппаратов, в том числе, автономных, 
для проведения натурных испытаний.  
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