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Обратная задача об упаковке в контейнеры  
при наличии качественных критериев1 

 

Аннотация. Предлагается новая постановка обратной задачи об упаковке в контейнеры, особенность которой за-
ключается в учете предпочтений лица принимающего решение на множестве объектов, оцененных по многим ка-
чественным критериям. Обсуждаются аспекты этой задачи, относящиеся к теории принятия решений при многих 
критериях. Приводится обзор известных методов решения классической задачи об упаковке в контейнеры и ее 
обратной задачи (включая многорюкзачную задачу). 
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Введение 

В различных прикладных областях, таких 
как, помимо прочего, логистика, системы связи, 
многопроцессорная обработка, планирование и 
управление проектами, возникают задачи, ко-
торые можно, в общем случае, сформулировать 
следующим образом: 

1) имеется набор объектов (например, гру-
зов, задач, проектов и т.п.), качество которых 
оценивается по многим критериям; 

2) известна потребность каждого объекта в 
некотором ресурсе (например, грузоподъемно-
сти, времени исполнения, затратах и т.п.); 

3) такой ресурс может быть неделимым или 
распределенным на несколько частей (напри-
мер, на ряд лет, между исполнителями и т.п.). 

Требуется: 
- упорядочить объекты по качеству в соот-

ветствии с предпочтениями лица, принимаю-
щего решения (ЛПР); 

- выбрать максимальное число объектов с 
учетом их предпочтительности так, чтобы не 
нарушалось общее ограничение на ресурс, если 
он неделимый; 

- выбрать максимальное число объектов с 
учетом их предпочтительности и сгруппиро-
вать их по числу частей, на которые разделен 
ресурс, так, чтобы в каждой группе потреб-
ность объектов в ресурсе не превышала его со-
ответствующую часть. 

При этом в обоих случаях учет предпочти-
тельности означает, что для каждого невыбран-
ного объекта не должно быть выбранных объ-
ектов, менее предпочтительных для ЛПР, 
вместо которых такой объект мог бы быть вы-
бран без нарушения ограничения на ресурс.  

Если отбросить требование учета предпо-
чтительности объектов, такая задача, в первом 
случае, соответствует задаче о рюкзаке, а во 
втором – одномерной многорюкзачной задаче 
[1], с единичными коэффициентами в целевой 
функции и в том, и в другом случае. В свою 
очередь, такая одномерная многорюкзачная за-
дача соответствует задаче об упаковке в кон-
тейнеры, в которой, в отличие от ее классиче-
ского варианта [2], требуется упаковать не все 
объекты в минимальное число контейнеров, а 
максимальное число объектов в имеющиеся 
контейнеры [3, 4]. Задача об упаковке в такой 
постановке привлекала относительно неболь-
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шое внимание по сравнению с ее классическим 
вариантом, и в отношении ее названия в лите-
ратуре нет однозначного мнения. Иногда ее 
называют обратной задачей об упаковке в кон-
тейнеры, а иногда – двойственной. 

Требование учета предпочтительности объ-
ектов для ЛПР означает, что на множестве объ-
ектов должно быть построено бинарное отно-
шение предпочтения в форме строгого, в 
идеале, или частичного, в общем случае, по-
рядка, и объекты должны упаковываться имен-
но в таком порядке. Такое отношение также 
можно интерпретировать как отношение пред-
шествования: для любой пары объектов менее 
предпочтительный объект не должен упаковы-
ваться, пока не будет упакован более предпо-
чтительный объект (если позволяет ресурс). В 
первых публикациях, посвященных задаче об 
упаковке с отношением предшествования, за-
данным на объектах [5-7], рассматривался 
только ее классический вариант (минимизация 
числа контейнеров) как разновидность задачи о 
расписании. То же самое относится и к более 
поздним публикациям в этой области (напри-
мер, [8]). Кроме того, во всех таких работах со-
блюдение отношения предшествования означа-
ет, что для любой пары объектов, находящихся 
в отношении предшествования (первый объект 
должен быть упакован раньше второго), кон-
тейнер, в который помещается первый объект, 
должен иметь не больший номер, чем контей-
нер для второго объекта. В нашем случае такое 
соответствие номеров объектов и контейнеров 
не требуется: более предпочтительный объект 
может быть упакован в контейнер с большим 
номером, чем менее предпочтительный. Но по-
пытка упаковки менее предпочтительного объ-
екта может предприниматься только тогда, ко-
гда для более предпочтительного объекта не 
хватает ресурса ни в одном контейнере. Задача 
об упаковке, в которой требуется упаковать 
максимальное число объектов, характеризую-
щихся оценками по многим качественным кри-
териям, с учетом предпочтений ЛПР, рассмат-
ривалась только в [9]. 

Задача об упаковке в контейнеры начала ак-
тивно исследоваться в семидесятые годы про-
шлого века в следующей «статической» 
(«офлайновой») постановке: имеется набор 
объектов с известными весами и неограничен-
ное число контейнеров одинаковой грузоподъ-
емности. Требуется упаковать все объекты в 

минимальное число контейнеров так, чтобы не 
нарушалось ограничение на грузоподъемность 
каждого контейнера. В [10, 11] доказывается, 
что даже этот простейший одномерный вариант 
задачи является NP-трудным, на основании че-
го делается вывод, что для ее решения построе-
ние точного эффективного алгоритма малове-
роятно. 

В получившей широкую известность работе 
[12] представлена типология задач об упаковке 
в контейнеры в зависимости от их характери-
стик. Относительно недавно эта типология бы-
ла уточнена в [13], где рассматриваются, поми-
мо прочего, следующие характеристики: 

1) число контейнеров: один или несколько 
(фиксированное или неопределенное числа); 

2) размерность объектов, подлежащих упа-
ковке, и, соответственно, контейнеров. Задачам 
двух- и трехмерной упаковки посвящено мно-
жество публикаций (например, [14-27]). Из-
вестны также исследования задач упаковки 
размерности больше трех (например, [28]); 

3) цель упаковки. Этот критерий использует-
ся для определения двух базовых ситуаций: 
минимизация числа контейнеров для упаковки 
всех объектов и максимизация числа объектов 
(или их «ценности», «полезности» и т.п.), ко-
торые можно упаковать в имеющиеся контей-
неры. Во втором случае предполагается, что 
имеющихся контейнеров недостаточно для 
упаковки всех объектов. И здесь возникает 
комбинаторная задача выбора либо макси-
мального числа объектов, либо объектов с со-
вокупной максимальной «ценностью» или 
«полезностью», которые можно упаковать в 
такие контейнеры. В случае минимизации чис-
ла контейнеров, в которые требуется упаковать 
все объекты, задача выбора на множестве объ-
ектов, естественно, не возникает. Понятие 
«ценность» («полезность») объектов интерпре-
тируется в задачах об упаковке как стоимость, 
прибыль и т.п. Зачастую полезность объектов 
считается прямо пропорциональной их разме-
ру, так что целевой функцией является макси-
мизация или минимизация веса или длины (од-
номерные задачи), площади (двумерные 
задачи) или объема (трехмерные задачи), если 
используется такая терминология. Целевая 
функция также может быть определена как 
минимизация «отходов» или совокупного раз-
мера неиспользованных частей контейнеров. 
Заметим, что во всех таких случаях предпола-
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гается, что ценность (полезность и т.п.) объек-
та задается скалярно, а не оценивается по мно-
гим качественным критериям; 

4) разнообразие контейнеров (контейнеры 
имеют одинаковые или разные «габариты»); 

5) разнообразие форм объектов, подлежа-
щих упаковке (при размерности больше 1). 

Кроме того, известны задачи динамической 
(или онлайновой) упаковки (например, [29-32]), 
когда объекты поступают один за другим, и тре-
буется упаковать каждый объект без информации 
о том, какими будут другие объекты. При этом на 
каждом шаге онлайнового алгоритма при появле-
нии нового объекта произведенная до этого упа-
ковка является «безотзывной», т.е. уже упакован-
ный объект нельзя вынуть из одного контейнера 
и переместить  в другой. 

Основные проблемы, которые возникают 
при решении описанной выше обратной задачи 
об упаковке в контейнеры с учетом предпочте-
ний ЛПР, заключаются в следующем: 

1) определение набора качественных критери-
ев для оценки объектов и, собственно, оценка 
объектов по таким критериям (структуризация); 

2) выявление предпочтений ЛПР на множе-
стве многокритериальных объектов для постро-
ения на них отношения (частичного) порядка; 

3) упаковка максимального числа наиболее 
предпочтительных объектов в заданное число 
контейнеров с учетом ограничения на ресурс 
каждого контейнера (с допаковкой контейнеров 
менее предпочтительными объектами, также в 
порядке их предпочтительности, когда для них 
остается ресурс, а более предпочтительные 
объекты упаковать не удается). 

Первая и вторая проблемы относятся к тео-
рии принятия решений при многих критериях. 
Эти аспекты кратко рассматриваются в Разделе 
1, наряду с формальной постановкой обратной 
задачи об упаковке при наличии многих каче-
ственных критериев. В последующих разделах  
приводится обзор известных подходов к реше-
нию одномерной статической задачи об упа-
ковке в контейнеры и ее обратной (двойствен-
ной) задачи, включая многорюкзачную. 
Предлагаемый обзор не является исчерпываю-
щим, поскольку существует множество направ-
лений исследования этих задач, и число посвя-
щенных им публикаций постоянно растет 
(например, в [33] приводятся сведения о числе 
опубликованных в западных журналах статей 
по этой тематике по состоянию на 2014 г.). 

1. Формальная постановка задачи,  
ее структуризация и выявление 
предпочтений ЛПР 

1.1. Формальная постановка задачи 

Введем следующие – обозначения: 
N – число объектов; 

iw  – вес i - го объекта, 1,i N  

 1 2, ,...,i i i iKa a a a  – векторная оценка i - го 

объекта по K  критериям качества, где ika  – 

оценка i - го объекта по k - му критерию, 

1,k K ; 

 1 2, ,..., NA a a a  – набор векторных оценок 

объектов; 

  ,i jR a a AxA   – бинарное отношение 

предпочтения на множестве векторных оценок 

объектов:  ,i ja a R , если объект с номером i  

не менее предпочтителен для ЛПР, чем объект 
с номером j ; 

M – число контейнеров; 
C – грузоподъемность каждого контейнера. 
Введем двоичные переменные: 

1,

0,im

если i й объект упаковывается вm й контейнер

в противном случае
x

 
 


1,

0,m

если m й контейнер используется

в противном случае
y


 


 

 1, , 1,i N m M  . 

 
1,

max , 1,i im
m M

X x i N


  . Соответственно, 

1iX  , если i - й объект упакован, и 0, в про-
тивном случае; 

  , , 1j i j iI i a a R X     – множество но-

меров упакованных объектов, не менее предпо-
чтительных для ЛПР, чем объект с номером j ; 

s

m i im
i I

C w x


    – остаток грузоподъемно-

сти в j - м контейнере после упаковки в него 

объектов с номерами из ,1jI j N   . Исходно 

, 1,m C m M   . 
Тогда задача может быть поставлена следу-

ющим образом: 
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max 
1

N

i
i

X

  (1) 

1

, 1,
N

i im m
i

w x Сy m M


    (2) 

1

1, 1,
M

im
m

x i N


   (3) 

 , 1, , 1, , , ,i ji j i N j N i j a a R     : 

i jX X , если ,1m m M    такое, что 

m iw  , и j iX X , в противном случае. (4) 

Целевая функция (1) означает, что требуется 
упаковать максимальное число объектов в 
имеющиеся контейнеры. Здесь используется 
определенная выше переменная iX , поскольку 
неважно, в какой контейнер будет упакован 
каждый объект. 

Ограничение (2) означает, что сумма весов 
объектов, упакованных в каждый контейнер, не 
должна превышать грузоподъемность такого 
контейнера. 

Ограничение (3) означает, что каждый объ-
ект может быть упакован только в один кон-
тейнер. 

Ограничение (4) означает, что для любой 
пары объектов, в которой первый объект не ме-
нее предпочтителен, чем второй, но для него не 
хватает остаточной грузоподъемности ни в од-
ном контейнере. М может быть предпринята 
попытка упаковки второго объекта. 

1.2. Структуризация задачи  
и выявление предпочтений ЛПР 

Согласно [34], задачи принятия решений 
при многих критериях, такие как задачи выбо-
ра, упорядочения или порядковой классифика-
ции (многокритериальной сортировки), явля-
ются слабоструктурированными или даже не 
структурированными, поскольку, помимо про-
чего, основным источником информации для 
их решения являются суждения (предпочтения) 
человека, которые в значительной степени 
субъективны. Структуризация, как отмечается 
в [35], должна быть первым этапом в описании 
задачи и ее решении, поскольку именно она  
дает понимание соответствующих элементов  
задачи, таких как критерии, их возможные зна-
чения и, в случае задачи классификации, 
наименования классов. Кроме того, на этапе 
структуризации необходимо упорядочить шка-

лы критериев (их значения) и, в случае задачи 
классификации, задать порядок на классах в 
соответствии с предпочтениями ЛПР. 

Структуризация задач принятия решения не 
свойственна повседневной деятельности ЛПР 
(чего нельзя сказать, например, о задаче выбо-
ра, которая, тем не менее, при наличии многих 
критериев, является, сама по себе, весьма 
сложной), и, следовательно, необходимы под-
ходы, помогающие ЛПР в ее выполнении. Од-
нако, как ни странно, существует лишь не-
большое число публикаций, посвященных этой 
проблеме. В [36] структуризация задач упоря-
дочения, выбора или классификации названа 
наиболее сложным этапом их решения. И отме-
чается, что отсутствие надежной методологии 
для формальной структуризации делает этот 
этап чем-то сродни искусству, основанному на 
интуиции и «мастерстве» ЛПР. Хотя статья [36] 
опубликована более 30 лет назад, ситуация из-
менилась незначительно. 

В обзоре [37], посвященном задачам и мето-
дам принятия решений при многих критериях, 
делается вывод о том, что структуризация та-
ких задач по-прежнему представляет суще-
ственный интерес. В [38, 39] предложен фор-
мализованный поход к структуризации задач 
номинальной классификации (классы не упоря-
дочены) при многих критериях (называемых 
там признаками, поскольку, помимо прочего, 
классификация осуществляется не в соответ-
ствии с предпочтениями ЛПР, а в соответствии 
со знаниями эксперта). Вкратце, суть этого 
подхода (в терминах многопризнаковой задачи 
классификации, основанной на знаниях) заклю-
чается в следующем. Эксперт сначала перечис-
ляет наименования классов, на которые долж-
ны быть распределены объекты, а затем либо 
прямо перечисляет признаки и их значения, ли-
бо для каждого класса приводит пример при-
надлежащего к нему объекта в форме правила 
«если…, то…», после чего у него выясняется, 
значения каких признаков отражены в данном 
примере. После этого для каждого значения 
каждого признака эксперт должен указать, к 
каким еще классам может относиться объект, 
имеющий такое значение данного признака, и 
какие значения этого признака могут иметь 
объекты, относящиеся к каждому из других 
классов. Очевидно, что при использовании та-
кого подхода нельзя гарантировать, что будут 
получены полные перечни наименований клас-
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сов, признаков и их значений, в связи, с чем на 
этапе выявления правил классификации должна 
быть предусмотрена возможность расширения 
структуры задачи [38].  

В [40] показано, как этот подход применим 
для структуризации задачи порядковой класси-
фикации в целях выявления наименований  
критериев, их значений и классов. Его также 
можно применить, с соответствующими необ-
ходимыми изменениями, и для многокритери-
альной задачи упорядочения/выбора объектов в 
соответствии с предпочтениями ЛПР.  

Когда набор необходимых критериев, набо-
ры вербальных значений по каждому критерию 
и, в случае задачи порядковой классификации, 
наименования классов будут сформированы  
(и упорядочены), ЛПР должен: 

1) упорядочить значения (шкалы) каждого 
критерия; 

2) оценить объекты, подлежащие упаковке, 
по таким критериям, то есть поставить в соот-
ветствие каждому объекту многокритериаль-
ную векторную оценку; 

3) разделить их на упорядоченные классы и, 
если все объекты очередного по предпочти-
тельности класса не могут быть упакованы 
вместе с объектами более предпочтительных 
классов, упорядочить объекты такого класса в 
соответствии с предпочтениями ЛПР. 

Для выявления предпочтений ЛПР с учетом 
многих критериев в целях упорядочения объек-
тов и/или построения их порядковой классифи-
кации существует множество подходов и мето-
дов. Их обзор выходит за рамки настоящей 
статьи. Заметим, однако, что одним из перспек-
тивных направлений, позволяющих эффектив-
но и надежно (с психологической точки зрения) 
решить эту задачу, является Вербальный анализ 
решений [41, 42], в рамках которого разработа-
ны методы полной и согласованной порядковой 
классификации (например, [40]) и построения 
частичного упорядочения многокритериальных 
объектов [43]. 

Общая схема решения поставленной здесь 
задачи показана на Рис.1. 

2. Приближенные алгоритмы  
для решения задачи об упаковке 
в контейнеры и ее обратной задачи 

Как уже отмечалось, классическая задача об 
упаковке в контейнеры заключается в миними-
зации числа контейнеров известной грузоподъ-
емности, в которые могут быть упакованы все 
объекты из их заданного списка так, чтобы 
сумма весов объектов, упакованных в каждый 
контейнер, не превышала его грузоподъем-

Структуризация проблемной области
1. Интерактивное (с участием ЛПР) определение наименований классов, 

критериев и их значений
2. Упорядочение классов и значений критериев в соответствии с 

предпочтениями ЛПР

Порядковая классификация на множестве всех гипотетически возможных 
комбинаций значений критериев

Упаковка объектов из 
упорядоченных классов (начиная с 
первого/лучшего) в порядке их 
предпочтительности, пока не 

окажется невозможной упаковка всех 
объектов текущего класса

Удаление объектов текущего класса из 
контейнеров и их упорядочение в 

соответствии с предпочтениями ЛПР

 

Рис.1. Общая схема решения обратной задачи об упаковке в контейнеры при наличии многих критериев 
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ность. В 70-е годы прошлого века для этой за-
дачи были предложены эффективные прибли-
женные алгоритмы, наиболее известными из 
которых являются «в первый подходящий» 
(First Fit-FF), «в наилучший из подходящих» 
(Best Fit-BF), «в первый подходящий с убыва-
нием» (First Fit Decreasing-FFD) и «в наилучший 
из подходящих с убыванием» (Best Fit 
Decreasing-BFD) [2, 44-47]. Во всех этих алгорит-
мах контейнеры, которые исходно пусты, после-
довательно номеруются, начиная с первого. В ал-
горитмах FF и BF объектам также присваиваются 
последовательные номера в зависимости от их 
положения в исходном списке. Алгоритм FF по-
мещает очередной объект в первый из контейне-
ров, где для него хватает грузоподъемности, а ал-
горитм BF – в первый из контейнеров, в котором 
для него не только хватает грузоподъемности, но 
и ее остаток после его упаковки будет минималь-
ным. В [48, 49] доказывается, что асимптотиче-
ский коэффициент приближения алгоритмов упа-
ковки FF и BF равен 1,7, т.е. число определяемых 
ими контейнеров в худшем случае не отличается 
от оптимального более чем на 70%. Заметим, что 
в [50] доказывается, что для алгоритма BF коэф-
фициент 1,7 является абсолютным коэффициен-
том приближения. 

Алгоритмы FFD и BFD имеют несколько 
лучшие оценки. Они отличаются от алгоритмов 
FF и BF тем, что объекты предварительно  
упорядочиваются по невозрастанию их весов.  
В [2, 51] доказывается, что число контейнеров, 
получаемое в результате применения этих ал-
горитмов, в худшем случае не больше 11/9 OPT 
+4, где OPT – минимальное число контейнеров, 
которое можно было бы найти с помощью точ-
ного алгоритма. Дальнейшие модификации  
алгоритмов FFD и BFD предложены, например, 
в [52]. В них производится предварительная 
сортировка объектов на группы в соответствии 
с их размерами и «подходимостью» друг к дру-
гу, чтобы наиболее полно использовать грузо-
подъемность каждого контейнера. Однако ни 
для одной из этих модификаций пока не полу-
чена принципиально лучшая оценка. В [2] от-
мечается, что поведение перечисленных выше 
алгоритмов «в среднем» существенно отлича-
ется от полученных оценок, что, по-видимому, 
стало причиной появления статей, посвящен-
ных вероятностному исследованию этой задачи 
(например, [53], где показано, что вероятность 
нахождения оптимального решения с примене-

нием описанных там приближенных алгорит-
мов достаточно велика). 

Задача упаковки максимального числа объек-
тов в заданное число контейнеров была впервые 
поставлена в [3]. Там отмечается, что любой ал-
горитм, имеющий в наихудшем случае разум-
ную оценку относительно оптимального реше-
ния, должен пытаться упаковать максимальное 
число объектов, начиная с самых легких. С та-
кой целью сначала предлагается использовать 
правило «самый легкий объект первым» (Small-
est Piece First-SPF). Согласно этому правилу, 
очередной объект из списка объектов, упорядо-
ченных по неубыванию их весов, помещается в 
контейнер наименьшей грузоподъемности, 
оставшейся после упаковки предыдущих объек-
тов, если его вес не превышает такую остаточ-
ную грузоподъемность. Когда очередной объект 
не помещается ни в один из контейнеров, работа 
алгоритма прекращается. 

В [3] предлагается еще один алгоритм для 
этой задачи, а именно: «в первый подходящий с 
возрастанием» (First Fit Increasing-FFI), также ос-
нованный на упорядочении объектов по неубы-
ванию, но имеющий лучшую оценку, чем алго-
ритм SPF. Алгоритм FFI помещает очередной 
объект, начиная с первого, в контейнер с мень-
шим номером, в котором для него хватает грузо-
подъемности. Доказывается, что в худшем случае 
максимальное число объектов, которое может 
быть упаковано этим алгоритмом не меньше 3/4 
от числа объектов в оптимальной упаковке, а его 
трудоемкость оценивается как  2logO n n , где  

n - число объектов в исходном списке. 
В [3] также обсуждается возможность много-

кратного применения к этой задаче алгоритма 
FFD с последовательным отбрасыванием самых 
тяжелых объектов. В [4] этот алгоритм (назван-
ный там IFFD от английского Iterated First Fit De-
creasing – «итеративный алгоритм «в первый 
подходящий с убыванием»») детально исследует-
ся и доказывается, что в худшем случае он позво-
ляет упаковать не меньше 6/7 объектов, чем 
 в оптимальной упаковке. Однако этот алгоритм 
имеет большую трудоемкость, чем FFI: 
 2 2log logO n n mn m , где n  - число объектов в 

исходном списке, а m  - число контейнеров. 
В [9] алгоритм IFFD был дополнен попыт-

кой допаковки отброшенных объектов в по-
следний контейнер и показано, что такая по-
пытка может оказаться удачной. 



Обратная задача об упаковке в контейнеры при наличии качественных критериев  

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 3/2016 37

Рассмотрим следующий пример. Имеется 
два контейнера грузоподъемностью по 40  
каждый и восемь объектов с весами: w1 = 3, 
w2 = 8, w3 = 8, w4 = 5, w5 = 11, w6 = 12, w7 = 12, 
w8 = 21. Упорядочим эти объекты по невозрас-
танию их весов и применим для их упаковки 
алгоритм IFFD. Сначала предположим, что 
имеется неограниченное число контейнеров 
грузоподъемности, равной 40, и упакуем их ал-
горитмом FFD. 

Как видно на Рис. 2, для упаковки всех объ-
ектов потребовалось 3 таких контейнера. От-
бросим самый тяжелый объект с весом 1 21w   
и снова применим алгоритм FFD к оставшимся 
контейнерам. Как видно на Рис. 3, во втором 
контейнере осталось достаточно места для от-
брошенного объекта (с весом, равным 21) и, 
следовательно, он может быть туда упакован. 

3. Точные алгоритмы  
для основной и обратной задач  
упаковки в контейнеры 

В [54] приводится обзор и сравнение мето-
дов линейного программирования для решения 
классической задачи об упаковке в контейнеры. 
Первый из таких алгоритмов был предложен в 
[55]. Он представляет собой простой метод вет-
вей и границ с поиском в глубину и стратегией 
ветвления, согласно которой объекты для упа-
ковки выбираются в порядке невозрастания их 
весов. Значение целевой функции на частичных 
решениях оценивается снизу в предположении 
делимости объектов. 

Самым известным из таких алгоритмов явля-
ется MTP [56, 57], основанный на методе ветвей и 
границ. Его суть заключается в следующем: объ-
екты упорядочиваются по невозрастанию их ве-
сов и очередной объект помещается в каждый ча-
стично заполненный контейнер, где для него 
хватает грузоподъемности, и в новый, пустой, 
контейнер, в результате чего образуется ветвле-
ние по этим альтернативным вариантам. Это 
приводит к тому, что область решения задачи 
ограничивается n!, где n – число объектов, но это 
весьма пессимистическая верхняя граница, по-
скольку многие объекты не помещаются в ча-
стично заполненные контейнеры. 

В каждом узле дерева поиска алгоритм MTP 
вычисляет пополнение соответствующего ча-
стичного решения методами FF, BF и WFD 
(Worst Fit Decreasing – «в наихудший из подхо-
дящих в порядке убывания»: очередной объект 
помещается в контейнер, в котором ему хватает 
грузоподъемности, а после его упаковки остаток 
грузоподъемности будет максимальным). «Ча-
стичное решение» означает, что часть объектов 
уже окончательно упакована. Пополнение ча-
стичного решения осуществляется путем ис-
пользования частично заполненных на данный 
момент контейнеров и упаковке оставшихся не-
упакованными объектов в такие контейнеры. 

Каждое из этих приближенных решений 
сравнивается с нижней границей. Если число 
контейнеров, используемых любым из прибли-
женных решений равно нижней границе, даль-
нейший поиск ниже данного узла не произво-
дится. Если число контейнеров в любом 
приближенном решении равно нижней границе 
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Рис. 2. Первое применение алгоритма IFFD Рис. 3. Второе применение алгоритма FFD 
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исходной задачи, работа алгоритма прекраща-
ется, поскольку найденное решение является 
оптимальным. 

Очевидной нижней границей является сумма 
весов всех объектов, деленная на грузоподъем-
ность контейнера и округленная до ближайше-
го большего целого. Такая граница в [56, 57] 
названа границей L1. Лучшая граница получа-
ется, если к сумме весов объектов прибавить 
оценку совокупной грузоподъемности контей-
неров, которая останется неиспользованной  
в любом решении, и полученный результат 
разделить на грузоподъемность контейнера.  
В [56, 57] такая граница называется границей 
L2. В [58] приводится более простой и более 
интуитивный алгоритм для расчета такой гра-
ницы. Обзор существующих на данный момент 
способов определения нижних границ для зада-
чи об упаковке в контейнеры приводится в [53]. 

Эффективность алгоритма MTP обеспечива-
ется благодаря так называемому «отношению 
доминирования», общая форма которого пред-
ложена в [56, 57]. Для этого вводится понятие 
«допустимого набора», который определяется 
как набор объектов, сумма весов которых не 
превышает грузоподъемность контейнера. 
Пусть A и В - два допустимых набора. Если 
набор В можно разбить на подгруппы 

1 2, ,... lB B B  так, что в наборе A найдется l  объ-
ектов, таких что вес каждого из них не меньше 

суммы весов объектов набора  1,jB j l , 

набор A доминирует набор В. Если все допу-
стимые наборы содержат общий объект x, то 
для упаковки в контейнер, содержащий x, име-
ет смысл рассматривать только недоминируе-
мые наборы объектов. В [56, 57] показывается, 
как использовать отношение доминирования 
для уменьшения размера подзадач, формируе-
мых в процессе поиска решения. 

В [59] описывается точный метод BISON, 
который использует несколько границ, проце-
дуры уменьшения размера подзадач, эвристики, 
а также метод ветвей и границ, основанный на 
новой процедуре ветвления. В [60] предлагает-
ся точный алгоритм, основанный на генерации 
столбцов и методе ветвей и границ.  

В [61] приводится обзор точных алгоритмов 
для решения задачи об упаковке в контейнеры, 
многорюкзачной задачи и задачи покрытия 
контейнеров (последняя, называемая там двой-
ственной задачей об упаковке, заключается в 

максимизации числа контейнеров, содержащих 
наборы объектов, суммы весов которых не 
меньше некоторой константы). Там же предла-
гается новый алгоритм для задачи об упаковке 
в контейнеры – алгоритм заполнения контейне-
ров (Bin Completion-BC), который, в отличие от 
существующих точных алгоритмов, называе-
мых там «ориентированными на объекты», яв-
ляется «ориентированным на контейнеры». Это 
означает, что вместо ветвления по числу раз-
личных возможных упаковок в контейнеры 
ветвление осуществляется по числу недомини-
руемых способов, которыми каждый контейнер 
может быть заполнен. Утверждается, что алго-
ритм BC работает асимптотически быстрее, чем 
алгоритм MTP, и, в частности, более чем в ты-
сячу раз быстрее, чем MTP для задач, в кото-
рых требуется упаковать не более 60 объектов. 
Как отмечается, дополнительным преимуще-
ством этого алгоритма является то, что его го-
раздо проще и легче реализовать, чем алгоритм 
MTP. В [62] описываются три способа улучше-
ния алгоритма BC: новый порядок ветвления; 
последовательная генерация и запоминание в 
буфере вариантов заполнения, в результате че-
го избегается генерация экспоненциального 
числа заполнений, и алгоритм LDS (от Limited 
Discrepancy Search - «поиск с ограниченными 
отклонениями»), который изменяет порядок 
поиска. Утверждается, что только первые два 
способа улучшения увеличивают скорость 
нахождения оптимального решения на пять по-
рядков по сравнению с первоначальной версией 
алгоритма BC. 

Как отмечалось во Введении, обратная зада-
ча упаковки в контейнеры может быть постав-
лена как многорюкзачная задача с единичными 
прибылями. Для классического варианта этой 
задачи, в которой объекты характеризуются не 
только весами, но и прибылями, и требуется 
упаковать в имеющиеся контейнеры (рюкзаки) 
объекты, обеспечивающие максимальную со-
вокупную прибыль и не нарушающие ограни-
чение на грузоподъемность каждого контейне-
ра, известен алгоритм MTM [63], который 
заключается в следующем. Объекты упорядо-
чиваются по невозрастанию отношений прибы-
ли к весу, и каждый объект, выбираемый в та-
ком порядке, помещается как минимум в один 
контейнер с использованием «жадной» (greedy) 
процедуры «граница–и–граница» (bound-and-
bound). Ветвление осуществляется так, что вы-
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бранный объект помещается в контейнеры в 
порядке неубывания их остаточной грузоподъ-
емности. В каждом узле верхняя граница вы-
числяется с использованием некоторой релак-
сации многорюкзачной задачи, которая 
получается путем объединения всех оставших-
ся контейнеров в один контейнер с грузоподъ-
емностью, равной совокупной остаточной гру-
зоподъемности в исходной задаче. В результате 
получается стандартная 0-1 задача о рюкзаке. 
Такая задача может быть решена любым из из-
вестных алгоритмов, а ее оптимальное решение 
и будет верхней границей для исходной много-
рюкзачной задачи. 

Процедура «граница–и–граница», использу-
емая в алгоритме MTM, заключается в следу-
ющем. С помощью быстрого эвристического 
алгоритма проверяется, существует ли реше-
ние, величина которого равна верхней границе. 
Если такое решение можно найти, то это озна-
чает, что решение, полученное в текущем узле, 
является оптимальным решением, и можно 
вернуться обратно. Если же такое решение не 
найдено, то поиск продолжается под этим уз-
лом. «Жадная» эвристика, используемая в ал-
горитме MTM, заключается в решении 0-1 за-
дач о рюкзаке для каждого оставшегося 
контейнера. Сначала первый контейнер запол-
няется оптимально с использованием остав-
шихся объектов, и такие объекты исключаются. 
Затем второй контейнер заполняется с исполь-
зованием оставшихся объектов и т.д. Эта про-
цедура повторяется для каждого оставшегося 
контейнера. 

В [64] предлагается точный алгоритм 
Mulknap для многорюкзачной задачи. Как и 
MTM, Mulknap является «ориентированным на 
объекты» алгоритмом ветвей и границ, который 
использует верхнюю границу, рассчитанную 
посредством замещения исходной многорюк-
зачной задачи 0-1 задачей о рюкзаке, и проце-
дуру «граница–и–граница». Алгоритм Mulknap 
отличается от алгоритма MTM тем, что в нем 
используется иная стратегия подтверждения 
верхней границы, основанная на разделении 
решения замещающей однорюкзачной задачи 
по оставшимся незаполненными контейнерам, 
объединение объектов и усиление ограничения 
на грузоподъемность в каждом узле. Приведен-
ные в [64] результаты сравнения алгоритмов 
Mulknap и MTM свидетельствуют о том, что 
для большого числа объектов алгоритм 

Mulknap находит оптимальное решение намно-
го быстрее, чем алгоритм MTM. 

В [61] предлагается алгоритм заполнения 
BC для многорюкзачной задачи. Он основан на 
методе ветвей и границ и использует поиск в 
глубину. Каждый узел в дереве поиска пред-
ставляет собой максимальную допустимую 
упаковку в соответствующий контейнер. В 
каждом узле для оставшейся подзадачи верхняя 
граница вычисляется путем решения замеща-
ющей 0-1 задачи о рюкзаке с использованием 
алгоритма, основанного на методе ветвей и 
границ алгоритма нахождения верхней границы 
для такой задачи [65]. Для возможного умень-
шения остаточной задачи применяется проце-
дура редуцирования R2 [65]. Затем выбирается 
контейнер с наименьшей остаточной грузо-
подъемностью, и для него находятся недоми-
нируемые упаковки. 

Следует заметить, однако, что все эти мето-
ды хорошо работают на задачах небольшой 
размерности, а в случае очень большого числа 
объектов требуют значительных затрат времени 
на вычисления. 

4. Генетические алгоритмы 

В конце восьмидесятых годов прошлого ве-
ка началась разработка генетических алгорит-
мов для задачи упаковки в контейнеры (напри-
мер, [66-68]). В [68] показано, что классический 
генетический подход неэффективен для опре-
деленных типов задач (таких, как задача об 
упаковке в контейнеры), и предложен генети-
ческий алгоритм с группировкой (grouping ge-
netic algorithm), который находит решение за 
приемлемое время. В [69] этот метод был 
улучшен за счет использования критерия доми-
нирования [56,57]. Кроме того, там предложен 
набор эталонных конкретных задач упаковки, 
который впоследствии был использован мно-
гими авторами для тестирования алгоритмов 
решения этой задачи. В [70] впервые предлага-
ется так называемый гибридный подход, кото-
рый сочетает в себе генетический алгоритм с 
вышеперечисленными приближенными алго-
ритмами. В [71] описывается новый «гипер-
эвристический» подход, основанный на генети-
ческом алгоритме для нахождения комбинации 
из четырех известных эффективных прибли-
женных алгоритмов решения одномерных за-
дач упаковки в контейнеры. В качестве таких 
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приближенных алгоритмов выбраны алгоритмы 
BFD, NFD (Next Fit Decreasing («в следующий 
подходящий с убыванием»)), DJD [72] и DJT. 
Алгоритм NFD помещает объект в текущий 
контейнер, если не нарушается ограничение на 
грузоподъемность, или в новый контейнер, ко-
торый после этого становится текущим. Алго-
ритм DJD упаковывает объекты, упорядочен-
ные по невозрастанию их весов, в контейнер, 
пока он не будет полон на одну треть, а затем 
ищет один, два или три объекта, полностью или 
хотя бы максимально заполняющие контейнер. 
Алгоритм DJT аналогичен последнему за тем 
исключением, что ищется комбинация из не 
более пяти объектов. После обучения на боль-
шом наборе эталонных задач, алгоритм находит 
оптимальное решение почти для 80% из них, а 
для других задач получает решение близкое к 
оптимальному. Доказывается, что этот подход 
превосходит результаты эвристических алго-
ритмов, входящих в найденную комбинацию, 
для 98% задач. 

В [73] для рассматриваемой задачи предла-
гается гиперэвристика, использующая эволю-
ционный алгоритм для формирования наборов 
атрибутов, которые характеризуют некоторый 
тип задачи. На этой основе строится классифи-
катор задач, который после обучения выбирает 
определенную эвристику для новых типов за-
дач. Доказывается, что такой обучаемый клас-
сификатор позволяет достичь значительно 
лучших результатов, чем каждый из использу-
емых приближенных алгоритмов по отдельно-
сти (а именно, FFD, DJD и DJT). 

Недавно был предложен эффективный гене-
тический алгоритм [74], который обеспечивает 
перенос лучших генов в хромосомы без потери 
равновесия между селективным давлением и 
разнообразием популяции. Такой перенос осу-
ществляется посредством нового набора группи-
рующих генетических операторов, в то время как 
эволюция балансируется новым алгоритмом вос-
произведения, который направляет анализ про-
странства поиска и предотвращает преждевре-
менную сходимость алгоритма. Представленные 
результаты вычислительных экспериментов сви-
детельствуют о том, что этот алгоритм превосхо-
дит известные генетические алгоритмы для мно-
жества особенно сложных задач упаковки. 

Известен также ряд генетических алгорит-
мов как для задачи о рюкзаке, так и для много-
рюкзачной задачи (например, [75-77]). В [78] 

предлагается новый адаптивный алгоритм би-
нарной дифференциальной эволюции (aBDE) 
для решения многорюкзачной задачи. Особен-
ность этого алгоритма заключается в настройке 
двух параметров – коэффициента возмущения и 
коэффициента мутации – посредством линей-
ной процедуры адаптации, которая изменяет их 
вероятности для каждой генерации. Результаты 
вычислительных экспериментов, выполненных 
на 11 вариантах задачи разной степени сложно-
сти, свидетельствуют о том, что алгоритм aBDE 
позволяет получить лучшие решения, чем алго-
ритм бинарной дифференциальной эволюции 
BDE [79], стандартный генетический алгоритм 
и его адаптивная разновидность. 

Заключение 

Статья носит постановочно-обзорный харак-
тер. В ней рассматривается новая постановка 
обратной задачи об упаковке в контейнеры с 
учетом предпочтений ЛПР: требуется упорядо-
чить объекты, оцененные по многим каче-
ственным критериям, в соответствии с предпо-
чтениями ЛПР и упаковать максимальное 
число объектов с учетом их предпочтительно-
сти в фиксированное число контейнеров без 
превышения грузоподъемности каждого из них. 
Учет предпочтительности означает, что для 
каждого неупакованного объекта не должно 
быть упакованных объектов, менее предпочти-
тельных для ЛПР, вместо которых он мог бы 
быть упакован без нарушения ограничения на 
грузоподъемность контейнера. 

Эта задача сочетает в себе аспекты теории 
принятия решений при многих критериях и 
комбинаторной оптимизации. В связи с этим, в  
статье, в первую очередь, изложены основные 
соображения об упорядочении или порядковой 
классификации многокритериальных объектов 
в соответствии с предпочтениями ЛПР. Особо 
подчеркивается необходимость применения 
надежных подходов к структуризации задачи в 
целях выявления набора критериев, их значе-
ний и, в случае задачи классификации, наиме-
нований классов, а также упорядочения значе-
ний критериев и, если применимо, классов в 
соответствии с предпочтениями ЛПР. Кроме 
того, в статье содержится обзор известных ме-
тодов решения классической задачи об упаков-
ке в контейнеры и ее обратной задачи, в том 
числе в постановке многорюкзачной задачи. 
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Поставленная здесь задача ставилась и ре-
шалась только в [9] на основе приближенных 
алгоритмов. В будущем предполагается ис-
пользование и сравнение других рассмотрен-
ных здесь подходов к ее решению. 
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