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Метод нечеткого вывода для одного класса систем 
MISO-структуры при нечетких входах 

 

Аннотация. При нечетком моделировании на входы моделируемых систем могут поступать как четкие значения, 
так и нечеткие. Вычислительная сложность нечеткого логического вывода при нечетких входах соответствует экс-
поненциальной сложности. В работе описывается новый метод вывода на основе теоремы о декомпозиции мно-
гомерной нечеткой импликации и нечеткого значения истинности. Данный метод дает возможность  при нечетких 
входах реализовать вывод с полиномиальной вычислительной сложностью, что делает  эффективным его ис-
пользование для моделирования систем MISO-структуры большой размерности. 
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Введение 

В настоящее время существуют различные 
методы нечеткого вывода. Согласно классифи-
кации, например в [1], все методы можно раз-
делить на три типа: логический, вывод типа 
Мамдани и вывод типа Такаги-Сугено. В по-
давляющей части из них используются четкие 
значения, поступающие на входы моделируе-
мой системы. Известные методы для нечетких 
входов не применимы в большинстве практиче-
ских задач из-за экспоненциальной вычисли-
тельной сложности, не позволяющей осуще-
ствить вывод за приемлемое время для систем с 
большим количеством входов [2]. 

В данной статье развивается метод вывода 
логического типа для систем, в которых вход-
ные данные формализуются функциями при-
надлежностей, т.е. представляют собой нечет-
кие значения, основанный на теореме 
декомпозиции нечеткой многомерной импли-
кации. Данная теорема доказывается при усло-
вии, если лингвистическая связка в антецеденте 
нечетких правил моделируется t-нормой – min, 
либо t-конормой – max. Улучшение данного 
метода осуществляется за счет применения не-
четкого значения истинности, определение ко-
торого, для некоторых функций принадлежно-

стей, выполняется аналитически [4], а в случае 
кусочно-линейного представления функции 
принадлежности разработан эффективный ал-
горитм [5]. 

1. Постановка задачи 

Лингвистическая модель представляет собой 
множество нечетких правил kR , 1, Nk   вида:  

kR : Если 1x  есть 1k 2A x  есть *2 , , xk nA   есть 

nkA , то y  есть kB ,  (1) 

где N – количество нечетких правил, ik iA X , 

1,i n , kB Y  – нечеткие множества, которые 
характеризуются функциями принадлежности 

(x )
kiA i  и (y)

kB , соответственно, 1,i n . 

, , ,1 2 nx x x  – входные переменные лингвисти-
ческой модели, причем 

 , , ,
T

1 2 n 1 2 nx x x X X X     x . Символа-

ми iX , 1,i n  и Y обозначаются соответствен-

но пространства входных и выходных  
переменных. Если ввести обозначение 

1 2 nX X X   X  и 1k 2k nkA A A   kA , то 
правило (1) представляется в виде нечеткой 
импликации: 
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:k kR BkA , 1, Nk  . 

Правило kR  можно формализовать как не-

четкое отношение, определенное на множестве 
YX , т.е. kR Y X  – это нечеткое множе-

ство с функцией принадлежности: 
( , ) ( , ) ( ( ), ( ))

kR B By y I y    
k kA Ax x x , 

где ( )I   – импликация,   – лингвистические 
связки «И» либо «ИЛИ». 

Ставится задача определить нечеткий вывод 
' YkB   для системы, представленной в виде 

(1), если на входах – нечеткие множества 
' ... '1 nA A A   ' X или 1x есть '1A и … и  

nx  есть 'nA . 

В соответствии с обобщенным нечетким 
правилом modus ponens [3], нечеткое множе-
ство 'kB определяется комбинацией нечеткого 

множества A'  и отношения kR , т.е. 

' ( )k kB B  kA' A . (2) 

Сложность выражения (2) – экспоненциаль-

ная, т.е. ( )
n

O X Y . 

2. Метод вывода на основе  
нечеткого значения истинности  
и теоремы о декомпозиции 

Как известно, частным случаем композици-
онного правила вывода является обобщенное 
правило modus ponens, которое для систем с 
одним входом описывается соотношением [1]: 

*' '(y) sup{ (x) ( (x), ( ))}
T

B A A B
x X

I y   


  , (3) 

где ' (x)A , (x)A , ' ( )B y , ( )B y  – функции 

принадлежности, *
T

 – t-норма, представляющая 
собой пересечение нечеткого факта 'A  и не-
четкой импликации I , аргументом которой яв-
ляется посылка А и вывод В. 

Нечеткие множества описываются на про-
странстве рассуждений Х для посылки и факта 
и на Y для значения В и результата вывода 'B . 

Используя правило истинной модификации 
[6], можно записать: 

' '(x) ( (x))A A/A A   , 

где ( )A/A'   – нечеткое значение истинности не-

четкого множества А относительно 'A , которое 
представляет функцию принадлежности совме-
стимости ( )CP A,A'  A по отношению к 'A , 

причем 'A  рассматривается как достоверное [7]: 

'/ ( )
( )

( ) ( ) sup [ ( )]
A

A A' CP A,A' A
x t

x X

t t x


  




   

[0,1].t  

(4) 

При переходе от переменной x к переменной 
t, обозначив ( )At x  получим: 

' ( ) ( ( )) ( )A A/A' A A/A'x x t     . 

Тогда (3) записывается в следующем виде: 

*'
[0,1]

( ) sup{ ( ) ( , ( ))}
T

B A/A' B
t

y t I t y  


 . (5) 

Если функции принадлежности ( )A x  и 

' ( )A x  задаются в виде гауссовых кривых либо 

в виде колоколообразной функции, то, как сле-
дует из [4], нечеткое значение истинности (4) 
определяется аналитически. В случае кусоч-
но-линейного представления функций принад-
лежности разработан алгоритм с полиномиаль-
ной вычислительной сложностью [5]. 

Рассмотрим теперь теорему о декомпозиции 
многомерной нечеткой импликации. Она может 
быть использована в том случае, если моделиро-
вание лингвистической связки «И» в антецеденте 
правила (1) применяется t-норма – min, а для 
лингвистической связки «ИЛИ» – t-норма – max. 

Теорема. Если [ ( ), ( )]
ikA i BI x y  , 1,i n  не 

возрастает по аргументу ( )
ikA ix , то: 

1) В случае лингвистической связки «И» 

1,

1,

( ( ), (y)) (min{ (x )}, (y))

max{ ( (x ), (y))}.

ik

ik

B A i B
i n

A i B
i n

I I

I

   

 




 



x
kA

 

В случае лингвистической связки «ИЛИ» 

1,

1,

( ( ), (y)) (max{ (x )}, (y))

min{ ( (x ), (y))}.

ik

ik

B A i B
i n

A i B
i n

I I

I

   

 




 



x
kA

 

Рассмотрим доказательство свойства (1): 
Определение. Функция ( (x ), (y))

ikA i BI    

является невозрастающей по аргументу 

(x )
ikA i , если * (y) [0,1]B   из условия 

(x )
ik

l
A i  > (x )

ik

m
A i , следует неравенство: 
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*( (x ), (y))
ik

l
A i BI    ≤ *( (x ), (y))

ik

m
A i BI   . (6) 

Выберем произвольный набор значений  

аргументов  * * *
1 2, , , n 1 2 nx x x X X X      и 

определим для них антецедент правил (1), ко-
гда лингвистическая связка «И» моделируется 
операцией «MIN»: 

*(x )
jkA j  = *

1,
min{ (x )}

ikA i
i n




, (7) 

отсюда следует, что: *(x )
jkA j ≤ *(x )

ikA i , 1,i n  . 

В соответствии с определением (6), функция 
( )I  является невозрастающей. Отсюда имеем: 

* *( (x ), (y))
jkA j BI    ≥ * *( (x ), (y))

ikA i BI   , 1,i n  . (8) 

Тогда, учитывая соотношение (8): 

* * * *

1,
( (x ), (y)) max{ ( (x ), (y))}

jk ikA j B A i B
i n

I I   


  (9) 

Так как * *( (x ), (y))
jkA j BI    существует в 

правой части выражения (8), то принимая во 
внимание (7), перепишем (9) в виде: 

* * * *

1, 1,
(min{ (x ), (y)}) max{ ( (x ), (y))}

ik ikA i B A i B
i n i n

I I   
 



 (10) 

Выражение (10) справедливо для
* (y) [0,1]B   и  * * *

1 2, , , n 1 2 nx x x X X X      . 

Свойство (1) теоремы доказано. Свойство 
(2) доказывается аналогично. 

Для системы со многими входами (3) имеет 
вид: 

' '( ) sup{ ( )* ( ( ), ( ))}.
T

B By I y  



kA A

x X
x x  (11) 

При выполнении условий теоремы о деком-
позиции многомерной нечеткой импликации о 
не возрастании i[ ( ), ( )]

ikA BI x y  , 1,i n  отно-

сительно (x )
ikA i  и использования лингвисти-

ческой связки «И» (11) примет вид: 

' '
1,

( ) max{sup{ ( )* ( ( ), ( ))}}.
i ik k

i i

T

B A i A i B
i n x X

y x I x y   
 



(12) 

Выражение (12) может быть записано через 
нечеткое значение степени истинности, как 
следует из (4), т.е. (12) будет иметь вид: 

' /
1, [0,1]

( ) max{ sup { ( )* ( , ( ))}}.
k ik i k

i

T

B A A i i B
i n t

y t I t y  
 

  (13) 

Дискретный аналог соотношения (13) имеет 
полиномиальную вычислительную сложность, 
т.е. ( n)iO t Y  . Условие о не возрастании 

( , ( ))
ki BI t y , 1,i n  относительно it  выполня-

ется для следующих импликаций: 
1) Импликация Лукасевича  

 ( , ) min 1,1b bi iI t t     

2) Импликация Клини-Динса 

 ,( , ) max 1b bi iI t t    

3) Импликация Фодора 

 
1,

( , )
max 1 , ,

bi
bi

b bi i

t
I t

t t




 

   
 

4) Импликация Райхенбаха 
( , ) 1i b bi it t tI       

5) Импликация Решера 
1,

( , )
0,

bi
bi

bi

t
I t

t







  
 

6) Импликация Гогена 

min 1, , 0
( , )

1, 0

b

i
bi i

i

t
I t t

t




  
     

 

 

7) Импликация Геделя 
1,

( , )
,

bi
bi

b bi

t
I t

t




 


  
 

8) Импликация Ягера 

 
1, 0

( , )
, 0i

i
bi

b i

t

t
I t

t




 


 

9) Импликация Алиева (ALI-2) 

 
1,

( , )
min (1 ), ,

bi
bi

b bi i

t
I t

t t




 

   
 

10) Импликация Алиева (ALI-3) 

 

1,

( , )
,

(1 )

bi

b bi
bi

bi

t

I t
t

t


  




    

 

11) Импликация Алиева (ALI-4) 
1

,
( , ) 2

1,

bi
bi

bi

bi

t
t

I t
t







   
 

 

На Рис. 1-Рис. 6 показано выполнение дан-
ного условия графически для некоторых  
импликаций при табулировании b  от 0 до 1  
с шагом 0.1. 
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3.Вывод выходного значения  
для блока правил 

Рассмотрим выходные значения для N пра-
вил вида (1), используя метод дефаззификации 
центра тяжести [1]: 

'
1,

'
1,

* ( )

( )

Bk k
k N

B k
k N

y y

y
y












,   (14) 

где y  – четкий выход системы состоящей из N 

правил вида (1); ky , 1,k N  – центры функ-

ций принадлежности (y)
kB , т.е. значения, в 

которых max (y) 1
kB

y
  . 'B  получается при 

логическом подходе с помощью операции пе-
ресечения [1] в соответствии с выражением: 

1,

' ' j
j N

B B


  . 

Функция принадлежности 'B  вычисляется с 
использованием t-нормы, т.е.: 

' '
1,

( ) ( )B B j
j N

y T y 


 .  (15) 

Если выполняется условие о не возрастании 
импликации ( , ( ))

ki BI t y , 1, ni  относительно 

it  и используется лингвистическая связка «И»  

в (1), то из соотношений (14), (15) и (13) полу-
чим выражение: 
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Рис. 1. Импликация Лукасевича  
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Рис. 2. Импликация Клини-Динса 
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Рис. 3. Импликация Райхенбаха 
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Рис. 4. Импликация Геделя 
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Рис. 5. Импликация Ягера 
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Рис. 6. Импликация Алиева (ALI-3) 
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1, 1,n [0,1]1,

1, 1,n [0,1]1,

{max{ sup { (t )* (t , (y ))}}}

{max{ sup { (t )* (t , (y ))}}}

ik i j
i

ik i j
i

T

A /A i i Bk k
j N i tk N

T

A /A i i B k
j N i tk N

y T I

y
T I

 

 

  

  





(16) 

Соотношению (16) ставится в соответствие 
сетевая структура (Рис. 7), где на втором 
уровне определяется выражение: 

/
[0,1]

{ } sup { ( )* ( , ( ))}
ik i j

i

T

ijk A A i i B k
t

F t I t y 


 . 

Данная сетевая структура, используя алго-
ритмы обучения, соответственно преобразовы-
вается в нейро-нечеткую систему с нечеткими 
входами. 

Заключение 

В работе предложен метод нечеткого вывода 
для систем логического типа с использованием 
теоремы о декомпозиции многомерной нечет-
кой импликации и нечеткого значения истин-
ности. Вычислительная сложность предложен-
ного метода соответствует полиномиальным 
алгоритмам.  

Разработана сетевая структура получения 
выходного значения для блока правил, что дает 
возможность провести дальнейшие исследова-
ния по обучению, варьируя вид нечеткой им-
пликации, а также параметры функций принад-
лежности и, как следует из структуры сети, 
применить методы параллельных вычислений.  

Рис. 7. Сетевая структура для блока правил 
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Полиномиальная вычислительная сложность 
позволяет использовать этот метод для реше-
ния задач моделирования систем с большим 
количеством нечетких входов, таких как диа-
гностика, прогнозирование, управление [8].  
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Method of fuzzy inference for one class of MISO-structure systems with fuzzy inputs 
V.G. Sinyuk, M.V. Panchenko 
 
Abstract. In fuzzy modeling, the inputs of the simulated systems can receive both crisp values and fuzzy. 
Computational complexity of fuzzy inference with fuzzy inputs corresponds to an exponential. This paper 
describes a new method of inference, based on the theorem of decomposition of a multidimensional fuzzy 
implication and a fuzzy truth value. This method is considered for fuzzy inputs and has a polynomial 
complexity, which makes it possible to use it for modeling large-dimensional MISO-structure systems. 
Keywords: logical type of inference, decomposition theorem, fuzzy truth value. 
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