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Предельные возможности сужения множества Парето 
с помощью квантов нечеткой информации1 

 

Аннотация. Рассмотрена задача многокритериального выбора с нечетким отношением предпочтения, которая 
включает множество возможных вариантов, числовой векторный критерий и нечеткое отношение предпочтения 
лица, принимающего решение (ЛПР). Используются понятия нечеткого векторного пространства, многогранного 
нечеткого множества и расстояния между выпуклыми нечеткими множествами и конусами. В целях сужения мно-
жества Парето изучены предельные возможности использования информации о нечетком отношении предпочте-
ния в виде ее квантов. Доказано, что в достаточно широком классе задач выбора с помощью конечного набора 
квантов нечеткой информации можно сколь угодно точно аппроксимировать изначально неизвестное нечеткое 
множество недоминируемых элементов. 

Ключевые слова: задача многокритериального выбора, сужение множества Парето, кванты нечеткой информа-
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Введение 

Важную роль при решении многокритери-
альных задач играет оптимум Парето [1], кото-
рый представляет собой обобщение понятия 
экстремума на случай нескольких критериев. К 
сожалению, множество оптимумов Парето 
(множество Парето) при решении прикладных 
задач оказывается довольно широким, между 
тем как для осуществления окончательного вы-
бора необходимо ограничиваться сравнительно 
узким его подмножеством, а иногда и един-
ственным элементом. По этой причине возни-
кает проблема сужения множества Парето [2], 
для решения которой многочисленными авто-
рами предлагаются самые различные подходы в 
зависимости от того, какая именно информация 
используется при их реализации. 

К настоящему времени разработан аксиома-
тический подход к сужению множества Парето 
с использованием квантов информации об от-
ношении предпочтения ЛПР [3]. Одним из его 

достоинств является тот факт, что все его по-
ложения формальным способом выводятся из 
базовых четырех аксиом «разумного» выбора. 
Эти аксиомы представляются вполне есте-
ственными и их можно считать выполненными 
при решении сравнительно большого числа 
прикладных задач многокритериального выбо-
ра. Кроме того, само определение кванта ин-
формации имеет ясную логическую основу, что 
позволяет без особых усилий выявлять подоб-
ные кванты в контакте с лицом, принимающим 
решение (ЛПР), не искушенным в математиче-
ских тонкостях. 

В рамках указанного аксиоматического под-
хода неизвестное отношение предпочтения 
ЛПР может быть как четким (обычным) бинар-
ным отношением, так и нечетким. Для четкого 
отношения предпочтения ранее был полностью 
решен вопрос предельных возможностей акси-
оматического подхода. А именно, было уста-
новлено [3], что, используя лишь конечный 
набор квантов информации о неизвестном от-
ношении предпочтения, можно получить об 
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этом отношении сколь угодно точное представ-
ление. Таким образом, информация в виде 
квантов полна в том смысле, что ее оказывается 
достаточно для построения, как самого отно-
шения предпочтения, так и множества недоми-
нируемых векторов, определяемого с его по-
мощью. Из этого следует важный практический 
вывод: при решении прикладных задач необхо-
димо научиться извлекать подходящие кванты 
информации и на их основе можно сузить мно-
жество Парето до множества недоминируемых 
векторов, которое изначально неизвестно. 

В случае нечеткого отношения предпочте-
ния подобного результата не существовало. В 
данной работе этот пробел восполняется. Сна-
чала вводятся необходимые понятия из теории 
нечетких множеств и приводится решение за-
дачи аппроксимации выпуклого конуса нечет-
ким многогранным конусом, полученное авто-
ром ранее. Основное содержание работы после 
краткого перечисления базовых положений ак-
сиоматического подхода содержит доказатель-
ство утверждения, которое гарантирует, что с 
помощью лишь конечного набора квантов не-
четкой информации о неизвестном нечетком 
отношении предпочтения можно сколь угодно 
точно аппроксимировать нечеткое множество 
недоминируемых элементов. В практически 
важном частном случае, когда множество допу-
стимых вариантов конечно, на основе квантов 
нечеткое множество недоминируемых элемен-
тов можно построить точно. 

1. Основные сведения 
из теории нечетких множеств 

Следуя работе автора [4], приведем не-
обходимые сведения из теории выпуклых не-

четких множеств. Пусть mR  ˗ конечномерное 
векторное арифметическое пространство.  
Конечномерным нечетким векторным про-
странством будем называть множество 

]1,0[ mm RF . Его элемент 
m

m Fyyyy  ),,...,,(ˆ 21   интерпретируется 

как нечеткая точка ),...,,( 21 myyyy   про-

странства mR , степень принадлежности кото-
рой равна ]1,0[ . Нечеткое множество Y в 

mF  задается равенством: 


mRy

YY yyyY


 ]}1,0[)(|))(,{(  , 

где )(Y  ˗ функция принадлежности данного 

нечеткого множества, заданная на  и при-
нимающая значения в отрезке ]1,0[ . 

Необходимо отметить, что нечеткое множе-
ство однозначно определяется своей функцией 
принадлежности. В случае, когда функция при-
надлежности нечеткого множества принимает 
лишь значения 0 либо 1, она является характе-
ристической функцией обычного (четкого) 

множества в пространстве mR . Четкое множе-

ство }0)(|{supp  yRyY Y
m   называется 

носителем нечеткого множества Y. Тот факт, 

что элемент mFyyy  ))(,(ˆ   принадлежит 
нечеткому множеству Y, означает выполнение 

неравенства )()( yy Y  . 
Нечеткое множество, имеющее ограничен-

ный носитель, называют ограниченным. Для 
пары нечетких множеств ZY ,  примем  

)()( yyZY ZY   для всех mRy  
и условимся использовать стандартные теоре-
тико-множественные операции, т.е. 

{( , ( )) | ( ) max{ ( ), ( )}}
m

Y Z
y R

Y Z y y y y y   


   , 

{( , ( )) | ( ) min{ ( ), ( )}}
m

Y Z
y R

Y Z y y y y y   


   . 

Нечеткое множество Y  с функцией принад-

лежности )(Y  называется выпуклым [5], если 

для всех ]1,0[,,  mRyx  выполняется нера-
венство: 

( (1 ) ) min{ ( ), ( )}Y Y Yx y x y       . 
Расстояние между двумя точками 

1 2ˆ ( , ,..., , ( ))my y y y y  и 1 2ˆ ( , ,..., , ( ))mz z z z z  
нечеткого пространства будем измерять по 
формуле: 

2 2

1

ˆ ˆ ( ) ( ( ) ( ))
m

i i
i

y z y z y z 


     . 

Отметим очевидные свойства расстояния: 
ˆ ˆˆ ˆ0; 0 , ( ) ( );y z y z y z y z         

ˆ ˆˆ ˆ ;y z z y    

zuuyzy ˆˆˆˆˆˆ  . 

Нечеткое множество Y замкнуто, если оно 
содержит все свои предельные точки, т.е. пре-

mR
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дел любой сходящейся последовательности то-
чек ˆ{ } {( , ( )} , 1,2,...k k k

ky y y Y k    принад-

лежит множеству Y. Запись Ycl  будет означать 
замыкание нечеткого множества Y, т.е. данное 
множество вместе со всеми своими предельны-
ми точками. 

Введем замкнутую нечеткую ԑ- окрест-
ность точки ))(,(ˆ yyy  : 

ˆ ˆˆ ˆ( ) { ( , ( )) | }
mz R

U y z z z z y  


    , 

а также нечеткое множество (нечеткое парал-
лельное множество) вида:  

supp

ˆ( )
z Y

Y U z 


  . 

Под расстоянием между двумя выпуклыми 
компактными нечеткими множествами Y и Z 
будем понимать функцию 

0
( , ) inf{ | , }d Y Z Y Z Z Y 




   . 

Введенное расстояние в случае четких мно-
жеств Y и Z совпадает с расстоянием по Хау-
сдорфу [6] для выпуклых множеств. Это рас-
стояние обладает стандартными свойствами 
метрики: 

ZYZYdZYd  0),(;0),( ; 

( , ) ( , );d Y Z d Z Y  

),(),(),( ZYdYXdZXd  . 
Нечеткое множество Y будем именовать 

многогранным, если его носитель является мно-
гогранным множеством, а функция принадлеж-

ности постоянна на mR , а также в том случае, 
когда существует натуральное 2l , при кото-
ром имеет место представление 


l

i
iYY

1

 , (1) 

где iY  ˗ нечеткое множество с многогранным 

носителем iYsupp  и константной функцией 

принадлежности  
* (0,1], если supp ,

( )
0, в противном случае,

i i
i

y Y
y




   


 

причем 1suppsupp  ii YY  и *
1

*
 ii   для всех 

1,2,..., 1i l  . Нетрудно понять, что любое мно-
гогранное нечеткое множество является выпук-
лым и замкнутым, а в частном случае, когда его 
функция принадлежности принимает лишь зна-
чения 0 либо 1, оно порождает обычное много-
гранное множество в пространстве mR . 

Выпуклая оболочка нечеткого множества Y , 
обозначаемая Yconv , определяется как 
наименьшее (по отношению включения) вы-
пуклое нечеткое множество, содержащее Y . 
Выпуклая оболочка выпуклого нечеткого мно-
жества совпадает с этим множеством, а выпук-
лая оболочка произвольного нечеткого множе-
ства Y  является пересечением всех выпуклых 
нечетких множеств, включающих Y . 

В случае нечеткого множества K , заданно-

го функцией принадлежности )(  на нечетком 

пространстве mF , используют следующие тер-
мины: 

 нечеткий конус K , если равенство 

   xx    выполняется для всех 0  и 

всех mRx ; 
 острый нечеткий конус K , если носи-

тель этого конуса является острым, т.е. ни один 
ненулевой элемент носителя не содержится в 
нем вместе с противоположным ему элементом. 

Символом cone{ }M  (где M ˗ некоторое не-
четкое множество) будем обозначать наимень-
ший выпуклый нечеткий конус, содержащий 
множество M . 

Поскольку веденное выше расстояние между 
двумя нечеткими выпуклыми конусами из-за не-
ограниченности их носителей, как правило, равно 
 , использовать метрику ),( d  для измерения 

расстояния между указанными объектами не 
представляется возможным. Поэтому вместо са-
мих конусов будем иметь дело с приближениями 
к ним, т.е. теми их частями, которые содержатся в 
достаточно большом шаре с центром в начале ко-
ординат. Тем самым, для измерения расстояния 

между нечеткими конусами 1K  и 2K  введем 
функцию двух аргументов 

1 2 1 2( , ) d( ( ), ( ))r r rd K K K U K U  0 0 , 

где r  достаточно большое положительное 
число. 

Нетрудно проверить, что введенная функция 
обладает следующими свойствами: 

1 2 1 2 1 2( , ) 0; ( , ) 0 cl clr rd K K d K K K K    ; 

1 2 2 1( , ) ( , );r rd K K d K K  

1 3 1 2 2 3( , ) ( , ) ( , )r r rd K K d K K d K K  .  
Введем неотрицательный ортант 

{( ,1) | 0, 1,2,..., , }m m
iF y F y i m y      0  в 

нечетком пространстве. 
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Имеет место следующий результат [4]. 
Теорема 1. Пусть K  произвольный острый 

выпуклый нечеткий конус с открытым носите-
лем и непрерывной функцией принадлежности, 
не содержащий начало координат и такой, что 

mFK  . Выберем и зафиксируем произволь-

ное 0r . Тогда для любого 0  найдутся 

такие конечные наборы векторов mk
i

i Ru 1}{  

и чисел k
ii 1}{  , что 

( ), (0,1],  1,2,...,i m
r iu N K U i k    0  и 

1 1
1( ,cone{( ,1),...,( ,1),( , ),...,( , )})m k

r kd K e e u u   . 

Здесь (и далее) meee ,...,, 21 ˗ единичные  

орты пространства mR  и 

1 2( , ,..., ,1) |
.

найдутся , , для которых 0, 0

m
mm

i j

y y y F
N

i j y y

       
 

Содержательно данная теорема означает, 
что любой выпуклый нечеткий конус K, ука-
занного в ее условиях типа, можно с любой 
степенью точности аппроксимировать изнутри 
некоторым многогранным нечетким конусом 

1 1
1cone{( ,1),..., ( ,1),( , ),..., ( , )}m k

ke e u u  . 
Нечеткое бинарное отношение задается на 

четком множестве A функцией принадлежности

 : 0,1A A   . При этом число    , 0,1x y   

интерпретируется как степень уверенности 
ЛПР в том, что элемент x находится в данном 
отношении с элементом y. 

Нечеткое отношение с функцией принад-

лежности  ,  называют 

 иррефлексивным, если   0, xx  для 
всех Ax  ; 

 транзитивным, если   zx,
    zyyx ,;,min   для всех Azyx ,, ; 

 асимметричным, если  , 0x y     

 , 0y x   для всех Ayx , ; 

 конусным нечетким отношением на ли-
нейном пространстве L, если найдется такой 
нечеткий конус с функцией принадлежности 

 : 0,1L  , что    ,x y x y    для всех 

,x y L ; 

 инвариантным относительно линейного 
положительного преобразования, если данное 
отношение задано на линейном пространстве L 

и выполняются равенства ( , ) ( , ),x y x y     

( , ) ( , )x c y c x y     для всех ,x y L , 0  , 

c L . 

2. Основные опредения и аксиомы  
нечеткого многокритериального 
выбора 

Через X обозначим (четкое) множество воз-
можных вариантов, содержащее, по крайней 
мере, два элемента. Имеется m ( m  2) число-
вых функций 1 2, ,..., mf f f , заданных на множе-
стве X. Они образуют векторный критерий 

 1 2, ,..., mf f f f , который принимает значения 

в критериальном пространстве mR . Введем 
также (четкое) множество возможных векторов 

( ) mY f X R  . Будем считать, что на множе-
стве Y задано нечеткое отношение предпочте-

ния ЛПР с функцией принадлежности  ,Y . 

Для векторов Yyy ,  число ( , ) [0,1]Y y y     
интерпретируется как степень уверенности 
ЛПР в том, что для него вектор y  предпочти-

тельнее y  . На практике это отношение, как 
правило, известно лишь частично. 

Решением задачи нечеткого многокритери-
ального выбора считается некоторое в общем 
случае нечеткое множество ( )С Y Y , функ-
цию принадлежности которого будем обозна-

чать С
Y . Именно это множество (эта функция 

принадлежности) подлежит нахождению в ре-
зультате решения задачи нечеткого многокри-
териального выбора. 

Приведем аксиомы «разумного» нечеткого 
выбора [3], которые далее будем предполагать 
выполненными. 

Аксиома 1. Для всех ,y y Y   имеет место 

неравенство  С
Y y    1 ( , )y y   . 

Аксиома 2. Нечеткое иррефлексивное от-
ношение предпочтения с функцией принадлеж-

ности  ,Y  является транзитивным и, кроме 
того, существует транзитивное отношение, 
функцию принадлежности которого обозначим 

),(  , заданное на критериальном простран-

стве mR  и такое, что его сужение на Y совпа-

дает с отношением ),( Y . 
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Аксиома 3. Каждый критерий if , 

1,2,...,i m  согласован с отношением предпо-

чтения ),(   в том смысле, что для любых век-

торов , my y R   из выполнения соотношений 

),...,,,,...( 111 miii yyyyyy   , 

),...,,,,...( 111 miii yyyyyy   ,  

,ii yy   

следует равенство 1),(  yy . 
Аксиома 4. Нечеткое отношение предпочте-

ния ),(   инвариантно относительно линейного 
положительного преобразования. 

Пусть имеются две группы номеров крите-
риев A и B ( IBA , , A , B , 

 BA ). Говорят [3], что задан квант не-
четкой информации с группами A, B, двумя 
наборами положительных параметров iw  для 

всех Ai , jw  для всех Bj  и степенью уве-

ренности ]1,0(*  , если для всех векторов 
mRyy , , для которых выполнено 

iii wyy   для всех Ai  , 

jjj wyy   для всех Bj , 

ss yy   для всех )(\ BAIs  , 

имеет место равенство   ),( yy . 
Используя Аксиому 4, нетрудно установить, 

что в последнем определении векторы yy ,  
можно считать фиксированными, причем

ii wy  , jj wy  , 0sy  для всех Ai , 

Bj , )(\ BAIs  , и 0y . Именно это 
упрощенное определение следует использовать 
при решении прикладных задач многокритери-
ального выбора для выявления у ЛПР инфор-
мации о его предпочтениях. Наличие указанно-
го кванта информации означает готовность 
ЛПР к компромиссу: потерять по критериям 
менее значимой группы B  не более jw  

)( Bj  единиц с тем, чтобы получить прибав-

ки по критериям более значимой группы A  в 
размере не менее iw  )( Ai , причем степень 

уверенности ЛПР в этом составляет (в процен-
тах) величину 100),( 0y %. 

Исходя из приведенного упрощенного опре-

деления, всякий вектор mNy  будет задавать 
некий квант информации, если окажется  
выполненным соотношение ( , ) (0,1]y  0 . 
В общем случае может быть выявлено несколь-
ко подобных квантов. В таком случае должен 
быть задан набор векторов i my N , 1,2,...,i k , 

таких что ( , ) (0,1]i
iy  0 , 1,2,...,i k . Не-

которые наборы квантов могут оказаться про-
тиворечивыми. Определение непротиворечиво-
го набора квантов нечеткой информации и 
критерии непротиворечивости можно найти в 
монографии автора [3].  

С помощью одного или нескольких непро-
тиворечивых квантов информации осуществля-
ется сужение множества Парето следующим 
образом. Сначала по определенным формулам 
или с помощью некоторого алгоритма [7, 8] пе-
ресчитывается исходный векторный критерий. 
Затем находится множество Парето относи-
тельно полученного нового критерия. Установ-
лено, что при выполнении Аксиом 1 ˗ 4 иско-
мое множество выбираемых векторов )(YС  
содержится в новом множестве Парето, которое 
является подмножеством исходного множества 
Парето. Тем самым можно построить более 
точную оценку для неизвестного множества 

)(YС  по сравнению с исходным множеством 
Парето. Описанная процедура составляет суще-
ство аксиоматического подхода к сужению 
множества Парето, развиваемого автором на 
протяжении длительного времени. 

3. Полнота нечеткой информации  
об отношении предпочтения 

Несомненный теоретический и практиче-
ский интерес представляет вопрос, насколько 
полна информация о нечетком отношении 
предпочтения в виде конечного набора квантов. 
Иначе говоря, каковы теоретические границы 
использования нечетких квантов информации 
при построения оценки сверху для неизвестно-
го множества выбираемых векторов )(YС ?  
В случае четкого отношения предпочтения 
установлено [3], что на основе конечного набо-
ра кантов информации можно сколь угодно 
точно аппроксимировать неизвестное множе-
ство недоминируемых векторов, внутри кото-
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рого содержится неизвестное множество выби-
раемых векторов. Этот результат служит теоре-
тическим обоснованием предельных возможно-
стей аксиоматического подхода к сужению 
множества Парето. В случае нечеткого отно-
шения предпочтения подобный вопрос оставал-
ся открытым. Его решение дается ниже и опи-
рается на Теорему 1. 

Рассмотрим задачу многокритериального 
выбора с нечетким отношением предпочтения, 
имеющим функцию принадлежности ),(  . 

Нечеткое множество недоминируемых векто-
ров YNdom , введенное Орловским [9], опре-
деляется своей функций принадлежности:  

( ) 1 sup ( , )N
Y Y

z Y
y z y 


   для всех y Y . 

Установлено [3], что в условиях выполнения 
Аксиом 2˗4 нечеткое отношение предпочтения 

),(   является конусным с острым выпуклым 
нечетким конусом, который обозначим K , а 
его функцию принадлежности – символом  . 
Кроме того, этот конус с единичной степенью 
принадлежности включает неотрицательный 

ортант mF  и не содержит начало координат. 
Тем самым, по определению конусного отно-

шения для mRyy ,  имеет место эквива-
лентность: 

( , ) (0,1] ( )y y y y           . 

Введем множество { | ( ) 0}zY y Y y z     
для каждого Yz . Если существует такая поло-
жительная константа r , что для любого z Y  
выполняется неравенство sup

zy Y
y z r


  , то мно-

жество Y будем именовать K-ограниченным. Вся-
кое ограниченное множество K-ограничено, но не 
наоборот. 

Теорема 2. Пусть K   острый выпуклый 
нечеткий конус с открытым носителем, не со-

держащим начало координат, причем mFK  . 
Зафиксируем достаточно большое положитель-
ное r  и будем считать, что множество Y явля-
ется K-ограниченным. Тогда существует по-
следовательность векторов 1{ }s

su 
  и 

соответствующая последовательность значений 
степеней принадлежности 1{ }s s 

  этих векто-
ров, где 

s mu N K  ,    (0,1], 1,2,...s s   , 

причем имеет место сходимость 

Ndom Ndom
s
Y Y  при s  , (2) 

где s   нечеткое отношение с конусом 
1 1

1conv{( ,1),...,( ,1),( , ),..., ( , )}m s
se e u u  . 

Замечание. Сходимость в формуле (2) по-
следовательности множеств недоминируемых 
векторов означает поточечную сходимость не-
четких множеств, определяемую следующим 
образом: вектор ŷ  принадлежит предельному 
нечеткому множеству недоминируемых векто-
ров, т.е. ˆ Ndomy Y , тогда и только тогда, ко-

гда существует такое натуральное 0s , что 

включение 
s

ˆ Ndomy Y   имеет место для всех 

натуральных 0ss  . 

К сожалению, полученный результат явля-
ется в чистом виде теоремой существования, 
поскольку в ходе ее доказательства не указано, 
каким именно способом можно построить ап-
проксимационные множества недоминируемых 
векторов Ndom

s
Y . В ней лишь устанавлива-

ется, что с помощью квантов информации о не-
четком отношении предпочтения теоретически 
можно построить сколь угодно точную аппрок-
симацию для неизвестного множества недоми-
нируемых векторов, однако вопрос о том, как 
именно это сделать, остается открытым. 

Когда множество возможных векторов Y 
 состоит из конечного числа элементов и вы-
полняются предположения Теоремы 4, для 
точного  определения множества недоминиру-
емых векторов достаточно располагать лишь 
определенным конечным набором квантов ин-
формации. Об этом свидетельствует следую-
щий результат.  

Теорема 3. Если дополнительно к предпо-
ложениям теоремы 4 добавить, что множество 
векторов Y – конечное (при этом требование  
K-ограниченности этого множества можно ис-
ключить), то существует конечный набор век-
торов 1{ }s p m

su R   и соответствующий набор 

степеней принадлежности 1{ } (0,1]p
s s    этих 

векторов, 
s mu N K  ,     (0,1], 1,2,...,s s p   , 

что 
Ndom Ndom

p
Y Y  , (3) 
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где p – нечеткое конусное отношение  

с нечетким конусом 
1 1

1conv{( ,1),...,( ,1),( , ),...,( , )}m p
p pC e e u u  . 

Заключение 

В рамках аксиоматического подхода к суже-
нию множества Парето в классе задач много-
критериального выбора с неизвестным нечет-
ким отношением ЛПР изучены предельные 
возможности использования нечеткой инфор-
мации об отношении предпочтения ЛПР. Каж-
дый квант подобной информации выражает  

готовность ЛПР идти на определенный ком-
промисс, состоящий в компенсации потерь по 
некоторым менее значимым критериям выиг-
рышем по критериям более значимой группы. 
Показано, что только за счет указанных кван-
тов можно сколь угодно точно аппроксимиро-
вать неизвестное множество недоминируемых 
вариантов. Из этого следует, что для успешной 
реализации аксиоматического подхода доста-
точно научиться извлекать кванты нечеткой 
информации и умело их использовать в процес-
се принятия решений. 

Приложение 

Доказательство Теоремы 2. Положим 1
n  . Применяя Теорему 1, при 1n  получим суще-

ствование набора векторов kuuu ,...,, 21  и чисел 1 2, ,..., (0,1]k    , для которых 
1 1

1( ,conе{( ,1),...,( ,1),( , ),...,( , )}) 1m k
r kd K e e u u   . 

При 2n  аналогично найдутся, вообще говоря, другие наборы векторов pkk uu  ,...,1  и чисел 

]1,0(,...,, 21  pkkk  , для которых 

1 1
1

1
( ,conе{( ,1),..., ( ,1), ( , ),..., ( , )})

2
m k k p

r k k pd K e e u u  
   . 

Поскольку при «расширении» конуса 1 1
1conv{( ,1),...,( ,1),( , ),...,( , )}m k k p

k k pe e u u  
   за счет добав-

ления полученных ранее элементов 1
1( , ),...,( , )k

ku u K    расстояние между K  и «расширенным» 
конусом становится разве что меньше, то 

1 1
1

1
( ,conе{( ,1),..., ( ,1),( , ),..., ( , ),..., ( , )})

2
m k k p

r k k pd K e e u u u  
  . 

Рассуждая аналогичным образом, придем к существованию таких последовательностей векто-

ров m
s

s Ru 
1}{  и чисел ]1,0(}{ 1 


ss , что для каждого натурального n найдется номер ns , при 

котором верно неравенство: 

 1 1
1

1
( ,conе{( ,1),..., ( ,1), ( , ),..., ( , )}m s

r sd K e e u u
n

   , ,...1,  nn sss   (4) 

Введем выпуклые замкнутые нечеткие конусы:  
1 1

1conе{( ,1),..., ( ,1),( , ),..., ( , )}m s
s sC e e u u  , 1,2,...s   

Очевидно, KCC ss  1 , ,...2,1s  Кроме того, в соответствии с (4) для любого n существует 

номер ns , при котором имеет место неравенство: 

1
( , ) , , 1,...r s n nd K C s s s

n
    

Отсюда, так как K – конус с открытым носителем, следует, что для любой точки 

0)(),(ˆ))(,(ˆ  zUKKzzz KrK  0  найдется номер 0s , что включение sCz supp  будет 

выполнено для всех ,...1, 00  sss  Нетрудно понять, что в таком случае также будет иметь место 

включение sCzˆ  для всех достаточно больших натуральных s   



 В.Д. Ногин 

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 4/2017 76 

Перейдем к доказательству сходимости (2). Если * * *ˆ ( , ( )) Ndomy y y Y  , то по определению 

множества недоминируемых векторов найдется элемент Yy , для которого 
* * *( , ) ( ) 1 ( ) 0y y y y y       . Отсюда, используя условие K-ограниченности множества Y, по-

лучаем *y y r  . Следовательно, * * ˆˆ ( , ( ))z y y y y K    . В этом случае, благодаря установ-

ленному выше результату, включение sCzˆ  выполняется для всех достаточно больших номеров 

s . Полученное означает, что Yy
s

Ndomˆ*
  для указанных s .  

Следовательно, всякий элемент Y , не принадлежащий множеству Ndom Y , не может входить 
во множество предельных элементов для последовательности множеств Ndom

s
Y , 1,2,...s   С 

другой стороны, любая точка из множества Ndom Y  заведомо принадлежит указанному пределу 

последовательности множеств, так как включения KCC ss  1  влекут Ndom Ndom
s

Y Y   

при всех ,...2,1s  Теорема 2 доказана. 

Доказательство Теоремы 3. Пусть },...,,{ 21 NyyyY  . Для каждого Yyi   введем конечное 
нечеткое множество 

|ˆ{ m
i FzZ  существует Yy , что Niyyyyyyz iii ,...,2,1},0),()),,(,(ˆ   . 

Благодаря тому, что носитель нечеткого конуса K является открытым множеством, согласно 
доказательству Теоремы 4, найдется номер is , для которого si CZ   при всех ,...1,  ii sss , где 

sC  – нечеткие конусы, введенные в ходе доказательства Теоремы 2. Положим 

},...,,max{ 21 Nsssp  . Для этого номера в силу вложенности конусов ,...2,1,1   sCC ss , вы-

полнено включение pi CZ   для всех Ni ,...,2,1 . 

Выберем два произвольных вектора Yyy ji , , ji yy  . Если верно неравенство ( , ) 0j iy y  , 

то ˆ ( , ( , ))j i j iz y y y y K    и iZzˆ , а значит pCzˆ . Обратно, если ˆ pz C , то в силу pC K  

выполнено включение Kzˆ . Таким образом, имеет место эквивалентность Kzˆ  pCzˆ , ко-

торая устанавливает равенство конусных отношений с нечеткими конусами K  и pC . Отсюда вы-

текает совпадение соответствующих множеств недоминируемых векторов, т.е. (3).  
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Ultimate possibilities of the Рareto set reduction based on quanta of fuzzy information 
V.D. Noghin 
 
Abstract. The problem of multicriteria choice with a fuzzy preference relation is considered, the main  
objects of which are a set of feasible alternatives, a numerical vector criterion and the fuzzy preference 
relation of the decision maker (DM). Concepts of a fuzzy vector space, a polyhedral fuzzy set and the  
distance between convex fuzzy sets and cones are used. To reduce the Pareto set the ultimate possibilities 
of information about the fuzzy preference relation in the form of quanta of information set are studied.  
It is proved that in a sufficiently wide class of above problems with a finite set of quanta of fuzzy infor-
mation, one can arbitrarily accurate approximate an initially unknown fuzzy set of nondominant elements. 
 
Keywords: multicriteria choice problem, reduction of the Pareto set, quanta of fuzzy information,  
completeness theorem 
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