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Аннотация. Для полиинтервальных объектов, обобщенных интервальных и нечетких величин, предложены мето-
ды расчета числовых характеристик, аналогичных характеристикам функций распределения теории вероятностей 
(математическое ожидание, дисперсия, среднее полуотклонение). Методы основаны на дефаззификации интер-
вальных оценок для указанных числовых характеристик в случае нечетких полиинтервальных объектов и на 
представлении обобщенных интервальных оценок в виде вероятностной смеси образующих такую оценку рас-
пределений. Полученные результаты позволяют распространить известный метод «среднее - риск», применяю-
щийся обычно для сравнения по предпочтительности и риску в совокупности моноинтервальных величин, на слу-
чай полиинтервальных оценок. 
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Введение 

Многие важные прикладные задачи прихо-
диться анализировать в условиях неопределен-
ности. Достаточно часто неопределенность 
возникает из-за необходимости предсказывать 
исходные параметры и результирующие пока-
затели исследуемых задач. В большинстве 
практических случаев эти величины измеряют-
ся в количественных (числовых) шкалах и по-
лучают из-за неопределенности интервальное 
представление в виде описывающих указанные 
величины интервальных оценок. В будущем, 
после завершения реализации направленного 
на решение задачи проекта, когда неопределен-
ность будет снята, интервальные оценки его 
характеристик получат определенные одно-
числовые (точечные) значения. 

В связи с интервальным представлением ис-
следуемых величин необходимо отметить сле-
дующее обстоятельство. В реальных ситуациях 
их возможные предсказываемые оценочные 
значения, как значения реальных числовых по-
казателей, как правило, образуют дискретные 
множества, т.е. изолированы друг от друга. Та-
ково, например, множество возможных буду-
щих прогнозируемых значений курсов валют 
или других стоимостных показателей в финан-
сово-экономическом анализе. В интервальной 
картине, вопреки изначальной дискретной при-
роде подобных величин, они трактуются как 
непрерывные. Хотя это и вносит известное ис-
кажение в описание параметров задачи, ап-
проксимация таких дискретных множеств не-
прерывными интервальными оценками удобна, 
позволяет использовать более простые методы 
расчета и повсеместно используется при после-
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дующем анализе, математическом и содержа-
тельном. Однако такая аппроксимация оправ-
дана лишь тогда, когда можно предполагать, 
что исследуемая величина в пределах границ 
своей вариабельности способна принимать 
много дискретных значений (точечных реали-
заций), не слишком удаленных друг от друга.  

Обычно предполагается, что интервальные в 
момент анализа оценки характеристик решае-
мых задач содержат все их возможные (в боль-
шом числе) точечные реализации, прогнозиру-
емые в соответствии с имеющимися знаниями 
или суждениями экспертов. Это позволяет за-
давать такие оценки как числовой интервал, 
или промежуток числовой прямой. Такое пред-
положение спорно. В математической стати-
стике его не безупречность преодолевается за-
данием вместе с интервальной оценкой 
определяемых по выборочным данным шансов 
того, что такая оценка содержит в себе неиз-
вестное точечное значение оцениваемой вели-
чины. При задании характеристик задач на ос-
новании преимущественно экспертных 
суждений, не подкрепленных статистикой не-
обходимого объема, эту трудность пытаются 
преодолевать за счет перехода от моноинтер-
вальных к полиинтервальным оценкам.  

Необходимость в полиинтервальном подхо-
де вызвана при этом тем, что в ряде случаев 
эксперту затруднительно выразить свои знания 
об анализируемом параметре посредством 
единственной интервальной оценки: интервал 
излишнего размаха снижает ценность знаний 
эксперта, а зауженный интервал довольно часто 
ведет к ошибкам предсказания. Целесообразно 
поэтому дать эксперту возможность не ограни-
чиваться только моноинтервальными оценками, 
а позволить выразить свои знания о параметрах 
задачи совокупностью интервалов, характери-
зующей неопределенность экспертных знаний о 
длине и положении интервала–оценки каждой 
характеристики задачи. Составляющие такой 
совокупности описывают указанную неопреде-
ленность с разной степенью уверенности. Ра-
зумеется, это не отменяет ценности моноинтер-
вального подхода, описания характеристик 
задачи в рамках моно- и поли- интервальной 
картин дополняют друг друга.  

В ряде практических случаев требуется 
сравнить имеющиеся варианты решений задач 
(альтернативы) по их эффективности для до-
стижения поставленных целей. Для реализации 

процедур сравнения некоторые результирую-
щие показатели математических моделей, опи-
сывающих такие объекты, могут по содержа-
тельным соображениям быть переведены в 
разряд показателей качества, характеризующих 
степень достижения целей имеющимися аль-
тернативами. Будем называть интервальными 
альтернативами (ИА) такие объекты сравнения 
с целью выбора эффективных, показатели каче-
ства которых имеют, из-за неопределенности, 
интервальное представление, моно- или поли-
интервальное. В качестве критериев сравнения 
в интервальном случае часто фигурируют, од-
нако, не сами показатели качества, а, как пра-
вило, некоторые числовые индикаторы, рассчи-
тываемые на базе указанных интервальных 
показателей. Они могут иметь размерности, от-
личные от размерности показателей качества.  

Можно видеть, что задачам сравнения ИА 
свойственно наличие неустранимого риска 
принятия неверного решения при выборе эф-
фективного объекта. Действительно, уже для 
двух сравниваемых ИА с ненулевым пересече-
нием интервальных оценок их показателей  
качества любая альтернатива может оказаться 
эффективной в будущем, хотя и с разной  
степенью уверенности в истинности этого 
утверждения. 

Эти соображения показывают, что задачи 
сравнения ИА по их эффективности, по край-
ней мере, двухкритериальные – наряду с крите-
рием, связанным с показателем качества аль-
тернативы и оценивающим альтернативу по ее 
предпочтительности, необходимо на паритет-
ных началах учитывать индикатор, характери-
зующий риск принятия неверного решения о 
выборе «лучшей» альтернативы. Отметим, что 
при анализе риска рядом исследователей пред-
лагается использовать не один, а одновременно 
несколько критериев риска [1]. Поскольку в 
момент прогнозного оценивания эффективно-
сти ИА недостаточно известны возможные  
изменения в способах реализации соответству-
ющего проекта, в целях выбора более эффек-
тивной альтернативы в число критериев срав-
нения следовало бы также включить показатели 
адаптивных свойств альтернатив, их гибкость, 
надежность, маневренность [2]. Таким образом, 
эффективность ИА – это сложная категория, 
всесторонне характеризующая пригодность 
альтернативы для реализации и позволяющая 
отличить одну ИА от другой. 
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Надо отметить, что задачи сравнения ИА по 
эффективности относятся к задачам теории при-
нятия решений. Они не могут быть, вообще гово-
ря, однозначно исчерпывающе решены чисто ма-
тематическими методами и требуют включения в 
процесс решения предпочтений лиц, принимаю-
щих решение (ЛПР), учитывать их склонность к 
риску. Математические методы, однако, позво-
ляют предоставить ЛПР значения мер предпочти-
тельности и риска, других критериев, вычислен-
ных для конкретной ситуации сравнения, на базе 
которых ЛПР, исходя из своих предпочтений и 
склонности к риску, может принять некоторое 
рациональное решение.  

Обратим внимание также на тот факт, что в 
проблематике сравнения ИА по эффективности 
возникают риски различной природы. Среди 
них риск как возможность получения убытков 
или как возможность получения реального ис-
хода, отличного от желаемого прогнозируемого 
результата, а также риск того, что ИА, оценива-
емая в момент сравнения как эффективная в их 
предъявленном множестве, не окажется тако-
вой в момент снятия неопределенности, в дей-
ствительности эффективной окажется некото-
рая другая альтернатива. 

Чтобы получить возможность оценивать и 
предпочтительность ИА, и риск принятия  
решений о предпочтительности, следует до-
полнить интервальное представление характе-
ризующих альтернативу показателей математи-
ческим аппаратом описания шансов реализации 
их значений в пределах соответствующих ин-
тервальных оценок. В случае моно- интервалов 
наиболее распространен для этого аппарат 
функций распределения. Использование этого 
аппарата позволяет рассчитывать для ИА меры 
предпочтительности и риска в обеих их выше-
указанных трактовках.  

Имеются два основных подхода к сравнению 
ИА в условиях риска. В одном учитывается зави-
симость предпочтительности ИА и сопутствую-
щего риска от контекста, т.е. конкретной сово-
купности сравниваемых объектов [3-5]. За меру 
предпочтительности здесь выбираются шансы 
правдоподобности гипотезы о том, что анализи-
руемая альтернатива окажется предпочтительнее 
других сравниваемых, а за меру риска шансы то-
го, что в действительности хотя бы одна другая 
альтернатива окажется предпочтительной. Метод 
обладает тем достоинством, что позволяет оце-
нить «коллективный» риск, величина которого 

может существенно превосходить величину рис-
ка при попарном сравнении. Недостатки метода 
являются следствием того факта, что в его рамках 
сравнивается лишь относительная эффективность 
ИА. При этом альтернатива, признанная эффек-
тивной при таком сравнении, сама по себе может 
оказаться неэффективной (убыточной). 

В другом подходе к сравнению ИА по эффек-
тивности сопоставляемые альтернативы рассмат-
риваются как изолированные, не «взаимодей-
ствующие» объекты. Для каждой ИА величина 
критерия предпочтительности вычисляется от-
дельно, а затем, безотносительно к этому индика-
тору, вновь для каждого объекта отдельно, вы-
числяется тот или иной индикатор риска и лишь 
затем на базе обоих этих индикаторов осуществ-
ляется сравнение. Среди методов этого класса 
наиболее распространен в настоящее время метод 
«среднее-риск» (mean - risk) [6]. 

Критерием предпочтительности в этом ме-
тоде служит величина математического ожида-
ния случайной величины, заданной на интер-
вальной оценке показателя качества. В качестве 
критерия риска могут выступать такие показа-
тели как дисперсия, левая и правая полудис-
персии (semivariance), среднее полуотклонение 
(mean semideviation) и другие [7, 8]. Для случая 
моноинтервальных оценок метод «среднее-
риск» для критериев математическое ожидание 
и среднее полуотклонение исследован в рабо-
тах [7, 9]. Цель настоящей статьи распростра-
нить метод «среднее-риск» для сравнения ИА 
по эффективности на случай поли- интерваль-
ных оценок, поскольку информация, необходи-
мая для сравнения, может быть получена в 
рамках обеих (моно- и полиинтервальных) кар-
тин, а результаты сравнения целесообразно для 
сопоставимости получить единообразно, по-
средством одного и того же метода.  

1. Метод «среднее-риск»  
для моноинтервальных альтернатив 

Мерой предпочтительности ИА в методе 
«среднее-риск» служит, как уже отмечалось, 
математическое ожидание E случайной вели-
чины X, заданной на интервальной оценке I по-
казателя качества альтернативы. Мера риска 
может вводиться по-разному. Будем предпола-
гать для определенности, что в дальнейшем 
имеют место ситуации, когда бóльшие значе-
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ния показателя качества предпочтительнее 
меньших, как если показатель качества это, 
например, доход или прибыль. Естественно 
считать при этом, что альтернативы со значе-
ниями показателя качества, полностью лежа-
щими в отрицательной области значений, могут 
быть сразу исключены из рассмотрения как не-
пригодные для реализации.  

Можно признать, что отклонения от желае-
мого значения показателя качества в лучшую 
сторону сложно связать с риском. Поэтому, 
начиная с давней работы [10], с риском связы-
вают показатели, предсказывающие возмож-
ность отклонений в худшую сторону (downside 
risk measures), риск получения убытков. Эта 
концепция была развита в статьях [6, 11] после 
чего, как свидетельствуют результаты исследо-
ваний работ [12, 13], меры риска получения 
убытков стали фактическим стандартом в ин-
струментарии риск менеджмента. В последнее 
время среди этих мер риска центральное место 
занял показатель среднего полуотклонения SI 
[8, 14], показывающий величину среднего от-
клонения случайной величины, заданной на ин-
тервальной оценке [L, R], от математического 
ожидания E. Вводят левый SIl и правый SIr ин-
дикаторы полуотклонения. Если f(x) плотность 
распределения случайной величины X, то, по 
определению, 

( ) ( ) ,   ( ) ( ) .
E R

Il Ir

L E

S E x f x dx S x E f x dx      

Удобно, что SIl и SIr имеют размерность E, а 
кроме того можно показать, что SIl = SIr = SI для 
любого, не обязательно симметричного распре-
деления. Действительно, так как  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,
R E R

L L E

E x f x dx E x f x dx x E f x dx         

то SIl = SIr = SI. Более общая формула, связыва-
ющая функции SIl и SIr для произвольного зна-
чения аргумента a  [L, R], приведена далее. 

Более подробно поведение SI для равномер-
ного и треугольного распределения шансов 
изучено в работах [9, 15]. Равномерное распре-
деление реализует принцип максимума энтро-
пии в отсутствии какой-либо априорной  
информации об исследуемой величине. Тре-
угольное распределение достаточно часто ис-
пользуется экспертами в их практической рабо-
те, служа для них простой аппроксимацией 

других унимодальных распределений. Приве-
дем основные результаты указанных работ. 

Известно, что для равномерного распреде-
ления среднее EU и среднее полуотклонение SIU 
таковы: 

EU = (L + R)/2, а SIU = (R – L)/8. 

Для треугольного распределения с модой T 
математическое ожидание ET = (R + T + L)/3,  
при T ≤ ET 

3( )
( ) ( )  .

3( )( )
T

R
T

I Ir T r

E

R E
S S x E f x dx

R L R T


   

   

а при T > ET 

3( )
( ) ( )  .

3( )( )

TE

T
I Il T l

L

E L
S S E x f x dx

R L T L


   

   

Здесь левая ветвь плотности треугольного 
распределения fl(x) = 2(x – L)/[(R – L)(T – L)] (при 
L≤x≤ T), а правая fr(x) = 2(R – x)/[(R – L)(R – T)] 
(при T < x ≤ R).  

Показано, что как функция моды T среднее 
полуотклонение SI(T) выпукло вниз, монотонно 
убывает на интервале [L, (L + R)/2] и монотонно 
возрастает на интервале [(L + R)/2, R]. Функция 
симметрична относительно вертикальной оси  
T = (L + R)/2 = EU, ее минимум SImin достигается  
в точке T = EU, SImin = (R – L)/12, а максимум SImax 
в точках T = L и T = R, SImax = =SI(L) = SI(R) = 
= 8(R–L)/81.  

Таким образом, при выборе функций рас-
пределения шансов для описания их знаний об 
интервальных оценках показателей качества 
экспертам полезно учитывать следующее. Пе-
реход от равномерных распределений к иным, 
например, треугольным, означает наличие 
большего знания об объекте. Это приводит к 
снижению величины индикатора риска, причем 
SImax < SIU (для одинаковых интервалов-
носителей). Выбор в треугольных распределе-
ниях моды, равной среднему соответствующего 
равномерного распределения EU, имеет след-
ствием наименьшую величину индикатора рис-
ка, а отклонения значений моды T от EU  
в обе стороны приводят к росту индикатора 
риска. Однако эти отклонения с позиций срав-
нения альтернатив не эквивалентны. Отклоне-
ния T вправо от EU приводят к увеличению 
среднего ET, - индикатора предпочтительности 
в подходе «среднее – риск», а влево от EU к 
уменьшению ET.  
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Индикатор SIl характеризует возможное из-
за неопределенности среднее отклонение в не-
благоприятную сторону показателя качества 
альтернативы от величины математического 
ожидания. Конечно, такое среднее отклонение 
существенно меньше максимально возможного, 
так SIU в четыре раза меньше наибольшего воз-
можного неблагоприятного отклонения. Одна-
ко выбор математического ожидания в качестве 
целевого показателя при оценке риска может не 
соответствовать предпочтениям ЛПР и его 
склонностям к риску. Так для равномерного 
распределения шансов при таком выборе ровно 
половина возможных точечных реализаций по-
казателя качества окажется меньше величины 
математического ожидания.  

Поэтому целесообразно введение индикатора 
риска SIl(a), аналогичного среднему полуоткло-
нению, но связанного с произвольным допусти-
мым целевым значением a показателя качества 
альтернативы. Потребуем, однако, чтобы целевые 
значения a показателя качества альтернативы 
были неотрицательны. Полезно иметь также вы-
ражение для SIr(a). По определению 

( ) ( ) ( ) ,  ( ) ( ) ( ) . 
a R

Il Ir

L a

S a a x f x dx S a x a f x dx    
 

Можно видеть, что SIl(a) = a – E + SIr(a). 
Действительно,  

( ) ( ) ( ) ( )
R a

L L

a x f x dx a x f x dx      

( ) ( )  ( ) ( ). 
R

Il Ir

a

a x f x dx a E S a S a       

Для простейших случаев равномерных и 
треугольных распределений шансов для инди-
катора SIl(a) могут быть получены следующие 
соотношения: для равномерных распределений 
SIl(a) = (a –L)2/[2(R – L)], а для треугольных при 
a < T SIl = (a – L)3/[3(R – L)(T – L)] и при  
a > T SIl = a – ET + (R – a)3/[3(R – L)(R – T)]. 

Обратим внимание на тот факт, что в реаль-
ных задачах сравнения R > 0, L < 0, поскольку 
при R < 0 альтернативу следует, скорее всего, 
исключить из числа сравниваемых, а при L > 0 
альтернатива чаще всего априори пригодна для 
реализации. Тогда SIl(a) > 0, но отрицательные 
значения математического ожидания E воз-
можны. Естественно потребовать, чтобы к 
сравнению допускались альтернативы с E > 0. 
Для равномерного распределения шансов это 

означает, что пригодные для сравнения ИА 
должны быть такими, что R > – L, а для тре-
угольного R + T > – L.  

2. Метод «среднее – риск»  
для полиинтервальных альтернатив: 
обобщенные интервальные оценки 

В рамках полиинтервального подхода мож-
но выделить два основных направления: описа-
ние посредством аппарата нечетких множеств 
[16] и с помощью формализма обобщенных ин-
тервальных оценок (ОИО) [17, 18].  

Подход ОИО является прямым обобщением 
моноинтервального подхода на поли- интерваль-
ный случай. В первом из них первоначальная то-
чечная оценка анализируемого параметра для 
учета неопределенности знаний о нем «размыва-
ется», не обязательно симметрично, заполняя не-
который интервал возможных значений парамет-
ра. Для описания шансов воплощения возможных 
точечных реализаций x параметра используется 
аппарат функций распределения, задаваемых на 
интервалах-носителях плотностью функции рас-
пределения шансов f(x). В подходе ОИО исход-
ной оценкой служит интервал Iu = [Lu, Ru], и уже 
он размывается, вновь не обязательно симмет-
рично, порождая в качестве итоговой оценки па-
раметра систему интервалов с интервалом мак-
симальной длины Id = [Ld, Rd]. Какие именно 
интервалы войдут в результирующую систему, 
отграничиваемую Iu и Id, определяется формой, 
так называемой полиинтервальной оценки (ПИО) 
– криволинейной трапеции, содержащей все ин-
тервалы, включаемые в их систему. Для специ-
фикации шансов реализации интервалов, обра-
зующих систему, вводится случайная величина β, 
помещаемая на ось ординат двумерной плоскости 
и имеющая плотность распределения шансов 
f1(β). Величина β служит меткой интервалов, вхо-
дящих в их систему. Шансы воплощения воз-
можных точечных реализаций x на каждом из ин-
тервалов с меткой β, помещаемых на ось абсцисс 
двумерной плоскости, описываются условной 
функцией распределения с плотностью f2(x|β). 
Таким образом, ОИО– это ПИО с заданной на 
последней плотностью совместной функции рас-
пределения f(β, x) = f1(β)f2(x|β).  

Итак, формализм ОИО позволяет экспертам 
дифференцировать входящие в такую поли- ин-
тервальную оценку моноинтервалы по степени 



Сравнение полиинтервальных альтернатив:метод «среднее�риск» 

ИСКУССТВЕННЫЙ ИНТЕЛЛЕКТ И ПРИНЯТИЕ РЕШЕНИЙ 1/2019 21

вхождения в нее не только за счет задания формы 
ПИО – известного аналога функции принадлеж-
ности аппарата нечетких множеств, но и за счет 
задания распределения шансов их включения в 
ОИО. При этом распределения шансов реализа-
ции значений параметров на моно интервалах, 
образующих ПИО, могут быть произвольными, а 
не только равномерными. 

Будем в дальнейшем считать, что боковые 
стороны трапеции ПИО прямолинейны, оценка 
нормирована так, что 0 < β < 1, метка β = 0 отве-
чает интервалу [Ld = L, Rd = R], β = 1 интервалу 
[Lu, Ru], причем Ld < Lu < Ru < Rd. Такие конфигу-
рации чаще всего возникают при представлении 
обобщенными интервальными оценками знаний 
экспертов о параметрах решаемых задач. Конфи-
гурации ПИО более общего вида, например, в 
сценарном анализе зависимых величин, ПИО с 
криволинейными боковыми сторонами, а также 
отвечающие им проблемные ситуации представ-
лены в работах [19,20]. 

Достаточно часто в приложениях использу-
ют ПИО треугольной формы, что соответствует 
ситуации, когда системой интервалов замеща-
ется первоначальная точечная оценка T. В этом 
случае ПИО задается тремя угловыми точками 
L, T, R, такими, что L < T < R. Распределения 
шансов f1(β) и f2(x|β), как уже отмечалось, могут 
быть любыми.  

Пусть для простоты распределения шансов 
на координатных осях ПИО равномерные. То-
гда, интегрируя по всем β с учетом задания 
совместной функции распределения на ПИО 
треугольной формы, получим на [L, R] - интер-
вале с меткой β = 0 - плотность маргинальной 
функции распределения шансов f(x), плотность 
обобщенного равномерного распределения 
(ОРР). ОРР на [L, R] представляет собой веро-
ятностную смесь равномерных распределений 
f2(x|β) со смешивающей функцией f1(β) также 
равномерной. Свойства ОРР для трапецеидаль-
ных и, как частный случай, треугольных ПИО 
изучены в работах [19, 21].  

Используя полученные там результаты, име-
ем для плотности f(x) ОРР на ПИО треугольной 
формы: при L < x < T f(x) = fl(x); при T < x < R 
f(x) = fr(x), где fl(x) = ln[(T – L)/(T – x)]/(R – L) – 
левая ветвь плотности распределения,  
fr(x) = ln[(R – T)/(x – T)]/(R – L) – ее правая 
ветвь. Действуя обычным образом, для средне-
го EGU ОРР получаем: EGU = (L + 2T + R)/4. Для 
случая симметричной ПИО, когда T = (L + R)/2, 

EGU = EU. Таким образом, ИА, пригодные для 
сравнения в рамках ОИО-подхода, должны 
быть таковы, чтобы выполнялось неравенство 
R + 2T > – L. Отметим, что при T > 0 это более 
слабое требование по сравнению с треуголь-
ным распределением монослучая, а при T < 0 
более сильное. 

Можно видеть, что EGU > T при T < EU, а при 
T > EU EGU < T. Имея это в виду, получаем при 
T < EU (и, следовательно, при EGU > T)  

( ) ( ) ,
GU

R

I Ir GU r

E

S S x E f x dx    

а при T > EU (и, следовательно, при EGU < T): 

( ) ( ) .  
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I Il GU l
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Интегрируя, получаем при T < EU 
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а при T > EU 
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Подобно поведению индикатора полуоткло-
нения для треугольного распределения на моно-
интервале-носителе, в случае ОИО с треугольной 
ПИО и ОРР на интервале максимальной протя-
женности [L, R] в их системе, SI(T) как функция 
верхней угловой точки T выпукло вниз, монотон-
но убывает на интервале [L, (L + R)/2] и моно-
тонно возрастает на интервале [(L + R)/2, R]. 
Функция симметрична относительно вертикаль-
ной оси T = (L + R)/2 = EU, ее минимум SImin  
достигается в точке T = EU, SImin = (R – L)/16,  
а максимум SImax в точках T = L и T = R, SImax = 
=SI(L) = SI(R) = (R – L)(ln4 + 3/2)/32.  

Обратимся теперь к индикаторам риска 
SIl(a), аналогичных среднему полуотклонению, 
но связанных с произвольным допустимым це-
левым значением a показателя качества альтер-
нативы. В случае ОИО имеем: 
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Эти соотношения позволяют ЛПР найти 
значения индикатора риска для пороговых ве-
личин показателя качества a, согласующихся с 
их склонностью к риску. 

3. Метод «среднее-риск»  
для полиинтервальных альтернатив: 
нечеткие объекты  

Обратимся теперь к реализации метода 
«среднее-риск» для случая, когда поли- интер-
вальные оценки представлены как нечеткие 
объекты. Для сопоставимости результатов с 
полученными выше результатами подхода 
ОИО рассмотрим вначале случай треугольных 
функций принадлежности.  

Будем пользоваться теми же показателями 
предпочтительности (среднее) и риска (среднее 
полуотклонение), что и выше, однако вопрос в 
том, как следует понимать эти величины, тре-
бует теперь уточнения. Простейший способ по-
лучения искомых показателей, при котором 
функция принадлежности трактуется как плот-
ность функции распределения, едва ли может 
считаться обоснованной. Более последователь-
ной представляется точка зрения [22, 23], со-
гласно которой различные числовые характе-
ристики, связанные с нечеткими объектами и 
отвечающие соответствующим характеристи-
кам теории вероятностей, имеют возможность 
принимать интервальные значения. Поскольку 
общение с экспертами-практиками желательно 
проводить на привычном для них языке [24], 
настоятельно необходимо перейти от таких ин-
тервальных величин к характеризующим их 
числовым оценкам. Для такого перехода ис-
пользуется процедура дефаззификации. Выбор 
способа дефаззификации определяется ЛПР. 

Треугольная функция принадлежности зада-
ется тройкой (L, T, R) такой, что L < T < R. Бу-
дем пользоваться для описания полиинтерваль-
ных нечетких объектов их декомпозицией на 
совокупности α-уровней и примем, что функ-
ции принадлежности нормальны, так что  
α  [0, 1]. Тогда для левых L(α) и правых R(α) 

границ интервалов I(α), вложенных в треуголь-
ную функцию принадлежности, имеем: L(α) = 
(1 – α)L + αT, R(α) = (1 – α)R + αT.  

Полагая, что на всех (обычных, не нечетких) 
интервалах I(α), отвечающих α-уровням, зада-
ны равномерные распределения шансов [25], 
для математических ожиданий E(α) на α уров-
нях получаем: E(α) = αT + (1 – α)EU, где EU = (L 
+ R)/2. Можно видеть, что возможные значения 
E(α) лежат в интервале [EU, T] при EU < T и в 
интервале [T, EU] при EU > T.  

Для дефаззификации E(α) будем пользовать-
ся двумя методами. В первом из них все I(α) 
рассматриваются при получении одночисловой 
характеристики EF как равноправные,  
а во втором, методе центра тяжести, вклад I(α) 
в интегральную одночисловую характеристику 
EF1 увеличивается с ростом α:  

EF = 
1 1

1

0 0

( ),  2 ( ).Fd E E d E      В последнем 

соотношении множитель 2 является нормиру-
ющим. Тогда EF = (EU + T)/2, EF1 = (EU + 2T)/3. 
Можно видеть, что EF больше EF1 при T < EU, 
меньше в противном случае и не совпадает, во-
обще говоря, со средним ET для треугольного 
распределения шансов. При этом EF и EF1 
больше ET при T > EU, меньше в противном 
случае, эти средние совпадают при T = EU. 
Кроме того, EF = EGU.  

Подобным образом могут быть получены и 
одночисловые характеристики, аналогичные 
индикаторам среднего полуотклонения. Для 
каждой интервальной оценки на α-срезе для от-
вечающего ей индикатора среднего полуоткло-
нения Sl(α) имеем:  

( )

( )

2 2

( ) [ ( ) ]/ ( )

[ ( ) ( )] / 2 ( ) (1 )( ) / 2( ),

E

l

L

U

S dx E x

E L E L R L





  

   

   

      



 
где Δ(α) = R(α) – L(α).  

Можно видеть, что возможные значения Sl(α) 
лежат в интервале [0, (R – L)/8]. Дефаззификация 
первым методом теперь дает для индикатора 
среднего полуотклонения SlF: SlF=(R – L)/16,  
а методом центра тяжести SlF1 =(R – L)/24, т.е.  
SlF = 3SlF1/2. Таким образом, если EF может быть 
как больше EF1, так и меньше EF1, то SlF всегда 
больше SlF1. При этом если и EF и EF1 зависят от 
положения вершины T функции принадлежности, 
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то величины индикаторов среднего полуотклоне-
ния не зависят от него. 

Предложенный метод построения одно-
числовых оценок для интервальных нечетких 
величин может быть применен и для других 
числовых характеристик, например, для одно-
числовой оценки аналога дисперсии случайной 
величины. Так, в случае треугольной функции 
принадлежности имеем для дисперсии Var(α) 
на α-срезе:  
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Таким образом, возможные значения диспер-
сии лежат в интервале [0, (R – L)2/12]. При дефаз-
зификации первым способом для одночисловой 
оценки дисперсии VarF получаем VarF = (R – 
L)2/36, а при дефаззификации методом центра 
тяжести для оценки дисперсии VarF1 имеем: VarF1 
= (R – L)2/72. Итак, VarF = 2VarF1. Этот метод по-
строения одночисловых оценок для интерваль-
ных нечетких величин может быть использован и 
для других видов функций принадлежности, в 
частности, для трапецеидальной. Трапецеидаль-
ная функция принадлежности задается четверкой 
(L, T1, T2, R) такой, что L < T1 < T2 < R. Для левых 
L(α) и правых R(α) границ интервалов I(α), вло-
женных в трапецеидальную функцию принад-
лежности, имеем тогда: L(α) = (1 – α)L + αT1, R(α) 
= (1 – α)R + αT2. Для математических ожиданий 
E(α) на α уровнях получаем теперь соотношение: 
E(α)= α(T1 + T2)/2 + (1 – α)EU.  

Возможные значения E(α) лежат в интервале 
[EU, (T1 + T2)/2] при EU < (T1 + T2)/2 и в интер-
вале [(T1 + T2)/2, EU] в противном случае. Де-
фаззификация первым методом дает для инди-
катора среднего EF = [EU + (T1 + T2)/2]/2, а по 
методу центра тяжести EF1 = (EU + T1 + T2)/3. 
Можно видеть, что EF больше EF1 при L + R + 
T1 + T2 > 0 и меньше в противном случае. 

Точно так же, как выше, для средних полу-
отклонений Sl(α) на α-срезах получаем, что  
их возможные значения лежат в интервале  
[(T2 – T1)/8, (R – L)/8], а для одночисловых оце-
нок SlF и SlF1 имеем: SlF = (R – L + T2 – T1)/16, 
SlF1 = [R – L + 2(T2 – T1)]/24. Теперь величины 
индикаторов среднего полуотклонения зависят 
от положения верхних угловых точек функции 
принадлежности. Знак разности SlF и SlF1 опре-
деляется знаком величины R – L + T1 – T2, а по-
тому и здесь, как и для треугольных функций 
принадлежности, SlF всегда больше SlF1.  

Как и выше, для дисперсии Var(α) на α-срезе 
имеем: 
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Таким образом, возможные значения дис-
персии лежат в интервале [(T2 – T1)

2/12,  
(R – L)2/12]. При дефаззификации первым спо-
собом для одночисловой оценки дисперсии 
VarF получаем VarF = (T2 – T1 + R – L)2/36, а при 
дефаззификации методом центра тяжести для од-
но-числовой оценки дисперсии VarF1 имеем: 
VarF1 = [(R – L)2+(R – L)(T2 – T1) + 3(T2 – T1)

2]/72. 
Можно показать, что VarF > VarF1.  

Отметим, что все полученные для трапеце-
идального случая соотношения переходят в со-
ответствующие соотношения для треугольной 
функции принадлежности при T1 = T2 = T.  

В случае нечетких объектов для индикаторов 
риска SIl(a), аналогичных среднему полуотклоне-
нию, но связанных с произвольным допустимым 
целевым значением a показателя качества аль-
тернативы, введем для каждого α-среза допусти-
мые целевые значения a(α) следующим образом: 
a(α, k) = L(α) + k[R(α) – L(α)]. Можно видеть, что 
a(α, k = 1/2) = E(α). Действуя теперь так же, как 
выше, в случае треугольной функции принад-
лежности для одно-числовой оценки индикатора 
риска SIF, найденной первым способом дефаззи-
фикации, получаем SIF = k2(R – L)/4, а для оценки 
SIF1, найденной методом центра тяжести, имеем 
SIF1 = k2(R – L)/6. Для случая трапецеидальной 
функции принадлежности соответствующие со-
отношения имеют вид: SIF = k2(R – L + T2 – T1)/4, 
SIF1 = k2[R – L + 2(T2 – T1)]/6.  

В завершение приведем итоговые минималь-
ные Kmin и максимальные Kmax значения коэффи-
циентов при параметре протяженности интерва-
лов R – L в показателе риска SI для 
рассмотренных здесь случаев. Эта информация 
может быть полезной экспертам при работе с ин-
тервальными оценками. Моноинтервалы: равно-
мерное распределение Kmin = Kmax = 0,125; тре-
угольное распределение Kmin = 0,083; Kmax = 0,099. 
Полиинтервальные оценки: обобщенное равно-
мерное распределение Kmin = 0,062; Kmax = 0,09, 
одночисловые оценки для треугольных функций 
принадлежности при дефаззификации первым 
способом Kmin = Kmax = 0,062; при дефаззификации 
методом центра тяжести Kmin = Kmax = 0,041.  
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Заключение  

В статье применительно к полиинтерваль-
ным объектам рассмотрен метод «среднее-
риск» сравнения ИА. Достоинство метода со-
стоит в возможности расчета для каждой от-
дельной ИА обоих основных критериальных 
показателей, необходимых для оценки таких 
объектов, – индикатора предпочтительности 
альтернативы и индикатора сопутствующего 
риска (в частности, среднего полуотклонения). 
Однако зависимость риска от контекста, т.е. 
факт наличия других альтернатив в их сравни-
ваемой группе и их влияния на величину риска, 
не принимается во внимание, что является не-
достатком метода. Следует упомянуть еще 
один недостаток, присущий всем методам клас-
са downside risk с расчетом показателей, учиты-
вающих только левый «хвост» распределения 
шансов: сопоставление с шансами получения 
выгод (правый «хвост»), – учет риска возмож-
ной упущенной выгоды, – не производится.  

Недостаток метода «среднее-риск», связанный 
с необходимостью учета коллективных эффектов 
в группе сравниваемых ИА, преодолевается в ме-
тоде оценки «коллективного риска» [26]. Однако 
этот метод также не лишен недостатков. При его 
применении сравнивается лишь относительная 
эффективность ИА. При этом альтернатива, при-
знанная эффективной при таком сравнении, сама 
по себе может оказаться неэффективной (убы-
точной), чего не может быть при применении ме-
тода «среднее-риск». 

Таким образом, в настоящее время нет под-
ходов или методов решения задач выбора луч-
ших интервальных альтернатив, превосходя-
щих другие по качеству рекомендаций ЛПР, 
предлагаемых на их основе. Каждый метод и 
подход имеет свои достоинства и недостатки, 
разные трактовки риска и методы расчета их 
индикаторов дополняют друг друга. В связи с 
этим разумной представляется попытка созда-
ния комплексного метода оценки интервальных 
альтернатив, сочетающего при совместном ис-
пользовании достоинства различных частных 
методов. На первом этапе применения ком-
плексного метода метод «среднее-риск» ис-
пользуется для отбора приемлемых ИА, рас-
сматриваемых изолированно от прочих в их 
сравниваемой совокупности, а на втором – от-
бор эффективных ИА в уже суженной их сово-
купности производится с учетом величины 

коллективного риска. Для моноинтервальных 
оценок такая попытка сделана в работах [9, 15]. 
Для реализации комплексного метода для по-
лиинтервальных объектов следует разработать 
для них метод оценки «коллективного риска», 
что будет сделано в дальнейшем. 
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