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Многокритериальный выбор  
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Аннотация. В работе предлагается новый метод решения задачи многокритериальной оптимизации числовой 
вектор-функции на нечетком множестве. Функция принадлежности нечеткого допустимого множества присоединя-
ется к первоначальному набору критериев, что позволяет исходную задачу многокритериальной оптимизации 
трактовать как задачу поиска подходящего компромиссного (парето-оптимального) решения относительно расши-
ренного набора критериев. Предполагается, что имеется лишь нечеткая информация о предпочтениях ЛПР в виде 
квантов информации. На первом этапе «наилучший» компромисс ищется на основе аксиоматического подхода, с 
помощью которого осуществляется сужение множества Парето. Результатом сужения является нечеткое множе-
ство с функцией принадлежности, которая определяется на основе использованной нечеткой информации. На 
втором этапе полученная функция принадлежности добавляется к имеющемуся расширенному набору критериев, 
после чего для решения вновь образованной многокритериальной задачи применяется процедура ее скаляриза-
ции, реализующая идею целевого программирования. 
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Введение 

Впервые задача оптимизации с нечеткими 
данными была рассмотрена Л. Заде и Р. Беллма-
ном [1]. Они сформулировали задачу достижения 
нечетко поставленной цели, предложив в каче-
стве ее решения рассматривать пересечение не-
четкого множества цели и нечеткого множества 
ограничений. Впоследствии идея подобного ре-
шения многократно использовалась, например, в 
работах [2-6] при решении задачи нечеткого ли-
нейного программирования. К настоящему вре-
мени разработано достаточно много моделей и 
методов решения задач нечеткого линейного и 
нелинейного программирования, нечеткого мно-
гоцелевого, целочисленного и динамического 
программирования [7-9]. 

Орловский С. А. [10-11] предложил задачу 
оптимизации числовой векторной функции на 
нечетком множестве рассматривать и решать 
как задачу отыскания области компромиссов 
(множества Парето) в новой многокритериаль-
ной задаче, в которой участвует исходная целе-
вая вектор-функция, а также функция принад-
лежности нечеткого множества допустимых 
решений. Эта идея получила продолжение и 
развитие в работе [12], где была предложена 
двухэтапная процедура решения исходной за-
дачи на основе квантов (четкой) информации 
об отношении предпочтения лица, принимаю-
щего решение (ЛПР), в рамках аксиоматиче-
ского подхода, развиваемого автором на про-
тяжении ряда лет. Между тем, нередко 
сведения о предпочтениях ЛПР носят расплыв-
чатый, нечеткий характер и, тем самым, акту-
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альной является задача поиска «наилучшего» 
компромисса при помощи квантов нечеткой 
информации. Решению этой задачи и посвяще-
на данная работа. 

В первом разделе излагаются начальные 
сведения из теории нечетких множеств и не-
четких отношений. Далее рассматривается си-
стема аксиом, лежащая в основе используемого 
аксиоматического подхода, а также формули-
руется принцип Эджворта-Парето в «нечеткой 
форме». Этот принцип играет важную роль в 
дальнейшем изложении. 

В третьем разделе обсуждаются вопросы 
сужения множества Парето (области компро-
миссов) на основе квантов нечеткой информа-
ции. Дается определение кванта нечеткой ин-
формации и формулируется теорема, благодаря 
которой можно осуществлять сужение множе-
ства Парето с использованием нечеткой ин-
формации. Эта информация позволяет учесть 
предпочтения ЛПР относительно имеющихся 
критериев и состоит из нечетких сведений о 
том, в какой мере тот или иной критерий (груп-
па критериев) является более значимым (более 
значимой), чем другой критерий (другая группа 
критериев). Наличие подобной нечеткой ин-
формации позволяет осуществить сужение 
множества Парето до некоторого его нечеткого 
подмножества, функция принадлежности кото-
рого присоединяется к набору исходных крите-
риев, в результате чего образуется новая мно-
гокритериальная задача. 

В последнем разделе для выполнения второ-
го, завершающего этапа решения исходной 
многокритериальной задачи на нечетком мно-
жестве, описан метод скаляризации полученной 
многокритериальной задачи, реализующий 
идею целевого программирования, состоящую 
в наилучшем равномерном приближении к 
«идеальному» недостижимому вектору. Приво-
дятся два иллюстративных примера, которые 
демонстрируют применение предлагаемого 
двухэтапного подхода. В первом из них требу-
ется максимизировать числовую функцию на 
конечном числовом множестве, во втором ‒ 
решается двухкритериальная задача.  

1. Предварительные сведения 

Напомним некоторые базисные понятия тео-
рии нечетких множеств и нечетких отношений. 
Пусть V означает некоторое обычное (четкое) 

множество. Нечеткое множество X в V опреде-
ляется своей функцией принадлежности 

 1,0: V
X

 . Для каждого элемента Vx  чис-

ло  1,0)( x
X

  интерпретируется как степень 
уверенности в том, что данный элемент принад-
лежит множеству X. В случае, когда функция 
принадлежности нечеткого множества может 
принимать лишь два значения 0 или 1, она 
представляет собой характеристическую функ-
цию данного четкого множества X. Все элемен-
ты x множества V, удовлетворяющие неравен-
ству 0)( xX , образуют носитель множества 

X, обозначаемый далее )(Supp X .  
Для двух нечетких множеств X и Y в V отно-

шение включения, а также операции объединения 
и пересечения в терминах их функций принад-
лежности определяются стандартным образом: 

YX  ( ) ( )X Yx x   для всех Vx , 

 ( ) max ( ); ( )X Y X Yx x x     для всех Vx , 

 )();(min)( xxx YXYX     для всех Vx . 
В случае нечеткого множества, заданного 

функцией принадлежности )(  на некотором 
линейном пространстве L, используют следую-
щие термины:  

 нечеткий конус, если равенство 
)()( xx    выполняется для всех 0  и 

всех Lx ; 
 нечеткий острый конус, если носитель 

этого конуса является острым, т.е. ни один 
ненулевой элемент носителя не содержится в 
нем вместе с противоположным ему элементом; 

 нечеткое выпуклое множество, если  
)}();(min{))1(( yxyx     

для всех Lyx ,  и всех ]1,0[ . 
Нечеткое бинарное отношение задается на 

множестве V функцией принадлежности 
]1,0[: VV . Нечеткое отношение с функ-

цией принадлежности ),(   называют 

 иррефлексивным, если 0),( xx  для 

всех Vx ; 
 транзитивным,  

если ),( zx    )},();,(min{ zyyx   для всех 

Vzyx ,, ; 

 асимметричным, 
если 0),( yx  0),( xy  для всех Vyx , ; 

 нечетким конусным отношением на линей-
ном пространстве L, если найдется такой нечеткий 
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конус ]1,0[: L , что )(),( yxyx   для 

всех Lyx , ; 

 инвариантным относительно линейного 
положительного преобразования, если данное 
отношение задано на линейном пространстве L 
и выполняется равенство: 

),(),( yxcycx    для всех Lyx ,  

и всех Lc ,0 . 
Рассмотрим числовую вектор-функцию 

),...,,( 21 mffff  , определенную на множестве 
V. Пусть X есть нечеткое множество в V с 
функцией принадлежности  1,0: V

X
 . Вве-

дем образ носителя множества X, а именно 
mRXfY  ))(Supp( . В соответствии с прин-

ципом продолжения Л. Заде определим образ 

)(ˆ XfY   нечеткого множества X при помощи 
функции принадлежности: 

ˆ

1

1
( )

sup { [0,1] | ( ) },если ( )
( )

0 в противном случае
Y x f y

x f y
y

  







 
 
 
 
 

   


для всех mRy . 

2. Формализация задачи.  
Принцип Эджворта-Парето 

Исходная задача, решению которой посвя-
щена данная работа, состоит в отыскании 
«наилучшего» решения задачи многокритери-
альной оптимизации (далее для определенности 
максимизации) векторной функции 

),...,,( 21 mffff   на нечетком множестве X в V. 
Нечеткое множество, которое является решени-

ем этой задачи, обозначим YYMax ˆ)ˆ(  , а его 

функцию принадлежности – max .  
В работе [13] автором было предложено рас-

сматривать, всякое нечеткое множество, 

например, Ŷ  как некоторое (четкое) подмно-
жество множества 1]1,0[  mmm RFR , эле-
менты которого образованы векторами, состав-
ленными из m-мерных векторов Yy  с 

присоединенными к ним (m+1)-ми компонен-
тами ]1,0[)(ˆ y

Y
 . По сути дела, было предло-

жено отождествить нечеткое множество с чет-
ким множеством из пространства большей 
размерности, совпадающим с графиком его 
функции принадлежности. Аналогично нечеткое 

множество )ˆ(YMax  можно отождествить с гра-

фиком функции принадлежности max  и рассмат-
ривать его как некоторое четкое подмножество 
пространства 1mR . Далее указанное соответствие 
между нечеткими множествами и их «четкими 
аналогами» будет активно использоваться. 

Введем в рассмотрение следующую (m+1)-
мерную числовую вектор-функцию  

ˆ( ( ), ( ( ))), если Supp( )ˆˆ ( )
( ( ),0) в противном  случае

Y
f x f x x X

y f x
f x

      
  

 

на множестве V. Она представляет собой ис-
ходный векторный критерий f с добавленной 
(m+1)-ой компонентой, выражающей степень 
принадлежности соответствующего векторного 
аргумента. В соответствии с вышесказанным, 
нечеткое множество Ŷ  можно отождествить с 
четким множеством mFXf ))(Supp(ˆ , а нечет-

кое множество )ˆ(YMax  ‒ с )))(Supp(ˆ( XfMax .  
Предложенный в [12] двухэтапный подход к 

решению исходной задачи многокритериального 
выбора на нечетком множестве основан на ис-
пользовании информации о предпочтениях ЛПР 
в форме квантов информации о четком отноше-
нии предпочтения ЛПР. Однако во многих при-
кладных задачах рассматриваемого типа инфор-
мация о предпочтениях носит нечеткий 
характер. В этой связи представляется актуаль-
ной разработка такого подхода к решению ис-
ходной многокритериальной задачи на нечетком 
множестве, который опирается на использова-
нии квантов нечеткой информации. Именно та-
кой подход излагается в Разделах 3, 4. 

Приведем базовые аксиомы и некоторые ре-
зультаты аксиоматического подхода, адаптиро-
ванные к рассматриваемой задаче и принятым 
обозначениям. С этой целью, прежде всего, 
введем в рассмотрение нечеткое бинарное от-
ношение с функцией принадлежности ),(  , 

заданное на множестве 1))(Supp(ˆˆ  mRXfY , 
которым руководствуется ЛПР в процессе вы-
бора. Фрагментарная информация об этом от-
ношении в виде квантов позволит построить 
некоторую оценку сверху для неизвестного 
множества )ˆ(YMax . Запись *ˆ ˆ( , ) [0,1]y y     

означает, что вектор ŷ  является более предпо-

чтительным для ЛПР, чем yˆ  со степенью уве-

ренности * . Будем считать данное нечеткое 
отношение иррефлексивным.  
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Примем следующие «разумные» аксиомы, 
которые очерчивают класс бинарных отноше-
ний, которым должны удовлетворять предпо-
чтения ЛПР.  

Аксиома 1 (аксиома исключения). Для вся-

кой пары векторов Yyy ˆˆ,ˆ  , для которых вы-

полнено   ]1,0(ˆ,ˆ *   yy , справедливо нера-

венство  ŷmax *1  .  

В случае 1*   приведенная аксиома означа-

ет, что вектор yˆ , не выбираемый в паре yy ˆ,ˆ , 

не должен попасть во множество )ˆ(YMax , так 

как   0ˆmax y . 

Аксиома 2 (аксиома транзитивности). Не-
четкое иррефлексивное отношение предпочте-
ния с функцией принадлежности  ,  являет-
ся транзитивным и, кроме того, существует 
транзитивное отношение, функцию принад-
лежности которого обозначим тем же симво-
лом  , , заданное на всем критериальном 

пространстве 1mR  и такое, что на множестве  
1 mRY  оба указанных отношения совпадают. 

Аксиома 3 (аксиома Парето). Для любой па-
ры векторов yy ˆ,ˆ   вида ˆ ˆ ,i iy y ,

ˆ ˆ1,2,..., 1,i m y y    выполнено равенство 

ˆ ˆ( , ) 1y y   . 
В [14] доказано, что принятие Аксиом 1 и 3, 

гарантирует выполнение принципа Эджворта-
Парето в «нечеткой форме». Сформулируем 
его применительно к рассматриваемому случаю. 
Пусть выполнены Аксиомы 1 и 3. Тогда для лю-
бого множества )ˆ(YMax  имеет место включе-

ние )ˆ()ˆ( YPYMax  , или, что то же, неравен-

ство )ˆ(max y )ˆ( yP  выполняется для всех 

Yy ˆˆ  , где 
* 1

* *

ˆ ˆˆ ˆ| ,ˆ( )
ˆ ˆ ˆ ˆ, 1,2,..., 1 ,

m

i i

y Y R не существует y Y такого
P Y

что y y i m и y y

      
     

 

есть множество парето-оптимальных (эф-
фективных, или компромиссных) векторов, а 

)(P  ‒ его характеристическая функция. 
Согласно сформулированному принципу ре-

шение многокритериальной задачи на нечетком 
множестве следует искать в области компро-
миссов (множестве Парето) (m+1)-критериаль-
ной задачи. Примеры показывают, что это мно-

жество, как правило, оказывается достаточно 
широким и окончательный выбор из него для 
ЛПР затруднителен. Поэтому необходимо осу-
ществить сужение области компромиссов, не 

затрагивая искомое множество )ˆ(YMax . Это 
сужение предлагается проводить на основе 
квантов нечеткой информации. Для этого по-
требуется принятие еще одной аксиомы. 

Аксиома 4 (аксиома инвариантности). Не-
четкое отношение предпочтения ),(   являет-
ся инвариантным относительно линейного по-
ложительного преобразования. 

Существование отношения ),(  , о котором 
идет речь в Аксиомах 2 и 4, изначально не оче-
видно, поэтому необходимо решить вопрос о 
существовании требуемого отношения.  

Определение 1. Пусть 1 mRZ . Будем  
говорить, что нечеткое бинарное отношение с 
функцией принадлежности Z , заданной на 
множестве Z, является транзитивным и инвари-
антным относительно положительного линей-
ного преобразования на Z, если неравенство 

),( zxZ    )},();,(min{ zyyx ZZ   имеет место 

для любых Zzyx ,,  и, кроме того, для всех 

Zyx ,  и всех 0 , 1 mRc , таких, что 

Zcx  , Zcy  , истинна импликация 

),(),(0),( yxcycxyx ZZZ   . 
Как показывает нижеследующая теорема, 

единственное продолжение нечеткого бинарного 
отношения, удовлетворяющего требованиям Ак-
сиом 2-4, существует при общих предположениях. 

Теорема 1. Пусть 1 mRZ  и Zint . Вся-
кое иррефлексивное, транзитивное и инвари-
антное нечеткое бинарное отношение   с 
функцией принадлежности Z , заданное на 
множестве Z, может быть единственным об-
разом продолжено на все пространство 1mR  с 
сохранением свойств иррефлексивности, тран-
зитивности и инвариантности. 

Доказательство Теоремы 1 дается в Прило-
жении. 

В большинстве прикладных многокритериаль-
ных задач значения критерия if  лежат в некото-

ром промежутке miba ii ,...,2,1,,  . Тогда в ка-
честве множества, на котором определено 
нечеткое бинарное отношение, естественно  
рассматривать декартово произведение 

]1,0[,...,, 2211  mm bababa , которое заве-
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домо будет иметь непустую внутренность. Следо-
вательно, согласно Теореме 1 в этом случае всегда 
существует и притом единственное продолжение 
иррефлексивного, транзитивного и инвариантного 
бинарного отношения с указанного декартова 
произведения на все пространство 1mR  с сохра-
нением перечисленных свойств. 

3. Сужение области компромиссов  
при помощи квантов нечеткой  
информации 

Сформулированные выше четыре аксиомы 
всюду далее будем считать выполненными. 
Приведем упрощенное определение кванта не-
четкой информации [14], адаптированное к 
условиям рассматриваемой задачи.  

Определение 2. Пусть имеется векторный 
критерий ))(),...,(()(ˆˆ

11
xhxhxfy

m  и 
}1,...,2,1{,  mBA ,  BA . Говорят, что 

задан квант информации о нечетком отноше-
нии   с группами номеров критериев A и B 
вместе с двумя наборами положительных пара-
метров iw для всех Ai   и jw  для всех Bj  , 

а также степенью уверенности ]1,0(*  , если 

для некоторых двух векторов 1,  mRyy , удо-
влетворяющих условиям: 

iii wyy   для всех Ai  , jjj wyy   для 

всех Bj   и ss yy   для всех BAs  , вы-

полняется *),(  yy . В этом случае говорят, 
что группа критериев А более значима, чем 

группа В со степенью уверенности * . 
В соответствии с приведенным определени-

ем наличие кванта нечеткой информации озна-
чает согласие ЛПР (численно выражаемое вели-
чиной степени уверенности ]1,0(*  ) идти на 
компромисс, состоящий в готовности потерять 
по каждому менее значимому критерию jh  

группы В не более чем величину jw  при усло-

вии получить не менее iw  по каждому более 

значимому критерию ih  группы А.  
С помощью квантов информации можно вы-

разить, а затем учесть при окончательном выбо-
ре широкую гамму соотношений значимости 
как между отдельными критериями (или груп-
пами критериев) исходного набора mfff ,...,, 21 , 

так и различие в значимости критерия )(ˆ f
Y
  

степени принадлежности элемента нечеткому 
множеству и какого либо критерия (или группы 
критериев) из начального набора mfff ,...,, 21 . 
Для удобства дальнейшего изложения введем 
обозначение ))(()( ˆ1 xfxf

Ym  . 

Следующий результат, который является адап-
тированным для рассматриваемого случая вари-
антом Теоремы 7.3 [14], показывает, каким обра-
зом следует использовать квант нечеткой 
информации для сужения области компромиссов. 

Теорема 2. Пусть 

1 1
ˆˆ ( ) ( ( ),..., ( ), ( ))m my f x f x f x f x   и имеется квант 

нечеткой информации с двумя группами критери-
ев A и B вместе с соответствующими наборами 
положительных параметров ji ww ,  (для всех 

), BjAi   и степенью уверенности ]1,0(*  . 

Тогда для любого множества )ˆ(YMax  с функцией 

принадлежности max  верно 

)ˆ()ˆ()ˆ(max yyy PM    для всех Yy ˆˆ , (1) 

где P ‒ характеристическая функция множе-

ства Парето )ˆ(YP ; M –функция принадлежно-
сти, определяемая равенствами: 

)ˆ,ˆ(sup1)ˆ(
ˆˆ

yzy
Yz

M 


  для всех Yy ˆˆ , (2) 




















 











случаяхостальныхв

RyzRyzесли

Ryzесли

yz mp

m

,0

ˆˆ,~~,

ˆˆ,1

)ˆ,ˆ( 11*

1

  

для всех Yzy ˆˆ,ˆ  . (3) 

Здесь ||||||1 BABmp  , 

}0,,...,2,1,0|{ ki

kk skisRsR  , а вектор 

)~(~ zy  образован из тех компонент kŷ ( kẑ ), для 

которых Bk , а также новых компонент 

jiij ywyw ˆˆ  ( jiij zwzw ˆˆ   ) для всех Ai   и Bj . 

Замечание. Анализ формулировки послед-
ней теоремы (2)‒(3) показывает, что нечеткое 
множество с функцией принадлежности M , 
если его представлять в виде графика этой 
функции в пространстве размерности m+1,  
является множеством 1ˆ ( (Supp( ))) m

gf P X R  , 

где (Supp( ))gP X  ‒ это множество парето-

оптимальных точек относительно вектор-
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функции g, составленной из всех тех компонент 
)(),(),...,(

11
xfxfxf

mm  , для которых Bk  , вместе 

с новыми компонентами вида jiij fwfw   для 

всех Ai  , Bj . Поэтому неравенства (1)  
равносильны включениям 

)ˆ()))(Supp((ˆ)ˆ( YPXPfYMax g  . 

В соответствии с Теоремой 2 для сужения 
области компромиссов за счет кванта нечеткой 
информации (т.е. построения функции принад-
лежности M ) следует найти два (четких) мно-
жества Парето. Сначала необходимо построить 
характеристическую функцию исходного мно-
жества Парето, т.е. найти множество парето-

оптимальных векторов 1)ˆ(  mRYP  и присвоить 
его элементам степень принадлежности, равную 
1, а всем остальным векторам – нулевую сте-
пень принадлежности. Далее, на том же множе-
стве )(Supp X  отыскать второе (более узкое) 
множество парето-оптимальных точек 

))(Supp( XPg  относительно новой p - мерной 

вектор-функции g, составленной из компонент 

if  при всех Bi  и функций jiij fwfw   при 

всех BjAi  , . После этого следует образо-
вать второе множество парето-оптимальных 

векторов )))(Supp((ˆ XPf g
 и всем векторам пер-

вого множества Парето, не вошедшим во второе 
множество Парето, присвоить степень принад-

лежности *1  . Тем самым, будет построена 

функция принадлежности M , которая задает 
сужение исходного множества Парето на основе 
имеющегося кванта нечеткой информации. 

Следствие. Пусть в условиях Теоремы 2 
}{},{ jBiA  . Тогда 1 mp  и в равенстве 

(3) участвует вектор )~(~ zy , образованный из 

компонент исходной вектора Yy ˆˆ  ( Yz ˆˆ ) за 

исключением )ˆ(ˆ jj zy , но с добавлением новой 

компоненты jiij ywyw ˆˆ  ( jiij zwzw ˆˆ  ). 

В общем случае может быть выявлен не 
один, а целый набор квантов нечеткой инфор-
мации, в которых участвуют различные группы 
критериев. В таком случае этот набор сначала 
необходимо проверить на непротиворечивость 
[14]. Если он окажется непротиворечивым, для 
формирования нового векторного критерия g  
можно применить подходящую теорему из [14]. 
На этом первый этап решения исходной задачи 

многокритериального выбора на нечетком мно-
жестве завершен.  

4. Второй этап решения исходной  
задачи  

На втором этапе для дальнейшего сужения 
области компромиссов предлагается применить 
подходящий способ скаляризации многокрите-
риальной задачи.  

Пусть реализация первого этапа, состоящего 
в использовании кванта нечеткой информации 
(или набора непротиворечивых квантов), све-
лась к использованию векторного критерия 

))(),...,(),(()( 21 xgxgxgxg p , mp  , а 

))((),(( ˆ xfxf
Y

M   ‒ функция принадлежности 

полученного сужения множества Парето. В ито-
ге после выполнения первого этапа вновь при-
ходим к многокритериальной задаче с вектор-
ным критерием g  на нечетком множестве с 

функцией принадлежности M . Ее снова можно 
рассматривать как некоторую задачу поиска 
компромиссного решения относительно вектор-
функции g  на нечетком множестве. С этой це-

лью расширяем векторный критерий g , т.е. 

формируем вектор-функцию ),,...,(ˆ
11  pp gggg , 

где ))(),(()( ˆ1 xxfxg
Y

M

p  .  

Простые примеры показывают, что множе-
ство Парето даже в случае выпуклого допусти-
мого множества и вогнутых критериев, как пра-
вило, не является выпуклым. По этой причине 
не приходится ожидать, что суппорт функции 
принадлежности M  окажется выпуклым мно-
жеством. Поэтому для выполнения второго эта-
па решения многокритериальной задачи на не-
четком множестве необходимо использовать 
такой метод скаляризации, применение которо-
го не требует каких-либо специальных свойств 
от допустимого множества и векторного крите-
рия ĝ . С этой точки зрения удобным оказыва-
ется нижеследующий результат. В его форму-
лировке участвует множество «идеальных» 
векторов вида 

1 | ( ), 1,2,..., 1,

  

p
i iu R u g x i p

U
для всех x X

       
  

  

и понятие слабо эффективной точки *x  относи-
тельно вектор-функции ĝ  на множестве Supp( )X , 
которое определяется следующим образом: не 
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существует точки )(Supp Xx , такой что 

1,...,2,1),()( *  pixgxg ii . Сравнение опреде-
лений парето-оптимальной (эффективной) и слабо 
эффективной точек показывает, что любая парето-
оптимальная точка слабо эффективна, но не 
наоборот. Аналогичное утверждение имеет место 
и для соответствующих векторов. 

Теорема 3. Вектор )(Supp* Xx   слабо эф-

фективен относительно ĝ  на множестве 

)(Supp X  тогда и только тогда, когда для не-

которого вектора 1 pRu , удовлетворяющего 
хотя бы одному из условий:  

1) }|{
1

1

1 




 
p

i

i

p uRuUu  , где  ‒ произ-

вольное заранее зафиксированное число; 
2) ,1,...,2,1),(|{ 1   pixguRuUu ii

p  

для всех )}(Supp Xx ; при этом компо-

ненты вектор-функции g считаются 
ограниченными сверху на множестве 

)(Supp X , 

выполнено неравенство: 

))((max))((max
1,...,2,1

*

1,...,2,1
xguxgu iipiiipi




 

для всех )(Supp Xx . 
(4) 

 

Теорема 4. Предположим, что учет набора 
квантов непротиворечивой нечеткой информа-
ции осуществляется на основе p-мерной век-
тор-функции g  и ),,...,(ˆ

11  pp gggg , где 

))(),(()( ˆ1 xxfxg
Y

M

p  . Тогда для любого 

множества )ˆ(YMax  выполняется включение: 

ˆ

* 1 *

1,2,..., 1

(Supp( )) 1,2,..., 1

ˆ ˆ( ) | max ( ( ))
ˆ( )

min max ( ( ))
g

m
i i

i p

u i ix P X i p

f x Y R u g x
Max Y

u g x



 

  

       
   



 (5) 

где объединение осуществляется по всем век-
торам Uu  (или Uu  с заранее зафиксиро-

ванным числом 0 ). 
Доказательства Теорем 3 и 4 вынесены в 

Приложение. 
В соответствии с Теоремой 4 каждый эле-

мент )(ˆ *xf  множества, записанного в правой 
части включения (5), определяется вектором 

)(ˆ *xg , реализующим минимум расстояния от 

некоторой точки Uu  (или Uu ) в про-

странстве 1pR , до множества )))(Supp((ˆ ˆ XPg g , 

где расстояние измеряется с помощью равно-
мерной (чебышевской) метрики.  

Для отыскания одноэлементного множества 
)ˆ(YMax  можно ограничиться какой-то одной из 

указанных точек u . В качестве подобной «иде-
альной» точки лучше всего подходит вектор с 
компонентами )(sup xgu ii  , 1,...,2,1  pi , где 
точная верхняя грань берется по всем 

))((Suppˆ XPx g .  

5. Примеры применения  
двухэтапного подхода 

Пример 1. Пусть 1)1()( 2  xxf  ‒ функ-
ция одной переменной, подлежащая максимиза-
ции на конечном множестве R}2,5.1,1,6.0,0{   

и функцией принадлежности  : 
( (0)) (0) 0.8,  ( (0.6)) (0.84) 0.6,

( (1)) (1) 0.5,   ( (1.5)) (0.75) 0.4,

( (2)) (0) 0.8,

f f

f f

f

   
   
 

   
   
 

 

Поскольку 8.0)0())2(())0((   ff , 
образ нечеткого множества X будет состоять  
из четырех элементов, т.е. 

)}4.0,75.0(),5.0,1(),6.0,84.0(),8.0,0{(ˆ Y . По-
следний вектор этого множества не является 
парето-оптимальным, поэтому 

)}5.0,1(),6.0,84.0(),8.0,0{()ˆ( YP . 
Согласно принципу Эджворта-Парето окон-

чательный выбор должен лежать в пределах 
найденного множества Парето. 

Сначала решим данную задачу без привлече-
ния дополнительной информации в виде  
квантов (без первого этапа), т.е. сразу применим 
Теорему 4 к двумерной вектор-функции 

)))((),(()(ˆ xfxfxg  . Предполагая множество 

)ˆ(YMax  одноэлементным, назначим компонен-
ты «идеального» вектора следующим образом: 

1}1;84.0;0max{)(max
}1,6.0,0{1 


xfd

x
, 

8.0}5.0;6.0;8.0max{))((max
}1,6.0,0{2 


xfd

x
  

и вычислим 
1}0;1max{}8.0;0{max 21  dd , 

2.0}2.0;16.0max{}6.0;84.0{max 21  dd , 

3.0}3.0;0max{}5.0;1{max 21  dd . 
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Очевидно, 2.0}3.0;2.0;1min{  . Поэтому в 
соответствии с Теоремой 4 имеем 

)}6.0,84.0{()ˆ( YMax .  
Теперь предположим, что имеют место Акси-

омы 1- 4 и критерий f  для ЛПР является более 

значимым, чем   с параметрами 1 0.3,w   

2 0.1w   и степенью уверенности 8.0*  . В та-
ком случае согласно Теореме 2 получаем: 

))((3.0)(1.0)(),()( 21 xfxfxgxfxg  . 
Вычисляем образ новой вектор-функции, а 

также в соответствии со следствием из Теоре-
мы 2 находим значения функции принадлежно-
сти нового множества Парето: 

)}25.0,1(),264.0,84.0(),24.0,0{())ˆ(( YPg ,  

2.08.01)24.0,0( M , 1)264.0,84.0( M ,

1)25.0,1( M .  
Переходим ко второму этапу. Увеличиваем 

размерность векторного критерия, присоединяя 
значения функции принадлежности M  к век-

торам множества ))ˆ(( YPg : 
)}1,25.0,1(),1,264.0,84.0(),2.0,24.0,0{( . 

В этом наборе первый вектор не является 
парето-оптимальным, поэтому его можно уда-
лить из последующего рассмотрения. Назначим 
компоненты «идеального» вектора: 

1}1;84.0max{1 d , 

264.0}25.0;264.0max{2 d , 1}1;1max{3 d ,  
тогда  

1 2 3max{ 0.84; 0.264; 1} max{0.16;0;0}

0.16,

d d d    


 

1 2 3max{ 1; 0.25; 1} max{0;0;0.014}

0.014.

d d d    


 

Имеем 014.0}014.0;16.0min{  , поэтому 
вектор (1,0.25,1) отвечает «наилучшему» реше-
нию в соответствии с предлагаемым подходом. 
Это означает, что после применения нечеткого 
кванта информации найдено решение 

)}5.0,1{()ˆ( YMax , отличное от полученного 
ранее без использования кванта информации. 

Пример 2. Рассмотрим двухкритериальную 
задачу, в которой },...,,{ 521 yyyY  , причем 

1 2 3 4 5(4, 4) , (5,3), (6, 2), (7,1), (8,0).y y y y y    
1 2 3 4

5

( ) 0.7, ( ) 0.9, ( ) 0.7, ( ) 0.8,

( ) 0.5.

y y y y

y

   



   


 

В соответствии с общей методологией пред-
лагаемого подхода увеличим размерность ис-
ходного векторного критерия на единицу, до-
бавив к имеющимся двумерным векторам 
множества Y  третью компоненту с отвечаю-
щими этим векторам значениям степени при-
надлежности  , получим:  

(4, 4, 0.7), (5, 3, 0.9), (6, 2, 0.7),ˆ
(7, 1, 0.8), (8, 0, 0.5)

Y
 

  
 

. 

Как видим, здесь все векторы являются па-
рето-оптимальными, т.е. применение принципа 
Эджворта-Парето не дает возможность сузить 
область поиска «наилучшего» решения.  

Как и в предыдущем примере, сначала ре-
шим исходную задачу без использования до-
полнительной информации о предпочтениях 
ЛПР. Перед тем как применить Теорему 4, ко-
торая основана на равномерной метрике, в силу 
существенной неоднородности компонент век-

торов множества Ŷ  имеет смысл привести  
все критерии к единой шкале, подвергнув их 
нормализации. В данном случае для нормали-
зации каждый из имеющихся критериев 

321 ,, fff , где 3f , заменим на отношение 

)/()( minmaxmin

iiii
ffff  , где max

i
f  и min

i
f  ‒ мак-

симальное и минимальное возможные значения 
критерия if . Заметим, что такое преобразова-
ние критериев не изменит множество Парето. В 

результате нормализации вместо Ŷ  получим 
множество векторов: 

(0, 1, 0.5), (0.25, 0.75, 1), (0.5, 0.5, 0.5),

(0.75, 0.25, 0.75),(1, 0, 0)
Y

 
  
 

. 

Предположим, что искомое решение 
)ˆ(YMax  состоит из одного элемента. Вектор из 

единиц принимаем за «идеальный» и вычисля-
ем значения функции )1;1;1max( 321 yyy   
для каждого из пяти векторов полученного 
множества Y : 1, 0.75, 0.5, 0.75 и 1, соответ-
ственно. Минимальное из этих чисел 0.5 отве-

чает вектору 3y . Следовательно, решением 
данной задачи без использования квантов ин-
формации является )}7.0,2,6{()ˆ( YMax .  

Теперь допустим, что выполнены Аксиомы 
1-4 и критерий степени принадлежности   яв-
ляется более значимым, чем группа, состоящая 
из первого и второго критериев, с параметрами 

2,3,3.0 21  www  и степенью уверенности 
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8.0*  . Это означает, что ЛПР с указанной 
степенью уверенности согласно потерять не 
более трех единиц по первому критерию и двух 
единиц по второму критерию ради увеличения 
степени принадлежности не менее чем на вели-
чину, равную 0.3. В соответствии с Теоремой 2, 
составляем новый векторный критерий 

  32211 ,23.0,33.0 gygyg  и нахо-

дим образ множества Ŷ  для этого критерия:  
(3.3, 2.6, 0.7), (4.2, 2.7, 0.9), (3.9,2, 0.7),ˆ( )
(4.5, 1.9, 0.8),  (3.9, 1, 0.5)

g Y
 

  
 

, 

где первый, третий и пятый векторы не являют-
ся парето-оптимальным. Следовательно, в силу 
(2)˗(3) 1 3 5( ) ( ) ( ) 1 0.8 0.2,M M My y y        

( ) 1, 2,4.M ky k    
Переходя ко второму этапу, добавляем к векто-

рам множества )ˆ(Yg  еще одну компоненту M : 

(3.3, 2.6, 0.7, 0.2), (4.2, 2.7, 0.9, 1),
ˆˆ( ) (3.9, 2, 0.7, 0.2),  (4.5, 1.9, 0.8, 1),

(3.9, 1, 0.5, 0.2)

g Y

 
   
 
 

. 

Аналогично тому, как это было сделано вы-
ше, приводим все критерии к единой шкале, 
подвергнув их указанной выше нормализации. 

После нормализации векторы множества )ˆ(ˆ Yg  
примут вид: 

(0,0.94, 0.5,0), (0.75,1,1,1), (0.5, 0.59, 0.5,0),

(1, 0.53, 0.75,1),(0.5, 0, 0,0)
. 

Чтобы выбрать из них «наилучший», приме-
ним Теорему 4, считая, что искомое множество 

)ˆ(YMax  состоит из одного элемента. Для этого 
в качестве «идеального» вектора вновь берем 
вектор из единиц и последовательно вычисляем 
значения функции 

}1;1;1;1max{ 4321 yyyy   в каждом из пяти 
векторов, полученных после нормализации. 

Получим 1, 0.25, 1, 0.47, и 1, соответственно. 
Минимальному из найденных чисел 0.25 соот-
ветствует второй вектор, т.е. 

)}9.0,3,5{()ˆ( YMax , что не совпадает с тем, 
что было получено ранее без учета информации 
о значимости критериев. Тем самым, использо-
ванная нечеткая информация изменила оконча-
тельный выбор в пользу повышения степени 
принадлежности выбираемого решения. 

Заключение 

Рассмотрена задача многокритериального 
выбора на нечетком множестве с соответству-
ющей функцией принадлежности. Решение этой 
задачи предложено искать путем сужения мно-
жества Парето, соответствующего новой много-
критериальной задаче с дополнительным крите-
рием в виде функции принадлежности данного 
нечеткого множества. Тем самым, решение за-
дачи выбора на нечетком множестве сведено к 
поиску компромисса относительно расширенно-
го векторного критерия. Для осуществления 
этого компромисса используется нечеткая ин-
формация о значимости участвующих в задаче 
критериях в виде квантов. Учет поступивших в 
распоряжение ЛПР квантов нечеткой информа-
ции приводит к новому нечеткому множеству, 
функция принадлежности которого также при-
соединяется к имеющемуся списку критериев. 
Окончательное сужение осуществляется с по-
мощью метода целевого программирования, со-
гласно которому «наилучшим» признается  
парето-оптимальный вектор, находящийся бли-
же всего по равномерной метрике к некоторому 
«идеальному» недостижимому вектору. Разо-
браны два иллюстративных примера задачи вы-
бора с одним, а также двумя критериями на ко-
нечном множестве. 

Приложение  

Доказательство теоремы 1. Выберем произвольно внутреннюю точку Zz int0  . Существует 
0 , при котором ZzU )( 0

 , где )( 0zU  ‒  - окрестность точки 0z . Благодаря инвариантности 

отношения  , не ограничивая общности последующих рассуждений, можно положить 1

0 0  mz . 

Обозначим функцию принадлежности нечеткого бинарного отношения   через Z . Введем 

нечеткое множество Ẑ  с функцией принадлежности ]1,0[: 1

ˆ m

Z
R , определяемой равенством 
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случаепротивномв0,

0)0,ˆ( и)0(ˆесли),0ˆ(
)ˆ( 1Z11

ˆ

mmεmZ

Z

zUz,zμ
z


 . 

а также порождаемое им нечеткое множество K с функцией принадлежности: 











 


случаепротивномв,0

)ˆSupp(ˆи0некоторыхприˆесли),ˆ(
)( ˆ Zzzzz

z Z
K


 . 

Благодаря однородности функции Z , множество K представляет собой нечеткий конус. Этот 
конус не содержит начала координат в силу иррефлексивности отношения  . Установим, что этот 
конус является острым и выпуклым. В самом деле, если данный конус не является острым, то дол-

жен найтись ненулевой вектор zz ˆ  при некоторых 0  и )ˆSupp(ˆ Zz , такой что 0)ˆ(  zK   

и 0)ˆ(  zK  . В этом случае число   можно выбрать настолько малым, чтобы выполнялись оба 

неравенства 0)0,()()ˆ( 1  mZKK zzz   и 0),0()()ˆ( 1   zzz mKK   при некотором 

Zz . Используя транзитивность отношения  , отсюда приходим к неравенству 0),( zz , кото-
рое противоречит иррефлексивности отношения   на Z.  

Выпуклость нечеткого конуса K вытекает из выпуклости нечеткого множества Ẑ , что, в свою 
очередь, имеет место благодаря инвариантности и транзитивности нечеткого отношения   на Z. 

Для доказательства выпуклости множества Ẑ  выберем произвольно две точки Zzz ˆˆ,ˆ 21   и число 

]1,0[ . Имеем )0(ˆ,ˆ
1

21

 mUzz  , более того, 

)0(ˆ
1

1

 mUz  , )0(ˆ)1( 1

2

 mUz  , )0(ˆ)1(ˆ
1

21

 mUzz  .  

Последнее включение выполняется в силу )0(ˆ,ˆ
1

21

 mUzz   и неравенства треугольника: 

  ||ˆ||)1(||ˆ||||ˆ)1(ˆ|| 2121 zzzz . 

Если имеет место хотя бы одно из равенств 0)0,ˆ( 1

1 mz  или 0)0,ˆ( 1

2 mz , то доказывать нече-

го. Поэтому далее будем считать, что 0)0,ˆ( 1

1 mz  и 0)0,ˆ( 1

2 mz . 

Используя )0(ˆ)1( 1

2

 mUz   и транзитивность отношения   на множестве )0( 1mU , получаем: 

 )ˆ)1(,ˆ( 21

ˆ zz
Z

  )}ˆ)1(,0(;)0,ˆ(min{ 2

1ˆ1

1

ˆ zz mZmZ
   . 

Отсюда на основании инвариантности того же отношения следует 
  )0,ˆ)1(ˆ( 1

21

ˆ mZ
zz   )}ˆ,0(;)0,ˆ(min{ 2

1ˆ1

1

ˆ zz mZmZ
  , 

или  
 )ˆ)1(ˆ( 21

ˆ zz
Z

  )}ˆ(;)ˆ(min{ 2

ˆ

1

ˆ zz
ZZ

 , 

что устанавливает выпуклость множества Ẑ . 
Нечеткий острый выпуклый конус K, не содержащий начала координат, единственным образом 

порождает нечеткое конусное бинарное отношение с этим конусом на 1mR . Согласно Лемме 7.2 
[14], это отношение обладает свойствами иррефлексивности, транзитивности и инвариантности. 
Ясно, что это отношение является продолжением отношения  . Единственность продолжения вы-

текает из единственности конуса K, порождаемого множеством Ẑ .  
Доказательство теоремы 3. Данная теорема для Условия 1 доказана в работе [15]. Поэтому 

продолжим доказательство, считая выполненным Условие 2. 

Необходимость: пусть *x  ‒ произвольная слабо эффективная точка. Нетрудно понять, что су-
ществует такое положительное число  , при котором вектор 1),...,,(  pRw   удовлетворяет 

включению Uwxgu  )(ˆ * . Для доказательства предположим противное, т.е. найдется точка 

)(Supp Xx , для которой выполнено ))((max))((max
1,...,2,1

*

1,...,2,1
xguxgu iipiiipi




. Отсюда для каждого i 

следует неравенство: 
)())((max *

1,...,2,1
xguxgu iiiipi




. 
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Подставив в обе части последнего неравенства  )( *xgu ii , получим *( ) ( ),i ig x g x

1,2,..., 1i p  , что противоречит слабой эффективности *x . 
Достаточность: пусть для вектора u из Условия 2 данной теоремы выполняется неравенство (4). 

Вновь используем рассуждение от противного: точка *x  не является слабо эффективной, т.е. 
найдется точка )(Supp Xx , такая что *( ) ( ), 1,2,..., 1i ig x g x i p   , или 

1,...,2,1),()( *  pixguxgu iiii . Отсюда вытекает неравенство )())((max *

1,...,2,1
xguxgu iiiipi




 

для любого i , а значит, имеет место и неравенство ))((max))((max
1,...,2,1

*

1,...,2,1
xguxgu iipiiipi




, противо-

речащее (4). 
Доказательство теоремы 4. Согласно Теореме 3 правая часть включения (5) представляет собой 

множество векторов, которые соответствуют слабо эффективным точкам относительно вектор-
функции ĝ  на множестве )(Supp X . Теорема 2 (Замечание к теореме) гарантирует, что имеет место 

включение )))(Supp((ˆ)ˆ( XPfYMax g . Поскольку ),(ˆ 1 pggg , верно включение 

))(Supp())(Supp( ˆ XPXP gg  , а значит и )))(Supp((ˆ)))(Supp((ˆ
ˆ XPfXPf gg  . Поэтому выполнено 

)))(Supp((ˆ)ˆ( ˆ XPfYMax g . Но правая часть включения (5) разве что шире, чем )))(Supp((ˆ
ˆ XPf g , так 

как всякая парето-оптимальная точка является слабо эффективной относительно одной и той же век-
тор-функции ĝ . Тем самым, включение (5) доказано. 
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Abstract. The paper proposes a new method for solving the problem of multicriteria optimization of a 
numerical vector function on a fuzzy set. The membership function of a fuzzy feasible set is joined to 
the original set of criteria that allows the original problem of multi-criteria optimization to be treated 
as the task of finding a suitable compromise (Pareto-optimal) solution for an extended set of criteria. It 
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is assumed that to search for the “best” compromise solution there is only fuzzy information about the 
preferences of decision maker in the form of information quanta. At the first stage of the proposed 
method, the search for a compromise is made on the basis of an axiomatic approach, with the help of 
which the Pareto set is reduced. The result of the reduction is a fuzzy set with the membership func-
tion, which is determined on the basis of the used fuzzy information. At the second stage, the obtained 
membership function is added to the extended set of criteria, after which the scalarization procedure 
realizing the idea of goal programming is used to solve the formed multicriteria problem.  
Keywords: fuzzy set, multicriteria optimization, multicriteria choice, reduction of the Pareto set, 
quanta of fuzzy information, scalarization, goal programming. 
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