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Введение 

Основные трудности, связанные с построе-
нием нечетких отношений и организацией не-
четкого вывода, зачастую связаны с определе-
нием функций принадлежности условной части 
правил, а также с выбором решающего правила 
из совокупности кандидатов. Для решения  
подобных проблем возможно объединение 
средств нечеткого логического вывода и 
нейросетевого подхода в рамках гибридных си-
стем. В их основу заложена идея использования 
в качестве механизма вывода аппарата нечет-
кой логики и способность нейронных сетей к 
обучению, что выражается в подстройке пара-
метров, соответствующих функциям принад-
лежности с применением алгоритмов обучения, 
таких как алгоритм обратного распространения 
ошибки. В связи с этим, гибридные нейронные 

сети не только используют априорную инфор-
мацию, предоставленную экспертом, но и спо-
собны приобретать новые знания, при этом 
оставаясь логически прозрачными. 

1. Элементы нечетких вычислений  
в рамках нейросетевого подхода 

Нечеткая логика – это разновидность непре-
рывной логики, в которой логические формулы 
могут принимать истинностные значения меж-
ду 0 и 1. В ее основу положено понятие нечет-
кого множества. Пусть U полное множество, 
охватывающее всю проблемную область. Не-
четкое множество F множества U определяется 
через функцию принадлежности μሺuሻ (где u 
элемент множества U). Эта функция отобража-
ет элементы u множества U на множество чисел 
в отрезке [0,1], которые указывают степень 
принадлежности каждого элемента нечеткому 
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множеству F. Нечеткие системы могут иметь 
функции принадлежности произвольной струк-
туры, однако, обычно на практике используют 
треугольную и трапецевидную, которые с 
большой точностью могут быть аппроксимиро-
ваны функцией гауссовского типа: 

μሺuሻ ൌ 	exp ቈെ ቀ
u െ c
σ

ቁ
ଶ∙ୠ
 

где с, σ, b - определяют значения центра, шири-
ны и формы колоколообразной функции.  

Для описания лингвистических переменных 
типа «очень большой» или «очень маленький» 
обычно используются линейные функции с 
насыщением, которые имеют нелинейный всю-
ду дифференцируемый аналог в виде сигмоид-
ной функции: 

μሺuሻ ൌ
1

1  expሾെα ∙ u െ βሿ
	 

где α, β – отвечают за сдвиг и крутизну.  
Гауссовская и сигмоидная функции являют-

ся основными и наиболее часто используемыми 
функциями активации в нейронных сетях. 

Базовая модель нечеткого нейрона во мно-
гом схожа с моделью искусственного нейрона, 
основанного на применении функции актива-
ции к результату обработки взвешенного входа. 
Основным отличием является возможность об-
работки нечетких входных значений и приме-
нения специальных нечетких операций агреги-
рования [1]. 

К первому типу можно отнести нечеткий 
нейрон ܪଵ (Рис. 1) с четкими входными и вы-
ходными сигналами. Данный типа имеет n чет-
ких входов ݔଵ, … ,  . Весовые коэффициентыݔ
такого нейрона представляют собой нечеткие 
множества ܣ, ݅ ൌ 1 ൊ ݊, т.е. операции взвеши-
вания входных сигналов в классическом 
нейроне заменяются функциями принадлежно-
сти и происходит их объединение (агрегирова-
ние) в узле ܪଵ с выдачей сигнала ݕ ൌ
,ଵݔభሺߤ … ,  ሻ, принадлежащего интервалуݔ
[0,1], который может рассматриваться как уро-
вень правдоподобия. 

Операцию агрегирования взвешенных сигна-
лов обозначим как , для реализации которой 
могут быть использованы нечеткие операторы t-
нормы и t-конормы. Треугольной нормой называ-
ется двуместная действительная функция 
T:[0,1]×[0,1]→[0,1], удовлетворяющая условиям 
ограниченности, монотонности, коммутативно-
сти и ассоциативности. В качестве t-норм могут 
выступать: min	ሺμ, μሻ; μ ∗ μ; max	ሺ0, μ 
μ െ 1ሻ. Треугольной конормой также является 
двуместная действительная функция 
S:[0,1]×[0,1]→[0,1], удовлетворяющая аналогич-
ным условиям. Например: max	ሺμ, μሻ; μ 
μ െ μ ∗ μ; min	ሺ1, μ  μሻ. 

В зависимости от типа используемой опера-
ции можно получить различные схемы нечет-
ких нейронов. Математическое описание 
нейрона можно представить в виде: 

,ଵݔభሺߤ … , ሻݔ ൌ  ሻݔሺߤ	…	ଵሻݔభሺߤ
Нечеткий нейрон «И» можно представить в 

виде композиции min-max:  
ݕ ൌ min	ሺݓଵ˅ݔଵ, … ,  .ሻݔ˅ݓ
В свою очередь нечеткий нейрон «ИЛИ» ре-

ализует композицию max-min: 
ݕ ൌ max	ሺݓଵ˄ݔଵ, …  .ሻݔ˄ݓ,
Второй тип нечетких нейронов ܪଶ подобен 

нейрону первого типа, но все входы и выходы 
нейрона являются нечеткими множествами 
(Рис. 2). 

Сигнал на каждом нечетком входе X୧ преоб-
разуется путем операции взвешивания, которая 
осуществляет модификацию входного терма в 
измененное нечеткое множество X୧

ᇱ ൌ A୧ ∗ X୧, 
݅ ൌ 1 ൊ ݊, с использованием некоторого опера-
тора *, где A୧ – есть i-ый нечеткий вес. Опера-
ция взвешивания здесь не является функцией 
принадлежности, как в нейроне первого типа, 
вместо нее проводится операция модификации 
каждого нечеткого входа. Модифицированные 
входы объединяются оператором агрегации, 
выходом которого является нечеткий терм. 
Оператор агрегации может быть выполнен 
также на основе t-нормальной, либо t-

 

Рис. 1. Нечеткий нейрон первого типа 

 

Рис. 2. Нечеткий нейрон второго типа 
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конормальной функции. Математическое опи-
сание нейрона второго типа имеет вид: 

X୧
ᇱ ൌ A୧ ∗ X୧, ݅ ൌ 1 ൊ ݊, ܻ ൌ ଵܺ

 …ܺ  
где Y – нечеткое множество, представляющее 
выход нейрона. 

Нечеткий нейрон третьего типа ܪଷ (Рис. 3) с 
n нечеткими входами и одним нечетким выхо-
дом задается отношением в виде нечеткого 
правила IF - THEN: 

IF	Xଵ୧	and	Xଶ୧	and…and	X୬୧	THEN	Y୧ 
где X୨୧ и Y୧ – вход и выход i-ого нейрона, опи-
сываемого i-ым правилом.  

Такой нейрон может быть представлен не-
четким отношением вида: 

R୧ ൌ IሺTሺXଵ୧, Xଶ୧, … , X୬୧ሻ, Y୧ሻ 
В нем I –функция импликации, T – это  

t-норма, реализующая операцию нечеткой 
конъюнкции. 

Y୧ ൌ TሺXଵ୧, Xଶ୧, … , X୬୧ሻ ∘ R୧ 
На основе рассмотренных типов нечетких 

нейронов можно конструировать нечеткие НС 
различной архитектуры, которые в отличие от 
обычных нейросетей обладают расширенными 
возможностями представления и обработки 
данных. 

2. Нейросетевая реализация нечетких 
отношений 

Пусть Х и У – нечеткие множества в U и V 
соответственно, а R – нечеткое отношение в 
ܷ ൈ ܸ. Рассмотрим выражение для нечеткого 
отношения: 

ܻ ൌ ܺ°ܴ 
где  операция композиции (например, max-
min операция) 

Пусть U ൌ ሼxଵ, … , x୬ሽ и V ൌ ሼyଵ, … , y୫ሽ. То-
гда можно записать max-min композицию: 

൯ݕ൫ߤ ൌ max
௫
ሺmin	ሺߤሺݔሻ, ,ݔோሺߤ  ሻሻሻݕ

Это выражение можно записать в матрич-
ном виде: 
X°R ൌ |μଡ଼ሺxଵሻ, … , μଡ଼ሺx୬ሻ|° 

อ
μୖሺxଵ, yଵሻ … μୖሺxଵ, y୫ሻ

… … …
μୖሺx୬, yଵሻ … μୖሺx୬, y୫ሻ

อ 

Такое соотношение соответствует следую-
щей нейросетевой структуре [2] (Рис. 4). 

Если использовать обычную операцию сум-
мирования, то результирующий сигнал может 
быть слишком низким для активизации входа. 
Поэтому к каждому узлу добавляется порог 

(bias), обозначаемый ܾ ∈ ሾ0,1ሿ. Тогда уравне-
ние можно представить в виде: 
ሻݕሺߤ ൌ 

ൌ max ൬max ቀmin ቀߤሺݔሻ, ,ݔோ൫ߤ ൯ቁቁݕ , ܾሺݕሻ൰. 

Добавление порога, в данном случае, анало-
гично использованию дополнительного входа 
равного 1 для искусственного нейрона сети. 
Такой вход в дальнейшем умножается на соот-
ветствующий ему весовой коэффициент и 
участвует в вычислении потенциала нейрона 
наравне с остальными значениями. 

Основные трудности построения нечетких 
отношений связаны с настройкой большого 
числа функций принадлежности. Для устране-
ния этих трудностей можно использовать под-
ход, основанный на обучении НС с весовыми 
коэффициентами, соответствующими функции 
принадлежности. 

3. Универсальный нечеткий 
аппроксиматор 

Способность нечеткой системы выступать в 
роли универсального аппроксиматора вытекает 
из теоремы Ванга, которая может быть сфор-
мулирована следующим образом:  

Для каждой вещественной непрерывной 
функции g, заданной на компакте U, и для про-
извольного ε>0 существует нечеткая система, 
формирующая выходную функцию f(x), для ко-
торой справедливо условие:  

 

Рис. 3. Нечеткий нейрон третьего типа

 

Рис. 4. Модель нейросетевой реализации 
нечетких отношений 
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sup
୶∈

‖gሺxሻ െ fሺxሻ‖  ε	 

Такая адаптивная нейро-нечеткая система 
вывода (Adaptive Network-based Fuzzy Inference 
System – ANFIS) состоит из набора нечетких 
правил «если-то» (if-then), использует гауссов-
ские функции принадлежности, композиции в 
виде произведения, импликации в форме Лар-
сена и центроидный метод дефаззификации. 
При этом возможны модификации сети ANFIS 
в зависимости от применения алгоритмов не-
четкого вывода: Сугено-Такаги, Сугено-Такаги-
Канга (TSK) и Ванга-Менделя [3, 5]. 

Структура нечеткой нейронной сети для ре-
ализации модели Ванга-Менделя представлена 
на Рис. 5. 

Первый слой выполняет фуззификацию вход-
ных переменных. В качестве фуззификатора ис-
пользуется обобщенная гауссовская функция: 

μౠ൫x୨൯ ൌ 	exp

ۏ
ێ
ێ
ۍ
െቌ

x୨ െ c୨
ሺ୧ሻ

σ୨
ሺ୧ሻ ቍ

ଶୠౠ
ሺሻ

ے
ۑ
ۑ
ې
 

где с୨
ሺ୧ሻ, σ୨

ሺ୧ሻ, b୨
ሺ୧ሻ обозначают значения центра, 

ширины и формы j-ого компонента вектора x 
условной части для i-ого нечеткого правила 
вывода. 

Второй слой осуществляет перемножение 
истинностных значений предпосылок. Третий - 
содержит два линейных нейрона, где первый 
предназначен для расчета взвешенной суммы 
M правил вывода, а второй для генерации нор-
мализующей величины. Они соответствуют 
числителю и знаменателю формулы для описа-
ния модели Ванга-Менделя. Единственный 
нейрон выходного слоя осуществляет нормали-
зацию, формируя выходной сигнал y(x), кото-
рый определяется по формуле: 

yሺxሻ ൌ
∑ v୧ ∙ ቂ∏ μౠሺx୨ሻ


୨ୀଵ ቃ

୧ୀଵ

∑ ቂ∏ μౠሺx୨ሻ

୨ୀଵ ቃ

୧ୀଵ

 

Первый и третий слои являются параметри-
ческими. В первом слое настройке подлежат 

параметры функций фаззификации с୨
ሺ୧ሻ, σ୨

ሺ୧ሻ, b୨
ሺ୧ሻ 

для j-ой предпосылки условной части i-ого пра-
вила, а в третьем значения vଵ, vଶ, … , v, кото-
рые определяют центры функций принадлеж-
ности для каждого правила [4]. 

Обучение такой сети разделяется на несколько 
этапов, которые могут циклически повторяться 
друг за другом до достижения нужной точности 

аппроксимирующей способности сети. На первом 
этапе, с помощью решения системы линейных 
уравнений, вычисляются значения vଵ, vଶ, … , v, 
определяющие центры функций принадлежно-
сти. На втором осуществляется подстройка нели-
нейных параметров функций фаззификации 

с୨
ሺ୧ሻ, σ୨

ሺ୧ሻ, b୨
ሺ୧ሻ, для чего применимы градиентные 

методы обучения. 

4. Нейросетевая модель нечеткого  
композиционного вывода 

Анализ процедуры классического нечеткого 
вывода позволяет выделить две главные про-
блемы, возникающие при организации вывода 
на основе нечеткой логики, которые более эф-
фективно можно реализовать на основе 
нейросетевого подхода. Первая связана с опре-
делением функций принадлежности, использу-
ющихся в условной части правил, а вторая - с 
выбором правила, определяющего решение, из 
совокупности правил-кандидатов. Рассмотрим 
модель, в которой нейросеть используется для 
организации вывода. Правила нечеткого выво-
да имеют следующий вид: 

ܴௌ ∶ ܺ	ܨܫ	 ൌ ሺݔଵ, … ,  		௦ܣ	ݏ݅	ሻݔ
ௌݕ	ܰܧܪܶ ൌ ,ଵݔௌሺܥܪ … ,  		,ሻݔ

ݏ ൌ 1 ൊ  ݎ
где r – число правил вывода, ܣௌ - представляет 
нечеткое множество условной части каждого 
правила. 

Нейронная сеть ܥܪௌ обучается на входных 
данных из обучающей выборки. Выходы обу-
ченной нейросети рассматриваются как вели-
чины функций принадлежности нечетких  
множеств в условной части IF правил, так как 

 
Рис. 5. Структура нечеткой нейронной сети  
для реализации модели Ванга-Менделя 
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величина выходного сигнала определяет при-
надлежность данных к каждому правилу. 

Предположим, что в рассматриваемой модели 
нечеткой системы, состоящей из нескольких 
нейросетей, имеется n входов ݔଵ, … , - и един	ݔ
ственный выход y. Обозначим через ܥܪௌ - 
нейронную сеть, которая вычисляет выход yୱ для 
каждого правила s. Тогда процедура нечеткого 
вывода реализуется следующим алгоритмом: 

1. Формирование обучающей и тестовой вы-
борок. 

N, N - число примеров обучающей и те-
стовой выборок соответственно. Общее число 
примеров N ൌ N  N. 

2. Выделение в обучающей выборке класте-
ров схожих элементов.  

Примеры обучающей выборки разделяются 
с учетом числа правил на r классов ܴௌ, где 
ݏ ൌ 1 ൊ  Каждая обучающая подвыборка для .ݎ
класса ܴௌ определяется парами ሺݔ

௦, ݕ
௦ሻ, где 

i ൌ 1 ൊ N
ୗ , N

ୗ  - число примеров в обучающей 
подвыборке для класса ܴௌ. 

3. Обучение ܥܪሺߤሻ.  
Для каждого входного вектора ܺ ∈ ܴௌ опре-

деляется вектор функций принадлежности к 
правилу ܯ ൌ ሺ݉

ଵ, … ,݉
ሻ такой, что m୧

ୗ ൌ 1 и 
m୧
୩ ൌ 0 для всех k ് s. Нейронная сеть обуча-

ется на парах ሺ ܺ , -ሻ. Функция принадлежноܯ
сти к части IF правила определяется как выход-
ная величина ݉

ௌ обученной сети, то есть 
݉ೞሺ ܺሻ ൌ ݉

ௌ, ݅ ൌ 1 ൊ ݏ ,ܰ ൌ 1 ൊ -ௌ - соотܣ .ݎ
ветствует нечеткой части правила. 

4. Обучение ܥܪௌ.  
Обучающая выборка с входами ݔଵ

ௌ , … , ݔ
ௌ   и 

выходной величиной ݕ
ௌ, ݅ ൌ 1 ൊ ௌܰ  подается 

на вход и выход ܥܪௌ, которая является 
нейросетевой моделью части THEN в ܴௌ. С по-
мощью тестовой выборки вычисляется ошибка 
обобщения:  

ௌܧ ൌ ∑ ሺݕ െ ݉௦ሺ ܺሻ݉ೞሺ ܺሻሻଶ
ேೞ
ୀଵ ,  

где ݉ௌሺ ܺሻ - наблюдаемый выход ܥܪௌ. Сеть 
считается обученной, если ܧௌ ൏ -где  -  не ,ߜ
которая заранее заданная величина. 

5. Принятие решения.  
Для заданного входного вектора  проводится 

вычисление выходной величины по аналогии с 
формулой дефаззификации, используемой в 
классическом композиционном выводе:  

ݕ
∗ ൌ

∑ ݉ೞሺ ܺሻ	݉௦ሺ ܺሻ

௦ିଵ

∑ ݉ೞሺ ܺሻ
௦ୀଵ

 

Полученное таким образом значение являет-
ся результатом нечеткого композиционного 
вывода. Функциональная схема описанного 
процесса представлена на Рис. 6. 

Выделение в обучающей выборке кластеров 
схожих элементов может осуществляться с 
применением алгоритмов самоорганизации, та-
ких как: C-means, пикового группирования, 
разностного группирования, нечеткой самоор-
ганизации Густафсона-Кесселя [4]. 

5. Алгоритм обучения нечеткого  
персептрона 

Возможно построение нечетких нейросетей, 
в которых нечеткость проявляется на этапе ее 
обучения. В этом случае модифицируется, либо 
стратегия самого обучения, либо отдельные  
параметры, заметно влияющие на качество 
обучения. 

В алгоритме обучения каждый вектор обу-
чающей выборки вносит определенный вклад в 
модификацию весовых коэффициентов. В слу-
чае, когда отдельные классы перекрываются, то 
примеры обучающей выборки, лежащие в зоне 
перекрытия, определяют неустойчивое поведе-
ние алгоритма обучения.  Поэтому основная 
идея заключается в уменьшении влияния век-
торов, лежащих в зоне перекрытия, на измене-
ние весовых коэффициентов. 

Рассмотрим реализацию стандартного алго-
ритма обратного распространения ошибки в 
случае разбиения входного пространства на два 
пересекающихся класса. 

Рис. 6. Функциональная схема нейросетевого  
нечеткого композиционного вывода 
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Пусть имеется обучающая выборка, состоя-
щая из векторов ൛ ଵܺ, … , ܺൟ, и функции принад-
лежности μ୨ሺX୩ሻ, j ൌ 1 ൊ 2, k ൌ 1 ൊ p, опреде-
ляющие номера нечеткого разбиения 
пространства входов на два класса по отношению 
к этим векторам, показывающая степень принад-
лежности каждого из этих векторов к каждому из 
классов. Эти предположения могут быть пред-
ставлены следующими соотношениями: 

∑ ሺܺሻߤ ൌ 1ଶ
ଵ ; 0 ൏ ∑ ሺܺሻߤ


ଵ ൏   ;

ሺܺሻߤ ∈ ሾ0,1ሿ.  
Причем для векторов, чей класс является 

менее определенным, функция принадлежности 
находится в интервале до 0.5 (Рис. 7).  

Степень влияния образца ܺ  на модифика-
цию весовых коэффициентов можно опреде-
лить как разность |ߤଵሺܺሻ െ  – ଶሺܺሻ|, где mߤ
константа, которая в случае неопределенности 
отнесения к одному из двух классов вектора ܺ 
близка к нулю. Учитывая этот факт, можно мо-
дифицировать формулу, определяющую кор-
рекцию весовых коэффициентов в алгоритме 
обратного распространения ошибки для четко-
го персептрона: 

ሻݐሺݓ ൌ ݐሺݓ െ 1ሻ  ݄ ∙ ݐଵሺܺሺߤ| െ 1ሻሻ െ

െߤଶሺܺሺݐ െ 1ሻሻ| ∙ ሾ݀ െ ݐሺݕ െ 1ሻሿ ∙ ݔ
ሺሻ, 

где h – скорость обучения, d୩ и y – значения 
ожидаемого и полученного выходного сигнала 
при  ܺ входном векторе, j - номер компонента 
входного вектора 1  j  n  1, t - текущий 
такт обучения. 

Из уравнения следует, что влияние неопре-
деленности векторов на модификацию весовых 
коэффициентов можно уменьшить за счет из-
менения константы m. Действительно, подобно 
четкому персептрону, в нечетком персептроне 
можно найти разделяющую поверхность за ко-
нечное число итераций. При этом если: 

หߤଵ൫ܺሺݐሻ൯ െ ሻሻหݐଶሺܺሺߤ

ൌ 1, 

,ଵሺܺሻߤ ଶሺܺሻߤ ∈ ሾ0,1ሿ, 
то нечеткий персептрон становится четким, и 
значения величин функций принадлежности так-
же становятся четкими. При выборе стратегии 
обучения большое значение имеет выбор шага 
обучения. Поэтому для векторов значения функ-
ций принадлежности, которых близки к 0.5, мож-
но установить значения m>1 и на последующих 
итерациях постепенно его уменьшать. 

При разработке алгоритма обучения нечеткого 
персептрона необходимо решить две задачи: 

 Определить способ вычисления функции 
принадлежности на каждом шаге итерации. 

 Определить критерий останова. 
При решении первой задачи можно исполь-

зовать формулы разделения двух пересекаю-
щихся классов. Тогда для некоторого вектора 
ܺ в классе 1 получаем: 

ଵሺܺሻߤ ൌ 0.5 
ሺೞభషೞమሻ/ೞିష

ଶሺିషሻ
, 

ଶሺܺሻߤ ൌ 1 െ  ,ଵሺܺሻߤ
где	݀݅ݐݏଵ, ݀݅ݐݏଶ, ݀݅ݐݏ - расстояние вектора ܺ до 
среднего значения классов 1 и 2 и между сред-
ними значениями этих классов; f – положи-
тельная константа, подбираемая опытным пу-
тем ሺ݂  2ሻ. 

При решении второй задачи необходимо 
учесть тот факт, что, когда вектор не может 
быть однозначно отнесен к определенному 
классу, значение его функции принадлежности 
близко к 0.5, поэтому для останова процедуры 
обучения выбирается значение δ, показываю-
щее близость функции принадлежности к вели-
чине 0.5. Тогда критерием останова будет вы-
полнение следующего условия: 

μଵሺX୩ሻ  0.5  δ или μଵሺX୩ሻ ൏ 0.5 െ δ для 
∀k, k ൌ 1 ൊ p. 

Алгоритм обучения нечеткого персептрона 
состоит из следующих шагов: 

1. Инициализация весовых коэффициентов 
2. Вычисление степеней функции принадлеж-

ности на всех образцах выборки в каждом классе 
в соответствии с формулами для ߤଵሺܺሻ и 
 .ଶሺܺሻߤ

3. Подать на вход сети образцы обучающей 
выборки. Вычислить ошибку сети и величины, на 

 

Рис. 7. Функция принадлежности для двух классов
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которые необходимо изменить весовые коэффи-
циенты с учетом функции принадлежности для 
образцов выборки. Повторять пункт 3 до тех пор, 
пока не будет выполняться критерий останова. 

В итоге данный алгоритм позволяет умень-
шении влияния векторов, лежащих в зоне пере-
крытия классов, что способно положительно 
сказаться на процесс обучения гибридного не-
четкого персептрона. 

Заключение 

Построение систем правил и организация 
вывода на основе нечеткой логики зачастую 
сталкивается с проблемой определения функ-
ций принадлежности условной части правил, а 
также с выбором решающего правила, из всей 
совокупности кандидатов. В свою очередь ис-
пользование нейросетевого подхода сопряжено 
с проблемой интерпретации полученного ре-
зультата и его предпосылок. Правила содер-
жатся в весовых коэффициентах, функциях ак-
тивации и связях между нейронами, но обычно 
их структура слишком сложна для восприятия и 
не представляется возможным отделить влияние 

определенного признака на целевое значение. 
Интеграция нейросетевых технологий с принци-
пами нечеткой логики в рамках гибридных си-
стем позволяет использовать не только априор-
ную информацию, предоставленную экспертом 
при построении систем правил, но и определяет 
способность приобретать новые знания, при 
этом оставаясь логически прозрачными. 
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