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Вычислительная производительность  
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Аннотация. В работе исследуются математические методы декомпозиции (редукции) больших гиперкубов много-
мерных данных аналитических OLAP-систем на подкубовые компоненты. Показана возможность уменьшения вы-
числительной сложности решения данных задач декомпозиционными методами, которые имеют экспоненциаль-
ную и полиномиальнологарифмическую степень сложности по сравнению с традиционными методами анализа 
больших массивов информации, накапливаемых в гиперкубах многомерных OLAP-данных. Для редукционных ме-
тодов анализа OLAP-кубов логарифмической степени сложности установлен критерий увеличения вычислитель-
ной сложности по сравнению с нередукционными методами. Получена точная верхняя оценка границы изменения 
сложности декомпозиционных методов анализа данных при варьировании основных параметров гиперкуба. 
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Введение 

В настоящее время вследствие бурного раз-
вития науки и техники исследователям прихо-
дится рассматривать поведение все более 
сложных технических, физических, биологиче-
ских систем. При этом, разумеется, создаются 
более сложные математические модели проек-
тирования, создания и эксплуатации таких объ-
ектов. Решение многих задач исследования мо-
делей сложных систем сопряжено с большими 
трудностями, которые носят как математиче-
ский, так и вычислительный характер, так как 
компьютерные решения часто требуют нетри-
виальных затрат машинного времени. В этой 
связи становится актуальной разработка мето-
дов редукции моделей сложных систем, т.е. 
приведение таких моделей к более простому 

виду, например, к декомпозиции исходной мо-
дели на модели меньшей размерности [1-3]. 

Аналогичные проблемы возникают при об-
работке и анализе сверхбольших массивов ин-
формации гиперкубовых структур аналитиче-
ских OLAP-систем. Напомним, что указанные 
системы предназначены для анализа и обобще-
ния детальных данных, накапливаемых в базах 
и хранилищах данных при анализе бизнес-
процессов и поддержке принятия жизненно-
важных решений в промышленности, финансо-
вой сфере, торговле, медицине и других обла-
стях, использующих информационные техно-
логии [4-6]. 

Для таких систем характерен быстрый рост 
объемов обрабатываемых данных. OLAP-кубы 
могут включать полный объем исходных де-
тальных данных. Объем данных увеличивается 
в результате денормализации и дублирования 
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части детальных данных. Кроме того, он может 
расти при добавлении к детальным данным аг-
регированной информации, особенно, при пол-
ном переборе сочетаний размерностей и их 
значений. С увеличением объемов данных па-
дает производительность вычислений кубовых 
структур. При этом иногда возникают эффекты 
«взрывного» характера данных, когда в анали-
тической системе резко прекращаются вычис-
ления. Устранению подобных проблем способ-
ствуют методы редукции больших кубов 
данных на подкубы с меньшими объемами. 
Очевидно, что уменьшение объемов данных в 
подкубах способствует повышению производи-
тельности вычислений, однако после обработки 
данных подкубов необходимо получить обоб-
щенные результаты, которые не отличались бы 
от результатов вычислений на полном исход-
ном кубе. Это условие часто создает проблемы, 
вызванные редукцией больших кубов на под-
кубы. Например, данные OLAP-кубов могут 
быть сегментированы не аддитивно и тогда 
возможны нарушения целостности данных. Ес-
ли редукция исходного полного куба одновре-
менно затрагивает число размерностей и значе-
ний на каждой шкале размерностей, это может 
привести к совершенно неожиданным резуль-
татам с точки зрения производительности вы-
числений. Следовательно, решая задачи редук-
ции OLAP-кубов, необходимо исследовать 
влияние выбранного метода редукции на вы-
числительную сложность задач и целостность 
обобщенных результатов. 

Проблемы редукции моделей и анализа вы-
числительной сложности алгоритмов традици-
онно интересуют исследователей-математиков 
и компьютерных специалистов при практиче-
ской реализации методов моделирования [4-
11]. В частности, проблема снижения размер-
ности признакового пространства в задачах 
ранжирования и многокритериальной класси-
фикации исследовались в работах [7, 8], в кото-
рых критерии агрегируют с помощью экспер-
тов, что упрощает порядковую классификацию 
многокритериальных альтернатив в статиче-
ском пространстве оценок. Аналогичный под-
ход представлен в работах [4,5,9,10], когда при 
решении задач кластеризации исходный набор 
переменных заменяется новым набором обоб-
щенных критериев, учитывающих связи пере-
менных. Но OLAP-обработка данных не допус-
кает изменения размерности пространства. 

В работах авторов [11-14] по математиче-
ским методам анализа многомерных данных 
аналитических OLAP-систем задача редукции 
ставится иначе – агрегирование критериев уже 
определено решеткой куба, а декомпозиция ку-
ба на меньшие по размерности кубы нужна для 
снижения времени вычисления полной решетки 
при динамическом изменении данных в кубе.  

В работах [11-14] были исследованы методы 
редукции моделей многомерных данных в виде 
OLAP-гиперкубов, способствующих уменьше-
нию вычислительной сложности решения задач 
с большими и сверхбольшими исходными дан-
ными в классе задач полиномиальной степени 
сложности. Доказаны необходимые и доста-
точные условия эффективного применения  
методов редукции задач анализа гиперкубов 
данных по сравнению с традиционными нере-
дукционными методами их решения. Приведе-
ны примеры методов декомпозиции кубовых 
структур, как уменьшающих, так и увеличива-
ющих вычислительную сложность по сравне-
нию с вычислениями по полной модели. Отме-
тим также, что в работе [15] рассматривается 
проблема ускорения OLAP-операций в опера-
тивной памяти компьютера с помощью парал-
лельных графических сопроцессоров. Достига-
ется ускорение вычислительных операций в 40 
раз. Однако зависимость вычислительной про-
изводительности от структурных свойств ги-
перкуба авторы не исследуют. 

1. Цель работы 

Цель статьи – исследование методов редук-
ции OLAP-гиперкубов многомерных данных, 
имеющих экспоненциальную, полиномиально-
логарифмическую, логарифмическую степени 
сложности, поиск возможностей уменьшения 
вычислительной сложности решения задач ана-
лиза данных такими методами по сравнению с 
нередукционными методами анализа гиперку-
бовых структур многомерных данных OLAP, 
получение точных количественных границ 
уменьшения сложности декомпозиционных ме-
тодов из класса экспоненциальной сложности,  
установление характера зависимости вычисли-
тельной производительности от структурных 
свойств гиперкуба, разработка аналитических 
методов определения количественных границ 
вычислительной сложности решения декомпо-
зиционных задач агрегирования данных. 
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2. Критерии уменьшения (увеличения) 
вычислительной сложности 
решения задач редукции OLAP-
гиперкубов многомерных данных 

Предположим, что задан гиперкуб ܪ௠, име-
ющий ݉ ൐ 2 размерностей. Пусть на гиперкубе 
 ݊ состоящая из ,[17 ,16] ܮ ௠ задана решеткаܪ
подкубов, и на этой решетке решаются задачи 
анализа данных из некоторого непустого мно-
жества ܲሺܪ௠ሻ. Допустим, что алгоритмы реше-
ния этих задач допускают декомпозицию ги-
перкуба ܪ௠ на ݇ (݇ ൒ 2	) непересекающихся 
подкубовых структур ܮଵ, …	,  ௞,  в каждую изܮ
которых входят ݊ଵ, …	, ݊௞ подкубов решетки ܮ. 

Пусть вычислительная сложность ݂ሺ݊ሻ ре-
шения задач из ܲሺܪ௠ሻ принадлежит одному из 
следующих классов: 

•݂ሺ݊ሻ ൌ ݂ሺ݊, ܽሻ ൌ ܽ௡, где ܽ ൌ const ൐ 0 
(класс экспоненциальной вычислительной 
сложности); 

• ݂ሺ݊ሻ ൌ ݂ሺ݊, ܽ, ܿ, ݀ሻ ൌ ሺlog௔ ݊ሻс ∙ ݊ௗ, где 
ܽ ൐ 1, ܿ ൐ 0, ݀ ൐ 1	– вещественные постоян-
ные (класс полиномиально-логарифмической 
степени сложности); 

•݂ሺ݊ሻ ൌ log௔ ݊	, ܽ ൌ const ൐ 1	(класс лога-
рифмической степени сложности). 

Предположим дополнительно, что для вели-
чины ݂ሺ݊ሻ справедливо соотношение: 

݂ሺ݊ሻ ൌ ݂ሺ݊ଵሻ ൅	...  ൅	݂ሺ݊௞ሻ. 
В этом разделе будут установлены критерии 

уменьшения (увеличения) вычислительной слож-
ности задач редукции OLAP-гиперкубов из пере-
численных классов сложности, а также установ-
лена верхняя граница уменьшения сложности 
задач декомпозиции экспоненциальной степени 
сложности. 

Рассмотрим вначале случай, когда задача 
декомпозиции OLAP-гиперкуба имеет экспо-
ненциальную степень сложности. В этом слу-
чае имеет место следующие утверждения.  

Теорема 1. 
1. Для задач декомпозиции экспоненциаль-

ной степени сложности для любых 
ܽ ൐ 2, ݊௜ ൒ 1, ݂ሺ݊௜ሻ ൌ ܽ௡೔, ݅ ൌ 1, …	, ݇, ݇ ൐ 2  
справедливо неравенство: 

݂ሺ݊ሻ ൐ ݂ሺ݊ଵሻ ൅	…൅ 	݂ሺ݊௞ሻ. 
2. Пусть ܨ௞ ൌ ଵ݂ ൅	…൅	 ௞݂, где ௜݂	 ൌ 	 ܽ௡೔,  

	݅ ൌ 1,…	, ݇. Тогда величины ݂ ൌ 	ܽ௡, -௞ удоܨ	
влетворяют соотношению 

݂ ∙ ௞ܨ
ିଵ ൑ ܽ௡ିଵ ∙ ݊ିଵ	. 

Утверждение 1 Теоремы 1 устанавливает кри-
терий уменьшения сложности задач декомпози-
ции гиперкубовых OLAP-структур экспоненци-
альной степени сложности. Утверждение 2 
Теоремы 1 дает верхнюю границу уменьшения 
величины вычислительной сложности задач ре-
дукции гиперкубов из класса экспоненциальной 
степени сложности. 

Отметим, что полученная в Утверждении 2 
оценка величины уменьшения сложности де-
композиционных задач является точной и до-
стигается при ݊௜ ൌ 1, ݅ ൌ 1,…	, ݊.		 

Доказательство Теоремы 1 дано в Приложении. 
Рассмотрим также случай, когда параметр a 

удовлетворяет неравенствам 1 ൏ ܽ ൑ 2	. В этом 
случае при применении методов декомпозиции 
OLAP-гиперкубов многомерных данных воз-
можны как случаи уменьшения вычислитель-
ной сложности по сравнению со сложностью 
традиционных нередукционных методов, так и 
случаи ее увеличения.  

Приведем соответствующие примеры. 
Пример 1. Пусть ܽ ൌ 3/2, ݊ ൌ 4, ݊ଵ ൌ ݊ଶ ൌ 2	.	 

В этом случае  
ܽସ ൌ ሺ3/2ሻସ ൌ 81/16, 2aଶ ൌ 18/4 ൌ 72/16, 

следовательно  

݂ ൬
3
2
, 4൰ ൐ ݂ ൬

3
2
, 2൰ ൅ ݂ ൬

3
2
, 2൰	, 

т.е. сложность традиционного метода решения 
задачи редукции больше сложности декомпо-
зиционного метода. 

Пример 2. Пусть ܽ ൌ 4/3, ݊ ൌ 4, ݊ଵ ൌ ݊ଶ ൌ 2.	 
Так как ܽସ ൌ ሺ4/3ሻସ ൌ 256/81, ሺ4/3ሻଶ ൌ 16/9 ൌ
144/81,	 то 

݂ ൬
4
3
, 4൰ ൌ

256
81

൏ 	2 ∙
144
81

ൌ
288
81

ൌ ݂ ൬
4
3
, 2൰ ൅ 	݂ ቆ

4
3
, 2ቇ. 

Таким образом, в данном случае сложность 
традиционного метода решения задачи деком-
позиции меньше вычислительной сложности 
редукционного метода. 

Рассмотрим теперь случай, когда задача ܦ 
редукции гиперкуба ܪ௠ имеет полиномиально-
логарифмическую степень сложности: 

݂ሺܦ, ݊ሻ ൌ ሺlog௔ ݊ሻс ∙ ݊ௗ,   
݂ሺܦ, ݊௜ሻ ൌ ሺlog௔ ݊௜ሻс ∙ ݊௜ௗ,				݅ ൌ 1,…	, ݇. 

Для таких задач справедливо следующее 
утверждение. 

Теорема 2. Для задач декомпозиции гипер-
куба ܪ௠	с помощью метода редукции полино-
миально-логарифмической степени сложности 
для любых ܽ ൐ 1,  ܿ ൐ 0,  		݀ ൐ 1,  		݊ ൒ 2,  	݊௜ ൐ 1, 

݅ ൌ 1,…	, ݇  
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имеет место следующее соотношение:  
݂ሺܦ, ݊ሻ ൐ ݂ሺܦ, ݊ଵሻ ൅	... ൅	݂ሺܦ, ݊௞ሻ. 

Теорема 2 устанавливает критерий умень-
шения вычислительной сложности решения за-
дач анализа многомерных данных с помощью 
методов декомпозиции OLAP-гиперкуба из 
класса полиномиально-логарифмической сте-
пени сложности. 

Доказательство Теоремы 2 дано в Приложении. 
Рассмотрим, наконец, случай, когда степень 

сложности декомпозиционного метода ܦ имеет 
логарифмическую степень сложности: 

݂ሺܦ, ݊ሻ ൌ log௔ ݊	, ܽ ൌ const ൐ 1. 
Для задач декомпозиции в данной ситуации 

имеет место следующее утверждение. 
Теорема 3. Для редукционных методов ана-

лиза OLAP-гиперкубов многомерных данных 
логарифмической степени сложности для лю-
бых ܽ ൐ 1, ݊ ൒ 2, ݊௜ ൐ 1	ሺ݅ ൌ 1,…	, ݇ሻ справедливо 
неравенство 

݂ሺܦ, ݊ሻ ൏ ݂ሺܦ, ݊ଵሻ ൅	…൅ 	݂ሺܦ, ݊௞ሻ. 
Теорема показывает, что в случае логариф-

мической степени сложности нередукционный 
метод анализа OLAP-гиперкуба данных имеет 
меньшую сложность по сравнению с редукци-

онным методом. Доказательство Теоремы 3  
дано в Приложении. 

Заключение 

В статье исследуются редукционные методы 
анализа больших OLAP-гиперкубов данных на 
подкубовые компоненты экспоненциальной, 
полиномиально-логарифмической, логарифми-
ческой степени сложности. Получены необхо-
димые и достаточные условия уменьшения 
(увеличения) вычислительной сложности мето-
дов решения задач анализа многомерных дан-
ных, содержащихся в гиперкубовых структурах 
по сравнению с традиционными нередукцион-
ными методами анализа информации в анали-
тических OLAP-системах. 

Изложенные в статье результаты по редукции 
OLAP-кубов используются в междисциплинар-
ном проекте РФФИ, выполняемом совместно  
медиками и специалистами в области управления 
и информационных технологий, исследующими 
принципы и методы виртуального моделирова-
ния искусственных биологических органов на  
основе моделей OLAP и Data Mining. 

Приложение 

Доказательство Теоремы 1  

1. Пусть для определенности  ݊௞ ൌ 	maxଵஸ௜ஸ௞ ݊௜. Положим  
௞ܨ ൌ ݂ሺ݊ଵሻ ൅	…	൅ 	݂ሺ݊௞ሻ.																																																												 (1) 

Разделим обе части равенства (1) на ܽ௡ೖ. Имеем: 
௞ܨ ∙ ܽି௡ೖ ൌ ܽ௡భି௡ೖ ൅	…൅	ܽ௡ೖషభି௡ೖ ൅ 	1 ൑ ݇.                                    (2) 

Покажем, что для любого ݇ ൐ 2 справедливо неравенство: 
2௞ିଵ ൐ ݇.																																																																											 (3) 

Для доказательства соотношения (3) воспользуемся методом математической индукции по 
݇ ൐ 2. При ݇ ൌ 3	находим 2ଶ ൌ 4	 ൐ 3.	Пусть неравенство (3) доказано для ݇ ൌ ݇଴. Докажем его 
для ݇ ൌ ݇଴ ൅ 1. Имеем 2ሺ௞బାଵሻିଵ ൌ 2௞బ ൌ 	2 ∙ 2௞బିଵ ൐ 2݇଴ ൐ ݇଴ ൅ 1	при ݇଴ ൒ 3, что и требовалось 
доказать. 

Учитывая (1)–(3), при любом ܽ ൐ 2	, ݇ ൐ 2		получаем следующую цепочку соотношений: 
ܽ௡ି௡ೖ ൐ 2௡ି௡ೖ ൐ 2௞ିଵ ൐ ݇ ൒ ௞ܨ	 ∙ ܽି௡ೖ	 .																																																				(4) 

Принимая во внимание (4), находим: 
ܽ௡ି௡ೖ ൐ ௞ܨ	 ∙ ܽି௡ೖ	 .                                                                   (5) 

Умножая неравенство (5) на ܽ௡ೖ  окончательно будем иметь ܽ௡ ൐ ௞ܨ ൌ ܽ௡భ ൅	…൅	ܽ௡ೖ	.	   
Утверждение 1 Теоремы 1 доказано. 
2. Пусть среди чисел ݊ଵ, …	, ݊௞ найдутся ݊ଵ

ᇱ  чисел, равных единице и ݊ଶ
ᇱ  кубовых структур  

решетки ܮ, состоящих из двух и более кубов. Для чисел ݊ଵ
ᇱ , ݊ଶ

ᇱ  справедливо равенство: 
݊ ൌ ݊ଵ

ᇱ ൅ 	݊ଶ
ᇱ .                                                                        (6) 

Используя (6), находим:  

݂ ∙ ௞ܨ
ିଵ ൑ 	

ܽ௡

ܽ݊ଵ
ᇱ ൅ ܽଶ	݊ଶ

ᇱ 	൑
ܽ௡ିଵ

݊ଵ
ᇱ ൅ 	݊ଶ

ᇱ .																																																								 ሺ7ሻ 
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Учитывая (6), (7), окончательно получаем соотношения: 

݂ ∙ ௞ܨ
ିଵ ൑ 	

ܽ௡ିଵ

݊ଵ
ᇱ ൅ ܽ	݊ଶ

ᇱ 	൑
ܽ௡ିଵ

݊ଵ
ᇱ ൅ 	݊ଶ

ᇱ ൌ ܽ௡ିଵ ∙ ݊ିଵ, 

что и требовалось доказать. 
Доказательство Теоремы 2  

Для любого ݅ ൌ 1,…	, ݇	справедливы неравенства: 
݊௜
ௗ/݊ௗ ൏ 1,	                                                                   (8) 

	ሺlog௔ ݊௜ሻ௖/	ሺlog௔ ݊ሻ௖ ൏ 1.                                                        (9) 
Положим  

ܵ௞ሺܦ, ݊ሻ ൌ
݂ሺܦ, ݊ଵሻ൅. . . ൅	݂ሺܦ, ݊௞ሻ

݂ሺܦ, ݊ሻ
	. 

Так как ݊ଵ൅. . . ൅݊௞ ൌ ݊, то учитывая неравенства (8), (9), получаем, что  
ܵ௞ሺܦ, ݊ሻ ൏ 1.                                                                (10) 

Из (10) окончательно будем иметь ݂ሺܦ, ݊ሻ ൐ ݂ሺܦ, ݊ଵሻ൅. . . ൅	݂ሺܦ, ݊௞ሻ,	что и требовалось доказать. 
Доказательство теоремы 3 

Положим  
݊ᇱ ൌ 	maxଵஸ௜ஸ௞ ݊௜.                                                                 (11) 

Принимая во внимание (11), находим: 
݊	 ൑ ݊ᇱ ∙ ݇.	                                                                   (12) 

Имеем ݂ሺܦ, ݊ଵሻ൅. . . ൅	݂ሺܦ, ݊௞ሻ ൌ log௔ ݊௜ ൅. . . ൅ log௔ ݊௞ ൌ log௔ ݊ଵ ∙ … ∙ ݊௞. Так как	݊௜ ൐ 1  при 
всех ݅ ൌ 1,… , ݇, то из (12) получаем, что 

݊ଵ ∙ … ∙ ݊௞ ൒ 2௞ିଵ ∙ ݊ᇱ.                                                        (13) 
При доказательстве Теоремы 1 было получено неравенство 2௞ିଵ ൐ ݇, где ݇ – натуральное чис-

ло, ݇ ൒ 3. Используя соотношение (13) находим, что	݂ሺܦ, ݊ሻ ൏ ݂ሺܦ, ݊ଵሻ൅. . . ൅	݂ሺܦ, ݊௞ሻ. 
Теорема 3 полностью доказана. 
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Abstract. The paper investigates mathematical methods of decomposition (reduction) of large hyper-
cubes of multidimensional data of analytical OLAP-systems into subcube components. The criterion 
for reducing the computational complexity of solving these problems by decompositional methods of 
exponential and polynomial-logarithmic degrees of complexity compared with traditional methods for 
analyzing large amounts of information accumulated in hypercubes of multidimensional OLAP data is 
proved. For reduction methods for analyzing OLAP cubes of a logarithmic degree of complexity, a 
criterion is established for increasing computational complexity in comparison with non-reduction 
methods. An exact upper bound for the change in the complexity of decomposition data analysis 
methods for varying the main parameters of the hypercube is obtained. 
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