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Аннотация. В статье представлена система F-Calc (Fuzzy Calculator), позволяющая вычислять функции от нечет-
ких чисел с использованием приближенных вычислений, стандартной нечеткой арифметики с заданным количе-
ством альфа-срезов, а также вычислений с использованием редуцированного и общего методов трансформации. 
Созданная система работает как с треугольными и трапециевидными нечеткими числами, так и с нечеткими чис-
лами более сложной формы, функция принадлежности которых является  кусочно-линейной полунепрерывной 
сверху функцией. Приведен обзор аналогов разработанной системы. Представлены структура системы F-Calc, 
входные и выходные формы. Даны примеры вычисления функций от нечетких аргументов с использованием реа-
лизованных методов, иллюстрирующие особенности самих методов и возможности системы F-Calc в целом. 
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Введение 

Понятие нечеткого множества было сфор-
мулировано Л. Заде в 1965 году [1]. С тех пор 
нечеткие множества используются в различных 
областях человеческой деятельности. Одним из 
примеров развития теории нечётких множеств 
стала разработка теории нечетких чисел и опе-
раций над ними. Операции пресечения, объ-
единения и дополнения, определенные для 
классических (четких) множеств, расширены и 
на нечеткие множества [1, 2]. Подобно этому, 
функции от действительных чисел расширены 
до понятия функций от нечетких аргументов, 
начиная от таких простых арифметических 
операций, как сложение, вычитание, умноже-
ние и деление [3], заканчивая функциями более 
общего вида, используемых, например, в меха-

нике и физике [4] и нечетком многокритери-
альном анализе решений [5]. 

Для вычисления функций от нечетких аргу-
ментов используются различные методы, имею-
щие свои преимущества, недостатки и область 
применения. Наиболее распространённым явля-
ется подход, основанный на альфа-срезах. Дан-
ный метод имеет ряд недостатков, связанных с 
проблемой переоценки при вычислении выраже-
ний с зависимыми переменными. Для преодоле-
ния данной проблемы могут быть использованы 
различные подходы [4, 6]. В данной работе для 
решения проблемы переоценки и, соответствен-
но, оценки истинного (т.е., полученного на осно-
ве принципа расширения) или близкого к истин-
ному значению функции от нечетких чисел 
используются методы трансформации (редуци-
рованный и общий) [4]. В системе F-Calc реали-
зованы четыре метода вычисления функций от 
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нечетких аргументов на основе упрощенных вы-
числений, стандартной нечёткой арифметики, а 
также редуцированного и общего методов транс-
формации. 

Статья имеет следующую структуру. В пер-
вом разделе приведены определения основных 
понятий, используемых в работе. Во втором 
представлены способы вычисления функций от 
нечетких аргументов, в третьем приводится обзор 
существующих систем, позволяющих вычислять 
функции от нечетких аргументов. Четвертый раз-
дел содержит описание структуры и функцио-
нальности разработанной системы F-Calc, в пя-
том – примеры вычисления функций от нечетких 
чисел с помощью разработанной системы. 

1. Базовые понятия теории нечетких 
множеств и нечетких чисел 

Нечеткое множество А [1] на (универсаль-
ном) множестве X (например, множестве  
действительных чисел  ) определяется как  
A = {(x, x)): x  X}, где x) представляет 
собой степень принадлежности (degree of mem-
bership) элемента x нечеткому множеству A. 
Функция x), : X  [0, 1] называется функ-
цией принадлежности (membership function) 
[1, 2]. Во многих работах используется также 

обозначение A  для того, чтобы различать не-
четкое множество от четкого, однако, в насто-
ящее время такие обозначения, как правило, не 
используются. 

Носителем (support) нечеткого множества A, 
заданного на универсальном множестве X, 
называют четкое множество supp(A) = {x  X: 
x) > 0} [2–4]. Ядром нечеткого множества A 
называют четкое множество Ker(A) = {x  X: 
x) = 1}. A является нормальным нечетким 
множеством, если Ker(A)  . 

Одним из ключевых в теории нечетких 
множеств является понятие -среза: -срез (-
cut) нечеткого множества A,   (0, 1], пред-
ставляет собой четкое множество A = {x  X: 
x)  } [2–4]. 

Существует несколько подходов к опреде-
лению нечетких чисел, основанных на конкре-
тизации формы функции принадлежности (ку-
сочно-непрерывных или полунепрерывных 
сверху функций) [2–4, 7, 8], а также на исполь-
зовании свойств -срезов. Последний подход, 

являющийся наиболее общим, используется в 
данной работе. 

Определение 1. Нечеткое число (fuzzy num-
ber) Z представляет собой нормальное ограни-
ченное нечеткое множество в   у которого 
все -срезы Z, (0, 1] являются отрезками. 
Подчеркнем, что -срез, состоящий из одной 
точки, по определению считается отрезком. 

Из Определения 1 следует [9]: существуют 
действительные числа c1  c2, такие, что 

1. В случае c1  c2 нечеткое число Z может 
быть представлено следующим образом: 

Z  {(x, x)): x)  0, x  (c1, c2), x)  0,  
x  [c1, c2]}. (1) 

2. В случае c1  c2  c, Z является синглето-
ном (singleton) (используется также термин 
синглтон) и c)  1, Z(x)  0 для x c. 

Всюду ниже   представляет собой множе-
ство нечетких чисел согласно Определению 1. 

Замечание 1. Для указанных в (1) чисел c1 и 
c2 условие Z(c1)  Zc2)  0 не является необ-
ходимым, однако часто используется в прило-
жениях. Добавим также, что функция принад-
лежности синглтона представляет собой 
частный случай полунепрерывной сверху 
функции [8, 10]. 

Обозначим через [A, B] -срез  нечетко-
го числа Z, (0, 1], и положим [A0, B0] = [c1, 
c2], условно называемым -срезом  для =0 
(здесь c1, c2 – граничные значения согласно (1)). 
Тогда нечеткое число Z может быть представ-
лено множеством -срезов: 

Z  {[A, B]},   [0, 1].  (2) 

Нечеткое число Z  {[A, B]} называют по-
ложительным, если A > 0. 

2. Вычисление функций  
от нечетких аргументов 

Вычисление функций от нечётких аргумен-
тов базируется на принципе расширения Заде 
(extension principle, используется также термин 
принцип обобщения) [2-4, 7, 9]. Принцип рас-
ширения может быть представлен следующим 
образом. 

Пусть дана функция действительных пере-

менных: 1( , , ), , ,     n i iy f x x x U y  

iZ   – нечеткие числа, i = 1, …, n. Нечеткое 
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множество Z = f(Z1, …, Zn) для независимых пе-
ременных Z1, …, Zn определяется, согласно 
принципу расширения, следующей функцией 
принадлежности Z(z): 

1( , , ) 1, ,
( ) ( ( ))

i
n

Z Z i
z f x x i n

z x 
   

    (3) 

Оценка функций от нечетких аргументов име-
ет ряд особенностей и ограничений [4, 11, 12]. 
При этом практическое применение принципа 
расширения на основе выражения (3) является 
затруднительным и неэффективным даже в 
случае простых арифметических операций. 

Существует несколько подходов [12] к вы-
числению функций от нечетких аргументов: 

 нечеткая арифметика, основанная непосред-
ственно на реализации принципа расширения; 

 нечеткая арифметика на основе разбиения 
нечёткого числа на -срезы (стандартная не-
чёткая арифметика, СНА); 

 L-R нечеткая арифметика; 
 нечеткая арифметика на основе метода 

трансформации; 
 несвободная (constrained) нечеткая ариф-

метика; 
 нечеткая арифметика с упорядоченными 

(ordered) нечёткими числами. 
В данной работе рассматриваются стандарт-

ная нечёткая арифметика и метод трансформа-
ции (редуцированный и общий). 

Вычисление функции Z = f(Z1, …, Zn) на ос-
нове СНА происходит в 3 этапа [4]: 

1. Все исходные нечёткие числа Zi, i = 1, …, n, 
разбиваются на заданное (одинаковое) количе-

ство -срезов в точках k, [ , ]
k k

i iA B  , k = 1, …, M. 

2. На основе соответствующих алгоритмов с 
использованием k-срезов для каждого из не-
четких чисел Zi вычисляются k-срезы 
[ , ]

k k
A B   нечеткого числа Z(M). 

3. Полученные -срезы [ , ]
k k

A B   для за-

данных уровней k, k = 1, …, M, формируют 
нечеткое число Z(M), представляющего собой 
некоторое приближение нечеткого числа Z = 
f(Z1, …, Zn), с кусочно-линейной функцией 
принадлежности Z(M)(x). 

В общем случае, с ростом числа -срезов М 
и корректном применении алгоритмов оценки 
k-срезов [ , ]

k k
A B   нечеткого числа Z(M), 

функция принадлежности Z(M)(x) стремится к 

функции принадлежности Z(x) нечеткого чис-
ла Z = f(Z1, …, Zn), вычисляемого на основе вы-
бранного метода. 

Замечание 2. В приложениях, как правило, 
используются базовые нечеткие величины: тре-
угольные (TrFNs) и трапециевидные (TpFNs) 
нечеткие числа (FNs), а также синглетоны (дей-
ствительные числа). Сумма и разность двух 
треугольных/трапециевидных нечетких чисел, а 
также их линейные комбинации 

1 1   n nZ c Z c Z  (с действительными коэф-
фициентами ci, i = 1, …, n) являются треуголь-
ным/трапециевидным числом. В тоже время 
произведение, возведение в степень и другие 
нелинейные функции от треугольных/трапецие-
видных нечетких чисел выводят выходную ве-
личину за класс базовых нечётких чисел. Для 
реализации линейных функций в классе базо-
вых нечетких чисел используются стандартные 
процедуры для двух -срезов:  = 0 (см. выше 
комментарий по поводу  = 0) и  = 1 [2-4]. 
Этот же подход часто используется и для при-
ближенной оценки различных функций от не-
четких аргументов. 

В рамках СНА используемые в представле-
нии функции переменные считаются независи-
мыми. В связи с этим возникает так называемая 
проблема переоценки (overestimation) [4]. В ка-
честве примера, демонстрирующего проблему 
переоценки, рассмотрим следующие выраже-
ния (используемые ниже переменные рассмат-
риваются как положительные нечеткие числа): 

, ( )   O TZ wa wb Z w a b  (4) 

, 1


  O T

a b b
Z Z

a a
 (5) 

Анализ выражений (4) и (5) (здесь O и T обо-
значают, соответственно, переоценку/overestima-
tion и трансформацию исходного выражения) 
приводит к следующему выводу: будучи эквива-
лентными в классе действительных чисел, полу-
ченные на основе СНА величины ZO и ZT в (4)/(5) 
(когда, например, для ZO в (4) сначала вычисля-
ются A = wa, B = wb, а затем ZO = A – B) являются 
различными: supp(ZT)  supp(ZO) (Рис. 1). 

Последнее соотношение характеризует про-
блему переоценки, поскольку истинное значе-
ние величины ZO в (4)/(5), полученное на осно-
ве принципа расширения, совпадает с 
соответствующим нечетким числом ZT. 
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Для преодоления проблемы переоценки и 
вычисления истинного (близкого к истинному) 
результата функции от нечетких аргументов 
используется Метод Трансформации (МТ) [4] 
(несколько его вариантов), который в кратком 
виде может быть представлен следующим  
образом. 

Пусть f(x1,…, xn) – действительная функция, 

f: n  , рассматривается нечёткое расши-
рение данной функции Z = f(Z1,…, Zn). Целью 
метода трансформации является численная 
оценка нечеткого числа Z с использованием 

подходящего числа М -срезов iZ  для каждо-

го нечеткого числа {[ , ]}i i
iZ A B  . 

1. Если функция f(x1,…, xn) монотонна для 

каждого xi, i = 1,…, n, в сегменте  0 0[ , ]i i
iU A B , 

то есть (для дифференцируемых функций), 

i

f

x




 не меняет знак в Ui (для фиксированных 

значений всех других переменных в соответ-
ствующих сегментах), реализуется редуциро-
ванный метод трансформации (Reduced Trans-
formation Method, RTM): для каждого -среза 
определяются значения Y = f(X1,…, Xn) для всех 
комбинаций {X1,…, Xn}, где Xi одна из гранич-

ных точек : { , }i i i
iZ X A B   , с последующей 

оценкой минимального и максимального зна-
чений Y для формирования -среза Z = [A, B] 
нечеткого числа Z = f(Z1,…, Zn). 

2. Если функция f(x1,…, xn) немонотонна для 
каждого xi в сегменте Ui, используется общий ме-
тод трансформации (General Transformation Meth-
od, GTM): для каждого -среза, значения Y = f 
(X1,…, Xn) определяются для всех комбинаций 
{X1,…, Xn}, где Xi одна из Nточек в отрезке 

[ , ]i iA B  . Для этого отрезок [ , ]i iA B   разбивается 

на (N1) интервалов точками 1 2, , NC C
 

 , в 

соответствии со специальным алгоритмом, то 

есть 1 2{ , , , , }i i
i NX A C C B

    . Затем найден-

ные минимальные и максимальное значения Y 
используются для формирования -среза Z= 
[A B]. Стоит отметить, что RTM также может 
быть использован в этом случае (как приближе-
ние) и при соответствующем разбиении на -
срезы результат применения RTM может (прак-
тически) совпадать с результатом реализации 
GTM. Однако в обоих случаях реализован специ-
альный алгоритм организации циклов обработки 
-срезов для значений  от 1 до 0. 

3. В общем случае, функция f(x1,…, xn) может 
быть монотонна для некоторых переменных xi в 
сегменте Ui и немонотонной для других перемен-
ных в их сегментах i = 1,…, n. Для таких сцена-
риев, чтобы уменьшить количество/время вычис-
лений, вместо GTM, может быть использован 
расширенный метод трансформации (Extended 
Transformation Method, ETM): для «монотонных 
переменных» xi реализуется RTM, для остальных 
переменных – GTM. 

3. Существующие системы вычисления 
функций от нечетких аргументов 

Большинство аналогов системы F-Calc, пред-
назначенных для вычисления функций от нечет-
ких аргументов, позволяют выполнять базовые 
арифметические операции (сложение, вычитание, 
умножение и деление). Кроме того, вычисления, 
в основном, являются приближенными, либо ис-
пользуется стандартная нечеткая арифметика. 
Лишь в одной системе (Fuzzy Webtools Website), 
согласно проведенному анализу, говорится о 
возможности применения редуцированного ме-
тода трансформации. Ниже представлен краткий 
обзор существующих систем для вычисления 
функций от нечетких чисел. 

Fuzzy Webtools Website 
(https://ffem.mech.kuleuven.be/fuzzy/html/calculator.html).  
В рамках данного проекта разработан веб-сайт, 
позволяющий задавать нечеткие числа, вычис-
лять функции от введенных чисел (арифметиче-
ские, тригонометрические, возведение в степень, 
натуральный логарифм) и отображать результа-
ты. Вычисления производятся с помощью стан-
дартной нечеткой арифметики с 10 -срезами по 
умолчанию. В системе можно задавать треуголь-
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Рис. 1. Пример вычисления нечетких чисел ZO и ZT (5), 
a = (4.1, 5.7, 5.8), b = (0.1, 0.55, 1.7) 
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ные, трапециевидные, логарифмические и гаус-
совы функции принадлежности. Из недостатков 
стоит отметить отсутствие задания кусочно-
линейных нечетких чисел в качестве исходных. 
Кроме того, отсутствует возможность сохранения 
результатов в файл для последующего использо-
вания. Несмотря на наличие в описание системы 
информации об редуцированном методе транс-
формации незарегистрированный пользователь 
не может его выбрать. 

Calculator.LR.FNs 
(https://cran.r-project.org/package=Calculator.LR.FNs) – 
пакет для языка программирования R. Позволя-
ет работать с LR нечеткими числами. Доступны 
лишь арифметические операции, вычисления 
являются приближенными. Пакет позволяет 
отображать нечеткие числа, но не имеет встро-
енных средств для сохранения чисел в файл. 

Fuzzy Calculator от Нико дю Буа 
(http://www.nicodubois.com/FzCalc/Fcalc.htm) 
представляет собой нечеткий онлайн-
калькулятор. В системе можно задать значение 
функций принадлежности лишь двух треуголь-
ных нечетких чисел. Вычисления производятся 
приближённым методом, таким образом, резуль-
татом, например, умножения двух треугольных 
нечетких чисел будет также треугольное число. 
Реализованы арифметические операции, а также 
квадратный корень, возведение в степень, нату-
ральный логарифм, максимум, минимум и мо-
дуль числа. Возможность отображения и сохра-
нения нечетких чисел отсутствуют. 

Fuzzy Calculator – Useful Tool for Program-
ming (рабочее название zCalc) представляет со-
бой консольную утилиту для работы с упоря-
доченными нечеткими числами (ordered fuzzy 
numbers). В программе доступны лишь алгеб-
раические операции над трапециевидными чис-
лами, результаты можно сохранить в текстовый 
либо графический файл [13]. 

LU-fuzzy calculator. Данная система [14] 
предназначена для работы над LU нечеткими 
числами. LU нечеткое число u задается парой u 
= (u, u+) функций u, u+: [0, 1]   , опреде-
ляющих конечные точки -срезов и удовлетво-
ряющие ряду условий [8]. Вычисления произ-
водятся с помощью стандартной нечеткой 
арифметики и алгоритмов для реализации LU 
нечетких чисел в вычислениях. Доступны 
арифметические операции и некоторые функ-
ции (синус, косинус, возведение в степень и 
т.д.). В данном калькуляторе отсутствует воз-

можность задания нечеткого числа с кусочно-
линейной функцией принадлежности. Вместо 
методов трансформации используются специ-
альные алгоритмы для оценки выражений с за-
висимыми переменными. 

Fuzzy Arithmetic Calculator от Brixton 
Health (http://www.brixtonhealth.com/fuzzy.html) 
– веб-калькулятор, позволяющий выполнять 
арифметические операции над треугольными 
нечёткими числами с помощью приближенных 
вычислений. 

FuzzyforЕxсel – программное обеспечение, 
представляет собой надстройку над Microsoft 
Excel и позволяет проводить арифметические 
операции над нечеткими числами с кусочно-
линейной функцией принадлежности. Вычис-
ления производятся с помощью стандартной 
нечеткой арифметики [15]. 

FuzzySolutions – программный пакет, позво-
ляющий производить арифметические опера-
ции над LR-нечеткими числами с помощью 
стандартной нечеткой арифметики [16]. 

Fuzzy Calculator (надстройка над MATLAB) 
позволяет выполнять арифметические опера-
ции над треугольными нечеткими числами с 
помощью приближенных вычислений [17]. 

4. Система F-Calc 
Система F-Calc является настольным (desk-

top) приложением, разработанным на языке 
программирования Java (Java Runtime Environ-
ment (JRE) v.1.8) и может применяться для ре-
шения широкого круга задач с использованием 
нечетких чисел общего вида. В приложении ре-
ализованы следующие методы вычисления 
функций от нечетких аргументов: 

 применение стандартной нечеткой ариф-
метики (СНА); 

 приближенные вычисления на основе 
СНА с двумя срезами ( = 0 и  = 1); 

 использование редуцированного и обще-
го методов трансформации (RTM, GTM); 

 приближенные вычисления с использо-
ванием двух срезов ( = 0 и  = 1) на основе 
RTM. 

При работе с программой пользователь за-
дает нечеткие числа и вычисляемое выраже-
ние/формулу, выбирает метод вычисления, ука-
зывает количество -срезов и после этого 
система производит вычисление функции от 
заданных (входных) нечетких чисел. 
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Разработанная система состоит из несколь-
ких библиотек (модулей): для работы с нечет-
кими числами – fuzzy-lib (содержит классы, за-
дающие нечеткое число и позволяющие 
вычислять от него функции различными мето-
дами); отвечающая за визуальное представле-
ние и редактирование нечетких чисел (на осно-
ве XChart); содержащей ряд вспомогательных 
классов – utils-lib и предназначенной для взаи-
модействия двух указанных ранее библиотек с 
графическим интерфейсом пользователя (GUI) 
на основе Swing, а также хранение введенных 
данных, и их чтение/сохранение в файл. 

Данные сохраняются в формате XML-файла, 
с помощью Java Architecture for XML Binding 
(JAXB). На Рис. 2 представлена UML-диаграм-

ма компонентов разработанной системы F-Calc 
и ее взаимодействие с системой F-Ranking [18]. 

На Рис. 3 представлено главное окно систе-
мы, состоящее из главного меню и четырех  
панелей. Верхняя панель предназначена для 
выбора метода вычисления, задания вычисляе-
мого выражения и количества срезов. На ле-
вой и правой панелях представлены введенные 
числа и результаты вычислений соответствен-
но. Центральная панель содержит область для 
отображения вычисленного выражения, до-
ступные для работы операции/функции, кнопку 
переноса вычисленного числа во введенные 
числа (стрелка влево) и кнопку отображения 
результатов вычислений и введенных нечетких 
чисел (Graph). 

Рис. 3. Главное окно приложения

Рис. 2. UML-диаграмма компонентов разработанной системы F-Calc и ее взаимодействие с системой F-Ranking
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Помимо арифметических операций в про-
грамме доступны следующие функции: нату-
ральный и десятичный логарифм, экспонента, 
квадратный корень, возведение в степень, мо-
дуль, синус и косинус. 

В программе реализованы следующие типы 
нечетких чисел (по функции принадлежности): 
синглетон, треугольные, трапециевидные и ку-
сочно-линейные нечеткие числа, включая ку-
сочно-линейные непрерывные сверху нечеткие 
числа (внизу Рис. 4). 

По выбору в программе доступны русский и 
английский языки (переключение: File > 
Language). Настройка параметров программы 
(количество знаков после точки/зяпятой и т.д.) 
производится в меню File > Settings. 

Кроме того, имеется возможность сохранить 
введенные нечеткие числа для их повторного 
использования в F-Calc либо для последующей 
работы в системе ранжирования нечётких чи-
сел F-Ranking [18]. Для отображения введенных 
и вычисленных нечетких чисел используется 
свободная библиотека XChart (Рис. 5). С ее по-

мощью можно экспортировать отображаемые 
нечеткие числа в растровые графические  
форматы (PNG, JPG, BMP, GIF). Также в си-
стеме используется свободная библиотека 
VectorGraphics2D, позволяющая экспортиро-
вать в векторные форматы (EPS, SVG, PDF).

Рис. 4. Нечеткие числа, реализованные в системе F-Calc 

Рис. 5. Окно графического представления  
нечетких чисел 
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5. Примеры использования  
системы F-Calc 

Приведем примеры, иллюстрирующие работу 
системы F-Calc, и некоторые особенности вы-
числения функций от нечетких аргументов с ис-
пользованием методов, реализованных в системе. 

Пример 1. Рассмотрим множество S1 тре-
угольных нечетких чисел (Рис. 6): 

Z1 = (1, 3, 4), Z2 = (2, 3.2, 3.5).  (6) 

С помощью системы F-Calc вычислим значе-
ние функции F(Z1, Z2) с использованием стан-
дартной нечеткой арифметики и редуцированно-
го метода трансформации с десятью срезами 
(Рис. 7): 

F(Z1, Z2) = Z1 - Z1Z2 .  (7) 

В результате были получены нечеткие числа 
Fsfa и Frtm с помощью СНА и RTM (стандартной 
нечеткой арифметики и редуцированного мето-
да трансформации) соответственно. Можно ви-
деть, что результирующие числа отличаются. В 
данном случае при использовании СНА имеет 
место переоценка (overestimation), поскольку 
переменная Z1 встречается в выражении (7) два 
раза [4]. Стоит отметить, что если представить 
(7) в виде G(Z1, Z2) = Z1(1 - Z2) и использовать 
СНА, полученный результат Gsfa совпадет с 
определенным выше нечетким числом Frtm. 

Пример 2. Рассмотрим множество S2 тре-
угольных нечетких чисел (Рис. 8): 

Z1 = (0.1, 0.15, 1.1), Z2 = (0.1, 0.3, 0.8). (8) 
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Рис. 8. Нечеткие числа Z1, Z2 из множества S2 (8) 
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Рис. 6. Нечеткие числа Z1, Z2 из множества S1 (6) 
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Рис. 7. Результат вычисления функции F(Z1, Z2) с использованием СНА (Fsfa) и RTM (Frtm)
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С помощью системы F-Calc вычислим зна-
чение функции F(Z1, Z2) с использованием RTM 
и GTM с десятью -срезами, а также для срав-
нения с помощью СНА (Рис. 9): 

3 3
1 2 1 2 1 2( , ) 8 6 5   F Z Z Z Z Z Z  (9) 

В результате были получены кусочно-
линейные нечеткие числа Frtm и Fgtm с помощью 
редуцированного и общего методов трансфор-
мации соответственно. Так как функция  
F(Z1, Z2) (9) немонотонна в сегментах supp(Z1), 
supp(Z2) и имеет локальный минимум в точке 
(1, 0.5), результат, вычисленный общим мето-
дом трансформации, является более близким к 
истинному (полученному на основе принципа 
расширения) значению функции (9). Для срав-
нения функция была вычислена с помощью 
стандартной нечеткой арифметики (Fsfa), в дан-
ном случае, как и в Примере 1, имеет место яв-
ление переоценки. 

Пример 3. Рассмотрим множество нечетких 
чисел S3 (Z1, Z2 – трапециевидные, Z3 – тре-
угольное) (Рис. 10): 

Z1 = (0, 2.9, 3.1, 4.2), Z2 = (0, 0.1, 4.5, 4.6), 
Z3 = (0, 4.7, 4.8). 

(10)

С помощью системы F-Calc, с использова-
нием приближенных вычислений были вычис-
лены суммы чисел из множества S3 (10) в ре-
зультате было получено множество S4 
трапециевидных нечетких чисел (Рис. 11): 

Z1 + Z3 = (0, 7.6, 7.8, 9),  
Z2 + Z3 = (0, 4.8, 9.2, 9.4). 

(11)

Затем с помощью системы F-Ranking [18], 
позволяющей ранжировать нечеткие числа и 
имеющей с системой F-Calc общий формат 
файлов, было произведено ранжирование  
нечетких чисел из множеств S3 (10) и S4 (11) по 
методу центра тяжести (Centroid Index (CI)) 
[19]. В результате были получены следующие 
значения: CI(Z1) = 2.414 > CI(Z2) = 2.3,  
CI(Z2 + Z3) = 5.711 > CI(Z1 + Z3) = 5.59. Из этого 
следует, что для метода ранжирования CI: 
A B A C B C   [20, 21]. 
Пример 4. Рассмотрим множество тре-

угольных нечетких чисел S5 (Рис. 12): 

Z1 = (0.01, 0.1, 4.8), Z2 = (2.2, 2.3, 2.4),  
Z3 = (0.001, 0.01, 0.98). 

(12)

С помощью системы F-Calc и стандартной  
нечеткой арифметики c десятью -срезами  
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Рис. 9. Результат вычисления функции F(Z1, Z2) с использованием RTM  (Frtm ), GTM (Fgtm)  
и СНА (Fsfa) (правая граница Frtm совпадает с правой границей числа Fgtm) 
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Рис. 10. Нечеткие числа Z1, Z2, Z3 из множества S3 (10)
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вычислим произведения нечетких чисел из мно-
жества S5 (12). В результате получим множество 
S6 кусочно-линейных нечетких чисел (Рис. 13): 

Z1  Z3, Z2  Z3. (13) 
Как и в предыдущем примере, с помощью 

системы F-Rankng нечеткие числа из множеств 
S5 (12) и S6 (13) были проранжированы по Cen-
troid Index (CI). В результате были получены 
следующие результаты: CI(Z2) = 2.3 > CI(Z1) = 
1.637, CI(Z1  Z3) = 1.413 > CI(Z2  Z3) = 0.787. 
Из этого следует, что для метода ранжирования 
CI и положительных нечетких чисел А, В и С: 
A B A C B C   . 

Возможность совместного использования 
систем F-Calc и F-Ranking [18] позволяет ре-
шать широкий круг задач в области нечеткого 
моделирования и нечеткого анализа решений. В 
частности, нарушение аксиомы ранжирования, 
приведенное в Примере 4 для метода ранжиро-
вания CI, может быть продемонстрировано и 
для других востребованных методов ранжиро-
вания нечетких чисел, таких как метод Юаня 
(Метод попарного сравнения Юаня (Yuan’s 
Pairwise Comparison Ranking Method)) и метода 
Ягера-2 (Метод интеграла средних значений -
срезов (Defuzzification Based Ranking Method 
Yager-2)) [20, 22]. 
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Рис. 11. Нечеткие числа Z1 + Z3, Z2 + Z3 из множества S4 (11) 
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Рис. 12. Нечеткие числа Z1, Z2, Z3 из множества S5 (12)
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Рис. 13. Нечеткие числа Z1  Z3, Z2  Z3 из множества S6 (13) 
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Заключение 

В статье представлено описание оригиналь-
ной системы F-Calc для вычисления функций 
от нечетких чисел. Для полноты описания ис-
пользуемых в рамках системы методов и алго-
ритмов приведены основные определения, свя-
занные с нечеткими числами, а также методы 
реализации функций от нечетких аргументов, 
включая принцип расширения Заде, методы 
стандартной нечеткой арифметики и методы 
трансформации. Описана структура и основные 
модули системы F-Calc, а также ее связь с ори-
гинальной системой ранжирования нечетких 
чисел F-Ranking. 

Возможности системы F-Calc представлены в 
широком спектре, начиная от простых арифмети-
ческих операций заканчивая более сложными, 
например, вычислением немонотонных функций 
от нескольких аргументов (Примеры 1–2). Кроме 
того, наличие кусочно-линейных функций при-
надлежности и возможности выбора числа -
срезов позволяет выполнять вычисление с раз-
личными нечеткими числами с необходимым 
уровнем точности. В системе доступны на выбор 
нескольких методов вычисления функций от не-
четких аргументов, что позволяет сравнивать по-
лученные результаты и подбирать наиболее под-
ходящий метод в зависимости от специфики 
решаемой задачи (вычисляемой функции и ис-
ходных нечетких чисел). Наличие в системе ме-
тодов трансформации, как редуцированного, так 
и общего, выгодно отличает ее от других подоб-
ных систем. Таким образом, система F-Calc мо-
жет найти применение в рамках университетских 
курсов (включающих теорию нечетких множеств, 
нечеткого анализа решений и искусственного ин-
теллекта), а также при решении широкого круга 
прикладных и теоретических задачах в условиях 
неопределенности. Разработанные библиотеки 
оценки функций от нечетких аргументов исполь-
зуются также в рамках моделей нечеткого много-
критериального анализа решений, входящих в 
нечеткое расширение системы многокритериаль-
ного анализа решений DecernsMCDA [23]. 

Стоит отметить, что возможность взаимо-
действия с помощью файлов с системой F-
Ranking (Примеры 3–4) еще больше расширяет 
свойства обеих систем. Кроме того, системы 
спроектированы с возможностью расширения 
функционала. И, наконец, система F-Calc явля-
ется компактной и не требует установки. 
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