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Аннотация. Рассмотрены теоретические и прикладные аспекты оптимального оценивания параметров моделей 
стохастических нелинейных дискретных систем на основе метода статистической линеаризации. Приведены 
оригинальные результаты для случая вхождения неизвестных параметров в уравнения состояния и наблюде-
ния, начальные условия и ковариационные матрицы помех динамики и ошибок измерений. Рассмотрен пример 
оптимального оценивания параметров одной модельной структуры. 
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Введение 

Проблема идентификации относится к одной 
из основных проблем теории и практики автома-
тического управления и является обязательным 
элементом решения крупномасштабных при-
кладных задач. Качественное решение данной 
проблемы способствует эффективному использо-
ванию современных математических методов и 
сложных наукоемких технологий при проектиро-
вании различных систем управления подвижны-
ми (в том числе, авиационно-космическими) и 
технологическими объектами, построении про-
гнозирующих моделей (например, в экономике и 
бизнес-процессах), конструировании следящих и 
измерительных систем.  

По способу проведения эксперимента, суще-
ствующие методы идентификации можно  
разделить на пассивные и активные. При пас-
сивной идентификации для построения матема-
тической модели используются реально дейст-
вующие в системе сигналы и тем самым 

нормальный режим эксплуатации не нарушает-
ся. Методы пассивной идентификации доста-
точно полно описаны, например, в [1-4]. Ак-
тивная идентификация, напротив, предполагает 
нарушение технологического режима и подачу 
на вход изучаемой системы специальным обра-
зом синтезированного сигнала. Его находят в 
результате решения экстремальной задачи для 
некоторого предварительно выбранного функ-
ционала от информационной (или дисперсион-
ной) матрицы вектора оцениваемых парамет-
ров. Таким образом, трудности, связанные с 
необходимостью нарушения технологического 
режима, должны окупаться повышением эф-
фективности и корректности проводимых ис-
следований, что обусловлено самой идеологией 
активной идентификации, базирующейся на со-
четании приемов параметрического оценивания 
с теорией планирования эксперимента, изло-
женной в [5-8]. 

Более определенно, процедура оптималь-
ного оценивания параметров моделей дина-

1 Работа выполнена при поддержке Федерального агентства по образованию в рамках ФЦП «Научные и научно-
педагогические кадры инновационной России» на 2009–2013 гг. (гос. контракт №14.740.11.0587 от 05.10.2010 г.) 
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мических систем (процедура активной пара-
метрической идентификации) предполагает вы-
полнение следующих этапов:  

1. вычисление оценок параметров по из-
мерительным данным, соответствующим неко-
торому пробному сигналу; 

2. синтез на основе полученных оценок 
оптимального по некоторому выбранному кри-
терию сигнала (планирование эксперимента); 

3. пересчет оценок неизвестных парамет-
ров по измерительным данным, соответствую-
щим  синтезированному сигналу. 

Разработка информационных технологий 
идентификации сложных динамических систем 
стохастической природы является одним из 
перспективных активно развивающихся науч-
ных направлений. При этом особое внимание 
исследователей сосредоточено на разработке 
методов, наиболее полно учитывающих специ-
фику реальных объектов исследования [9-12].  

Целесообразность применения концепции 
активной параметрической идентификации  
при построении математических моделей сто-
хастических динамических систем показана в 
[13-16]. Тем не менее, данная область исследо-
ваний остается еще недостаточно изученной, а 
возможности применения в ней методов опти-
мального планирования экспериментов выяв-
лены далеко не полностью. В настоящей статье 
приведены результаты дальнейших исследова-
ний автора в рамках указанной проблемы при-
менительно к стохастическим нелинейным дис-
кретным системам.  

1. Постановка задача 

Рассмотрим следующую модель управляе-
мой, наблюдаемой, идентифицируемой дина-
мической системы в пространстве состояний: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , ,x k f x k u k k k w kΓ⎡ ⎤
⎣ ⎦+ = + , (1) 

( ) ( ) ( )1 1 , 1 1y k h x k k v k+ = + + + +⎡ ⎤⎣ ⎦ , 
0,1,..., 1k N= − , 

(2)

где x(k) – n - вектор состояния; u(k) – детерми-
нированный r - вектор управления (входа);  
w(k) –  p - вектор возмущения; y(k+1) – m - век-
тор измерения (выхода); v(k+1) – m - вектор 
ошибки измерения. 

Предположим, что 

• случайные векторы w(k) и v(k+1) образуют 
стационарные белые гауссовские последо-
вательности, для которых 

( ) 0w kΕ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , ( ) ( )T
kiw k w i QΕ δ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ , 

( )1 0v kΕ ⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ , ( ) ( )1 1T
kiv k v i RΕ δ⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦ , 

( ) ( )1 0Tk w iΕ ν⎡ ⎤+ =⎣ ⎦ , , 0,1, , 1k i N…= −  

(здесь и далее [ ]Ε ⋅  - оператор математического 
ожидания, kiδ  - символ Кронекера); 
• начальное состояние ( )0x  имеет нормаль-

ное распределение с параметрами 
( ) ( )0 0x xΕ ⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ,    

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )0 0 0 0 0
T

x x x xΕ Ρ⎡ ⎤ ⎡ ⎤− − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

и не коррелирует с ( )w k  и ( )1v k +  при любых 
значениях переменной k ; 
• неизвестные параметры сведены в вектор 

1 2( , , , )sΘ θ θ θ…= , включающий в себя эле-

менты вектор - функций ( ) ( ), ,f x k u k k⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

( )1 , 1h x k k⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ , матриц ( )kΓ , Q , R , 

( )0Ρ  и вектора ( )0x  в различных комби-
нациях. 
Необходимо для математической модели (1), 

(2) с учетом высказанных априорных предпо-
ложений на основе метода статистической  
линеаризации (МСЛ) разработать процедуру 
оптимального оценивания параметров, иссле-
довать ее эффективность и целесообразность 
применения. В такой постановке задача рас-
сматривается и решается впервые. 

2. Линеаризация модели 

МСЛ (например, [17, 18]) применим к неодно-
значным функциям и к существенным нелиней-
ностям, имеющим характеристики с угловыми 
точками и разрывами, и заключается в прибли-
женной замене нелинейной характеристики экви-
валентной в вероятностном смысле линеаризо-
ванной функциональной зависимостью. 

Считая значение вектора неизвестных пара-
метров Θ  фиксированным, выполним стати-
стическую линеаризацию системы (1), (2). В 
соответствии с [19] получим: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , ,f x k u k k f x k P k u k k⎡ ⎤ ⎡ ⎤≈ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 , , ,f x k P k u k k x k x k⎡ ⎤ ⎡ ⎤−⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ; (3) 

( ) ( ) ( )01 , 1 1 , 1 , 1h x k k h x k P k k⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + ≈ + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 1 , 1 1 1h x k P k k x k x k⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + + + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 
(4) 

где 
( ) ( ) ( )0 , , ,f x k P k u k k⎡ ⎤ =⎣ ⎦

( ) ( )( )
( ) ( )1 , ,

2 detn
f x k u k k

P kπ

+∞

−∞

⎡ ⎤ ×⎣ ⎦∫  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11exp
2

T
x k x k P k x k x k dx k−⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤× − − −⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

(5) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
1

, , ,
, , ,

f x k P k u k k
f x k P k u k k

x k
⎡ ⎤∂ ⎣ ⎦⎡ ⎤ =⎣ ⎦ ∂

; 

( ) ( )0 1 , 1 , 1h x k P k k⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦  

=
( ) ( )( )

( )1 1 , 1
2 det 1n

h x k k
P kπ

+∞

−∞

⎡ ⎤+ + ×⎣ ⎦
+

∫  

( ) ( ) ( )11exp 1 1 1
2

T
x k x k P k−⎧ ⎡ ⎤× − + − + +⎨ ⎣ ⎦⎩

 

( ) ( ) } ( )1 1 1x k x k dx k⎡ ⎤+ − + +⎣ ⎦ ; (6) 

( ) ( )1 1 , 1 , 1h x k P k k⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦  

( ) ( )
( )

0 1 , 1 , 1
1

h x k P k k
x k

⎡ ⎤∂ + + +⎣ ⎦=
∂ +

; 

( ) ( )x k E x k⎡ ⎤= =⎣ ⎦
( )

( ) ( ) ( )0

0 , если 0;
1 , 1 , 1 , 1 , если 1, 1;

x k
f x k P k u k k k N

⎧ =
⎨ ⎡ ⎤− − − − = −⎣ ⎦⎩

  

(7) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }T
P k E x k x k x k x k⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − − =⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1

1

0 , если 0;
1 , 1 , 1 , 1 1

1 , 1 , 1 , 1
, если 1,2,..., 1

T

T

P k
f x k P k u k k P k

f x k P k u k k
k Q k k NΓ Γ

⎧ =
⎪ ⎡ ⎤− − − − − ×⎪ ⎣ ⎦= ⎨ ⎡ ⎤× − − − − +⎣ ⎦⎪

+ = −⎪⎩
(8) 

Отметим, что вычисление интегралов в 
формулах (5), (6) можно существенно упро-
стить с помощью представленных в [18] выра-
жений для коэффициентов статистической  
линеаризации типовых одномерных нелиней-
ностей, встречающихся в системах автоматиче-
ского управления. 

Подставив соотношения (3), (4) в уравнения 
(1), (2) соответственно, с учетом обозначений 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0, , , , , ,a x k P k u k k f x k P k u k k⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ - 

( ) ( ) ( ) ( )1 , , ,f x k P k u k k x k⎡ ⎤− ⎣ ⎦ ;  (9) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1, , , , , ,x k P k u k k f x k P k u k kΦ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ;  
 (10) 

( ) ( )1 , 1 , 1A x k P k k h⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦

( ) ( )0 1 , 1 , 1h x k P k k⎡ ⎤= + + + −⎣ ⎦  

( ) ( ) ( )1 1 , 1 , 1 1h x k P k k x k⎡ ⎤− + + + +⎣ ⎦ ; (11) 

( ) ( )1 , 1 , 1x k P k kΗ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦  

= ( ) ( )1 1 , 1 , 1h x k P k k⎡ ⎤+ + +⎣ ⎦ , (12) 

приходим к следующей модели гауссовской 
линейной нестационарной системы: 

( ) ( ) ( ) ( )1 , , ,x k a x k P k u k k⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦  

+ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), , ,x k P k u k k x k k w kΦ Γ⎡ ⎤ +⎣ ⎦ , (13) 

( ) ( ) ( )1 1 , 1 , 1y k A x k P k k⎡ ⎤+ = + + + +⎣ ⎦  

( ) ( ) ( ) ( )1 , 1 , 1 1 1H x k P k k x k v k⎡ ⎤+ + + + + + +⎣ ⎦ ,
0,1,..., 1k N= − . (14) 

 
Зависимость [ ]a ⋅ , [ ]Φ ⋅  от ( ) ( ) ( ), ,x k P k u k  

и [ ]A ⋅ , [ ]Η ⋅  от ( )1x k + , ( )1P k +  в модели 
(13), (14) обуславливает необходимость учета  
в алгоритме вычисления ИМФ из [20] выраже-
ний (7), (8) и значительно усложняет вычисле-
ние производных ИМФ по компонентам вход-
ного сигнала. В целях упрощения обозначений 
условимся в дальнейшем опускать зависимость 
от ( )x ⋅ , ( )P ⋅ , ( )u ⋅  в выражениях для [ ]a ⋅ , 

[ ]Φ ⋅ , [ ]A ⋅  и [ ]Η ⋅ , неявно предполагая ее. На-
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пример, вместо ( ) ( ) ( ), , ,a x k P k u k k⎡ ⎤⎣ ⎦  будем 

писать ( )a k . 

3. Оценивание неизвестных  
параметров 

Оценивание неизвестных параметров мате-
матической модели осуществляется по  данным 
наблюдений Ξ  в соответствии с критерием 
идентификации ( )χ θ . Сбор числовых данных 
происходит в процессе проведения идентифи-
кационных экспериментов, которые выполня-
ются по некоторому плану νξ . 

Предположим, что экспериментатор может 
произвести ν  запусков системы, причем сигнал 

1U  он подает на вход системы 1k  раз, сигнал 

2U  - 2k  раза и т.д., наконец, сигнал qU  - qk  
раз. В этом случае дискретный (точный) нор-
мированный план эксперимента νξ  представля-
ет собой совокупность точек 1U , 2U ,…, qU , на-
зываемых спектром плана, и  соответствующих 
им долей повторных запусков: 

1 2

1 2

, , ,

, , ,

q

q

U U U

kk kνξ

ν ν ν

…⎧ ⎫
⎪ ⎪= ⎨ ⎬

…⎪ ⎪
⎩ ⎭

, i UU Ω∈ , 1,2,...,i q= . 

Здесь 

( ) ( ) ( ){ }0 , 1 , , 1
T T TT i i i

iU u u u N…⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

1,2,...,i q= ; Nr
U RΩ ⊂  задает ограничения на 

условия проведения эксперимента. 
Обозначим через ,i jY  j  - ю реализацию вы-

ходного сигнала ( 1,2, , ij k…= ), соответствую-
щую i  - му входному сигналу iU  ( 1,2, ,i q…= ). 
Тогда в результате проведения по плану νξ  
идентификационных экспериментов будет 
сформировано множество 

( ){ },, , 1,2,..., , 1,2,...,i i j iU Y j k i qΞ = = = , 

1

q

i
i

k ν
=

=∑ . 

Уточним структуру  ,i jY : 

( ) ( ) ( ){ }, , ,
, 1 , 2 ,...,

T T TT i j i j i j
i jY y y y N⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ , 

1,2, , ij k…= , 1,2, ,i q…= , 

и заметим, что в случае пассивной параметри-
ческой идентификации, как правило, 1q ν= = . 

Априорные предположения, высказанные в 
разделе 1, и выполненная в разделе 2 статисти-
ческая линеаризация моделей состояния и на-
блюдения позволяют воспользоваться для оце-
нивания параметров методом максимального 
правдоподобия. В соответствии с этим методом 
необходимо найти такие значения параметров 
Θ̂ , для которых  

[ ] ( )ˆ arg min ln ( ; ) arg min ;L
Θ ΘΘ Ω Θ Ω

Θ Θ Ξ χ Θ Ξ
∈ ∈

⎡ ⎤= − = ⎣ ⎦ , 

(15) 
где в соответствии с [4,21]: 

( ); ln 2
2

Nmνχ Θ Ξ π= +  

+ ( ) ( ) ( )
1 1, ,

1 1 0

1 1 1 1
2

ikq N Ti j i i j

i j k
k k kε Β ε

− −

= = =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∑∑∑  

( )
1

1 0

1 ln det 1
2

q N
i

i
i k

k kΒ
−

= =
+ +∑ ∑ , (16) 

причем  

( ) ( ) ( ), , ,ˆ1 1 1|i j i j i jk y k y k kε + = + − + , 

а ( ),ˆ 1|i jy k k+  и ( )1kΒ +  определяются по  
соответствующим рекуррентным уравнениям 
дискретного фильтра Калмана [22]: 

( ) ( ) ( ) ( ), ,ˆ ˆ1| |i j i i j ix k k k x k k a kΦ+ = + ; 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1| |
Ti i i i Tk k k k k k k Q kΡ Φ Ρ Φ Γ Γ⎡ ⎤+ = +⎣ ⎦ ; 

( ) ( ) ( ) ( ), ,ˆ ˆ1| 1 1| 1i j i i j iy k k k x k k A kΗ+ = + + + + ; 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1| 1
Ti i i ik k k k k RΒ Η Ρ Η⎡ ⎤+ = + + + +⎣ ⎦ ; 

( ) ( ) ( ) ( ) 1
1 1| 1 1

Ti i i iK k k k k kΡ Η Β
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ = + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ; 

( ) ( ) ( ) ( ), , ,ˆ ˆ1| 1 1| 1 1i j i j i i jx k k x k k k kΚ ε+ + = + + + + ; 

( ) ( ) ( ) ( )1| 1 1 1 1|i i i ik k k k k kΡ Ι Κ Η Ρ⎡ ⎤+ + = − + + +⎣ ⎦ , 

для 0,1,..., 1k N= −  1,2,...,i q= , 1,2,..., ij k=  с 
начальными условиями ( ) ( ),ˆ 0 | 0 0i jx x= , 

( ) ( )0 | 0 0Ρ Ρ= . 
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Для нахождения условного минимума 
( );χ Θ Ξ  воспользуемся методом проекции гра-

диента (например, [23,24]), учитывая, что  

( );

l

χ θ Ξ
θ

∂
=

∂
 

( ) ( ) ( )
,1 1 ,

1 1 0

1
1 1

i
Ti jkq N

i i j

i j k l

k
k k

ε
Β ε

θ

− −

= = =

⎡ ⎤∂ +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + −⎢ ⎥ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∑∑∑  

( ) ( ) ( )1 1,

1 1 0

11 1 1
2

i ikq N Ti j i

i j k l

k
k k  

Β
ε Β

θ

− −

= = =

∂ +
⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + + ×⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ∂∑∑∑

( ) ( )1 ,1 1i i j k kΒ ε
−

⎡ ⎤× + + +⎣ ⎦  

( ) ( )1 1

1 0

11 1
2

iq N
i

i
i k l

k
k Sp  k

Β
Β

θ

− −

= =

⎡ ⎤∂ +
⎡ ⎤+ +⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦

∑ ∑ ,  

1,2,...,l s= . 

4. Планирование оптимальных 
входных сигналов 

Свобода в выборе входных сигналов суще-
ственно различается в зависимости от прило-
жений. В экономических и экологических сис-
темах у экспериментатора нет возможности 
воздействовать на систему с целью проведения 
идентификационных экспериментов, в то время 
как в лабораторных условиях и на стадиях раз-
работки нового оборудования выбор входных 
величин имеет лишь амплитудные и мощност-
ные ограничения.  

Предварим рассмотрение алгоритмов синте-
за оптимальных входных сигналов изложением 
некоторых основополагающих понятий и ре-
зультатов теории планирования эксперимента 
для нашего случая. 

Под непрерывным нормированным планом 
ξ  условимся понимать совокупность величин 

1 2

1 2

, , ,

, , ,
q

q

U U U

p p p
ξ

…
…

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

, 0ip ≥ , 
1

1
q

i
i

p
=

=∑ , i UU Ω∈ , 

1,2,...,i q= . (17) 

В отличие от дискретного плана νξ , веса  

ip здесь могут принимать любые значения в 

диапазоне от 0 до 1, в том числе и иррацио-
нальные. Множество планирования UΩ  опре-
деляется ограничениями на условия проведения 
эксперимента. 

Для плана (17) нормированная информацион-
ная матрица ( )Μ ξ  определяется соотношением 

( ) ( )
1

q

i i
i

p UΜ ξ Μ
=

=∑ ,  (18) 

в котором информационные матрицы Фишера 
одноточечных планов 

2
1ln ( ; )

( )
N

TY

L Y
U

ΘΜ Ε
θ θ

⎡ ⎤∂
= − ⎢ ⎥∂ ∂⎣ ⎦

 

зависят от неизвестных параметров Θ , что по-
зволяет в дальнейшем говорить только о ло-
кально-оптимальном планировании. В [20] 
приводится алгоритм вычисления информаци-
онных матриц Фишера ( ; )UΜ Θ  для модели 
(13), (14). 

Качество оценивания параметров можно по-
высить за счет построения плана эксперимента, 
оптимизирующего некоторый выпуклый функ-
ционал X от информационной матрицы ( )Μ ξ  
путем решения экспериментальной задачи 

* arg min [ ( )]X M
ξξ Ω

ξ ξ
∈

= .  (19) 

Решая задачу планирования эксперимента, 
мы определенным образом воздействуем на 
нижнюю границу неравенства Рао-Крамера [4]: 
например, для D - оптимального плана мини-
мизируем объем, для А – оптимального – сум-
му квадратов длин осей эллипсоида рассеяния 
оценок параметров. 

При решении экстремальной задачи (19) 
возможны два подхода. Первый из них (пря-
мой) предполагает поиск минимума функцио-
нала X[M(ξ)] непосредственно с привлечением 
методов нелинейного программирования. Воз-
можные варианты прямой процедуры синтеза 
оптимальных входных сигналов представлены 
в [6, 14-16]. Другой подход (его называют 
двойственным) основан на теореме эквивалент-
ности [25], обобщенная  формулировка которой 
выглядит следующим образом. 

Утверждения: 
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1) план *ξ  минимизирует ( )X M ξ⎡ ⎤⎣ ⎦ ; 

2) план *ξ  минимизирует ( )max ,
UU

U
Ω
μ ξ

∈
;  

3) ( )*max ,
UU

U
Ω
μ ξ η

∈
=  

эквивалентны между собой. Информационные 
матрицы планов, удовлетворяющих условиям 
1-3, совпадают. Любая линейная комбинация 
планов, удовлетворяющих 1-3, также удовле-
творяет 1-3. Выражения для ( ) ,X M ξ μ⎡ ⎤⎣ ⎦  

( ), , ,Uμ ξ η  приведены в Табл.1. 
Приведем двойственную градиентную 

процедуру построения непрерывных  опти-
мальных планов [5,25]: 

Шаг 1. Зададим начальный невырожденный 
план 0ξ  и по формуле (18) вычислим нормиро-
ванную матрицу ( )0M ξ  плана. Положим 0l = . 

Шаг 2. Найдём локальный максимум  
( )arg max ,

U

l
lU

U U
Ω
μ ξ

∈
=  

методом проекции градиента. Если окажется, 
что ( ),l

lUμ ξ η δ− ≤ , закончим процесс. 

Если ( ),l
lUμ ξ η> , перейдём к шагу 3. В 

противном случае будем искать новый  локаль-
ный максимум. 

Шаг 3. Вычислим lτ  по формуле 

( )10 1
arg minl lX M τ

τ
τ ξ +≤ ≤

⎡ ⎤= ⎣ ⎦ , 

( ) ( )1 1 l
l l Uτξ τ ξ τξ+ = − + , 

где ( )lUξ  - одноточечный план, размещенный 

в точке lU . 

Шаг 4. Составим план 
( ) ( )1 1 l

l l l l Uξ τ ξ τ ξ+ = − + , 

произведём его «очистку» в 
соответствии с рекомендация-
ми из [5], положим 1l l= +  и 
перейдём на шаг 22. 

Приведённый алгоритм по-
строения оптимальных сигналов 
требует вычисления градиента 

( ) ( )
( )
,

, ,U
j

U
U

u t
μ ξ

μ ξ
∂

∇ =
∂

 

0,1,..., 1,t N= −  1,2,..., .j r=  
Для критерия D – оптимальности получаем: 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

1
1,

.
j j j

Sp M M UU M U
Sp M

u t u t u t
ξμ ξ

ξ
−

−
⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤∂ ∂⎣ ⎦= = ⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
 

В случае критерия А – оптимальности 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

( )

2
2,

.
j j j

Sp M M UU M U
Sp M

u t u t u t
ξμ ξ

ξ
−

−
⎡ ⎤∂ ⎡ ⎤∂ ∂⎣ ⎦= = ⎢ ⎥

∂ ∂ ∂⎢ ⎥⎣ ⎦
  

Основу рассмотренной процедуры синтеза 
входных сигналов составляют алгоритмы вы-
числения информационной матрицы одното-
чечного плана ( );M U Θ  из [20] и её производ-

ных ( )
( )
;

j

M U
u t

∂ Θ
∂

. 

Практическое применение в процедуре ак-
тивной параметрической идентификации по-
строенного непрерывного оптимального плана 

* * *
1 2*
* * *
1 2

, , ...,
,

, , ...,
q

q

U U U

p p p
ξ

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 *

1
1,

q

i
i

p
=

=∑ * 0,ip ≥  

* ,i UU ∈Ω  1,2,...,i q=  

затруднено тем обстоятельством, что веса *
ip  

представляют собой, вообще говоря, произ-
вольные вещественные числа, заключенные в 
интервале от нуля до единицы. Несложно заме-
тить, что в случае заданного числа ν возмож-

                                                           
2 Соответствие значений параметров [ ])(MX ξ , 

(U, )μ ξ , η  двойственной процедуры критериям А- 
и D- оптимальности такое же, как в Табл. 1. 

Табл. 1. Соответствие значений параметров теоремы эквивалентности 
критериям оптимальности 

Критерий  
оптимальности Параметры теоремы двойственности 

 ( )X M ξ⎡ ⎤⎣ ⎦  ( ),Uμ ξ  η  

D ( )ln det M ξ−  ( ) ( )1Sp M M Uξ−⎡ ⎤⎣ ⎦  s  

А ( )1Sp M ξ−⎡ ⎤⎣ ⎦  ( ) ( )2Sp M M Uξ−⎡ ⎤⎣ ⎦  ( )1Sp M ξ−⎡ ⎤⎣ ⎦  
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ных запусков системы величины * *
i ik pν=   

могут оказаться нецелыми числами. Проведе-
ние эксперимента требует округления величин 

*
ik  до целых чисел. Очевидно, что полученный 

в результате такого округления план будет от-
личаться от оптимального непрерывного плана, 
причем приближение тем лучше, чем больше 
число возможных запусков. Возможный алго-
ритм «округления» непрерывного плана до 
точного изложен в [8]. 

Разработанный в рамках системы MATLAB  
программный комплекс включает в себя моду-
ли, отвечающие за вычисление информацион-
ной матрицы и ее производных по компонентам 
входного сигнала, нахождение оценок неиз-
вестных параметров методом максимального 
правдоподобия, синтез А- и D- оптимальных 
входных сигналов с использованием прямой и 
двойственной градиентных процедур. 

5. Оптимальное оценивание  
параметров одной модельной 
структуры 

Рассмотрим следующую модель стохастиче-
ской нелинейной дискретной системы:  

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )1 0.05 , 0.05x k x k x k u k w kθϕ+ = + + , 
(20) 

( ) ( ) ( )1 1 1y k x k v k+ = + + + , 
 0,1,..., 1k N= − ,  (21) 

где 

( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )

25, если 0.75,

, 0, если 0.75 0.75,

25, если 0.75;

u k x k

x k u k u k x k

u k x k

ϕ
⎧− − <
⎪

= − ≤ − ≤⎨
⎪ − >⎩

 

θ  - неизвестный параметр системы, причем 
0.5 2θ≤ ≤ . 

Будем считать, что выполнены все  априор-
ные предположения, высказанные в разделе 1, 
причем  

( ) ( ) 0.4 ,ki kiw k w i Qδ δΕ ⎡ ⎤ = =⎣ ⎦  

( ) ( )1 1 0.4 ,ki kiv k v i Rδ δΕ ⎡ + + ⎤ = =⎣ ⎦  

( ) ( )0 0.5;0.05 .x ∈Ν  
Выполнив статистическую линеаризацию 

модели (20), (21), получим линеаризованную 

модель вида (13), (14), в которой в соответст-
вии с соотношениями (9)-(12) 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0.75 0.75
1.25

u k x k u k x k
a k

P k P k
θ Φ Φ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

( )
( )

( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

2 20.75 0.751.25
exp exp

2 22

u k x k u k x kx k
P k P kP k

θ
π

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫− + − − − +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥+ +⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

( )
( )

1.251
2

k
P k
θΦ

π
= − × 

× ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( )
( )

2 20.75 0.75
exp exp

2 2
u k x k u k x k
P k P k

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫− + − − − +⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥+⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎢ ⎥⎪ ⎪ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎩ ⎭ ⎩ ⎭⎣ ⎦

 

( ) 0.05kΓ θ= ; ( )1 0A k + = ; ( )1 1H k + = , 

где ( )
2

2

0

1
2

t

e dt
α

α
π

Φ
−

= ∫  - функция Крампа 

(Лапласа), ( )x k  и ( )P k  определяются по ре-
куррентным соотношениям 

( ) ( )1 1x k x k= − +  

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

0.75 1 1 0.75 1 1
1.25

1 1

u k x k u k x k

P k P k
θ Φ Φ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ − − − − − + −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟+ −

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥− −⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 11 1 1P k f k P k f k k Q kΓ Γ= − − − +

( )
( )

( ) ( )( )
( )

2

1
0.75 1 11.251 1 exp

2 12 1

u k x k
f k

P kP k
θ

π

⎡ ⎧ ⎫− + − − −⎪ ⎪⎢− = − +⎨ ⎬⎢ −− ⎪ ⎪⎢ ⎩ ⎭⎣

 

( ) ( )( )
( )

20.75 1 1
exp

2 1
u k x k

P k

⎤⎧ ⎫− − − + −⎪ ⎪⎥+ ⎨ ⎬⎥−⎪ ⎪⎥⎩ ⎭⎦

. 

Таким образом, необходимо оценить пара-
метр θ , входящий в ( )a k , ( )kΦ  и ( )kΓ .  

Выберем область планирования 
( ){ }25 30, 0,1,..., 1N

U U R u k k NΩ = ∈ ≤ ≤ = −  и 

критерий А – оптимальности.  
Для того, чтобы ослабить зависимость ре-

зультатов оценивания от выборочных данных, 
произведем пять независимых запусков систе-
мы и усредним полученные оценки неизвест-
ных параметров. Реализации выходных сигна-
лов получим компьютерным моделированием, 
считая, что истинное значение параметра * 1θ =  
и 31N = . 

О качестве идентификации в пространстве 
параметров и в пространстве откликов будем 
судить, соответственно, по значениям коэффи-
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циентов kθ  и Yk , вычисляющихся по следую-
щим формулам: 

*

* *
;cp

cp

kθ
θ θ

θ θ

−
=

−
 

( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 2

0
1* 2*

0

1 1| 1
,

1 1| 1

N

cp cp
cp cp k

Y N
cp cp

cp cp
k

y k y k kY Y
k

Y Y y k y k k

−

=
−

=

+ − + +−
= =

− + − + +

∑

∑
 

где θ* – истинное значение параметра; cpθ  – ус-
редненная оценка неизвестного значения  
параметра по исходному входному сигналу;  

*
cpθ  – усредненная оценка неизвестного значе-

ния параметра по синтезированному входному 
сигналу; ( ){ }1 , 0,1,..., 1cp cpY y k k N= + = − , 

( ){ }ˆ ˆ 1| 1 , 0,1,..., 1cp cpY y k k k N= + + = − , 

( ){ }* *ˆ ˆ 1| 1 , 0,1,..., 1cp cpY y k k k N= + + = −  –  усред-

ненные по всем запускам последовательности 

измерений для θ, равного θ*, cpθ , *
cpθ  соответ-

ственно, при некотором выбранном допусти-
мом входном сигнале UU Ω∈ ; ( )1| 1y k k+ +  
находится при помощи равенства  

( ) ( ) ( ) ( )1| 1 1 1 1| 1 .y k k A k k x k k+ + = + +Η + + +  

Результаты выполнения процедуры актив-
ной параметрической идентификации пред-
ставлены в Табл. 2 (оптимальный план полу-
чился одноточечным). 

Данные, приведенные в Табл. 2, показыва-
ют, что коэффициент 9.2kθ ≈ . В пространстве 
откликов при псевдослучайном входном сигна-
ле U , приведенном на Рис.1, 4.7Yk ≈ . При ре-
шении реальных задач истинные значения па-
раметров неизвестны и, таким образом, 
сравнение качества оценок в пространстве па-
раметров невозможно. Именно поэтому наибо-
лее показательным является сравнение качества 
оценивания в пространстве откликов.  

Результаты, представленные в данном раз-
деле, показывают эффективность и целесооб-

Табл. 2. Результаты выполнения процедуры активной идентификации 

Исходный и синтезированный входные сигналы 
Номер  
запуска  
системы 

Значения 
оценок  

параметра 

θ  

1 0.662 

2 0.954 

3 0.969 

4 0.963 

5 0.941 

    срθ  0.899 

1 0.989 

2 1.011 

3 1.036 

4 0.997 

5 1.020 

 *
срθ  1.011 
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разность применения разработанной процедуры 
оптимального оценивания параметров при по-
строении моделей стохастических нелинейных 
дискретных систем. 

Заключение 

Дано систематическое изложение наиболее 
существенных для практики вопросов теории и 
техники активной параметрической идентифика-
ции стохастических нелинейных дискретных сис-
тем. Впервые рассмотрена и решена задача опти-
мального оценивания на основе МСЛ для случая 
вхождения неизвестных параметров в уравнения 
состояния и наблюдения, начальные условия и 
ковариационные матрицы помех динамики и 
ошибок измерений. Расширен класс решаемых 
задач за счет возможности работать с моделями 
динамических систем, содержащих существен-
ные нелинейные элементы. Разработаны ориги-
нальные градиентные алгоритмы активной иден-
тификации, позволяющие решать задачи 
оптимального оценивания параметров математи-
ческих моделей методом максимального правдо-
подобия с привлечением прямой и двойственной 
процедур синтеза А - и D – оптимальных вход-
ных сигналов. На примере одной модельной 
структуры продемонстрирована эффективность и 
целесообразность применения разработанной 
процедуры оптимального оценивания параметров 
при построении моделей стохастических нели-
нейных дискретных систем.  
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