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Комплекс программ для решения  
обратной параметрической задачи 
уравнения Шредингера1 

Т.П. Пузынина, Во Чонг Тхак 

Аннотация. Представлен комплекс программ в системе компьютерной алгебры MAPLE для вычисления пара-
метров модельных потенциалов радиального уравнения Шредингера, минимизирующих функционалы, кото-
рые описывают отклонения экспериментальных данных от соответствующих теоретических величин, завися-
щих от уровней энергии и волновых функций параметризованного уравнения. 

Ключевые слова: уравнение Шредингера, модельный потенциал, уровень энергии, волновая функция, функ-
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Введение 

Проверка в рамках радиального уравнения 
Шредингера применимости выбранного мо-
дельного потенциала взаимодействия, завися-
щего от параметров, для описания наблюдае-
мых характеристик изучаемой квантовой 
системы может привести к задаче вычисления 
значений этих параметров, обеспечивающих 
минимальное отклонение теоретических значе-
ний характеристик от экспериментальных. Та-
ким образом, для исследуемой модели возника-
ет обратная задача, в которой по заданным 
значениям характеристик квантовой системы 
требуется восстановить в параметрическом се-
мействе конкретный потенциал, с помощью ко-
торого можно наилучшим образом воспроизве-
сти эти значения. 

Для рассматриваемой здесь задачи дискрет-
ного спектра теоретические значения экспери-
ментальных величин являются функционалами, 
зависящими от уровней энергии (собственных 
значений) и волновых функций (собственных 

функций) уравнения Шредингера. В этом слу-
чае обратная задача может быть сведена к ми-
нимизации квадратичного функционала откло-
нений между заданными и теоретическими 
значениями в области параметров модельного 
потенциала. При заданном наборе параметров 
вычисление минимизируемого функционала 
реализуется с использованием программы 
SLIPH4M [1]. Это обосновано тем, что для не-
которых модельных потенциалов уравнение 
Шредингера может быть решено только чис-
ленно. Примером может служить широко  
используемый в ядерной физике потенциал 
Вудса-Саксона, задача для которого будет рас-
смотрена ниже [2]. Поскольку в модельных  
потенциалах число параметров сравнительно 
невелико [3], применяется метод покоординат-
ного спуска, сводящий исходную задачу мини-
мизации к последовательности одномерных за-
дач минимизации [4]. Отметим, что при 
численной реализации решения обратной зада-
чи в рассматриваемой постановке, в отличие от 
общей задачи (например, [5]), не возникают 

1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, гранты № 09-01-00770а и 10-01-00467а 
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плохо обусловленные уравнения, поскольку 
восстановление потенциала выполняется в рам-
ках выбранного параметрического семейства. 

В работе даны описание комплекса программ 
решения поставленной обратной задачи и приме-
ры его применения к численному исследованию 
двух моделей из ядерной физики [1, 2]. 

1. Структура комплекса программ 
PIPES 

Комплекс программ предназначен для ми-
нимизации по параметрам 1 2( , ,..., )np p p p=  
функционала специального вида 

2
,

1

( ) [ ( ( ), ( ))]
m

p p p xj j
j

f E y
=

Φ = −Φ∑ . (1) 

Здесь jf - экспериментальные (или предлагае-
мые для исследования) значения некоторых ха-
рактеристик моделируемой квантовой системы; 
функционалы ,( ( ), ( ))p p xj E yΦ  соответствуют 
теоретическим значениям этих характеристик  

и зависят от вычисляемых решений радиально-
го уравнения Шредингера 

2

2 2

( ) ( 1)[2 ( , )] ( ) 0d y x L LME V p x y x
dx x

+
+ − − =  (2) 

на полуоси 0 x≤ < ∞  с граничными условиями 

(0) lim ( ) 0
x

y y x
→∞

= = ,  (3) 

где M - приведенная масса, 0,1, 2,...L = - ор-
битальный момент. В задаче (2)-(3) модельный 
потенциал ( , )V p x  зависит от параметров p , 
поэтому вычисляемые уровни энергии и соот-
ветствующие им волновые функции 

, ,( ) { ( )}, ( ) { ( )}, 0,1,2,...,p p p x p xv vE E y y v N= = = , 
 (4) 

где v  – вибрационное число (номер собственно-
го значения), также зависят от этих параметров. 

Структура комплекса программы PIPES по-
казана на Рис. 1. 
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Рис.1. 
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Идентификаторы программ: PIPES – para-
metric inverse problem for the equation of 
Schrödinger, CDMIN – coordinate descent minimi-
zation, ONDIMIN – one-dimension minimization, 
GSMIN- golden section minimization, PARMIN- 
method of parabola minimization, SLIPH4M – 
Sturm-Liouville problem with accuracy 4( )O h  in 
system Maple, FUNCT – functional. 

Процедура покоординатного спуска 
CDMIN реализует последовательный перебор 
параметров, от которых зависит минимизируе-
мый функционал (1), в области их изменения 

{ , 1, 2,..., }k k ka p b k nΩ = ≤ ≤ = .  (5) 

Границы ,k ka b оцениваются, исходя из рас-
сматриваемой модели. На каждом шаге с номе-
ром 1, 2,3,...,k n=  осуществляется одномерная 
минимизация функционала по выбранному па-
раметру kp  при фиксированных значениях ос-
тальных параметров. Вычисленное значение 
параметра ,minkp , реализующее одномерный 
минимум функционала, включается в число 
фиксированных значений и далее осуществля-
ется следующий шаг 1k  минимизации функ-
ционала по следующему параметру 1kp +  при 
фиксированных значениях остальных. При 
k n=  завершается цикл спусков [4]. Эти циклы 
повторяются до выполнения условия 

1( ) ( )i ip p εΦ−Φ −Φ ≤ и 1i ip p ε−− ≤ ,  (6) 

где i  – номер повторения цикла спусков, εΦ   
и ε (ε εΦ ≤ ) – заданные достаточно малые по-
ложительные числа. Выполнение этого условия 
позволяет судить о близости вычисленного ми-
нимума функционала ( )ipΦ  к точному значе-

нию и о точности вычисления параметров ip , 
реализующих этот минимум. 

Если вычисленное значение минимума 
функционала (1) близко к нулю, то можно ожи-
дать, что теоретическая модель, описываемая 
найденными параметрами p , потенциалом 

( , )V p x  задачи (2)-(3) и функционалами 

( 1,2,..., )j j mΦ = , соответствует заданным ха-

рактеристикам ( 1, 2,.., )jf j m=  исследуемой 
квантовой системы. В противном случае, как 
сама модель, так и задаваемые характеристики 
требуют дополнительного уточнения. 

Программа одномерной минимизации 
ONDIMIN состоит из двух отдельных проце-
дур, реализующих два алгоритма одномерной 
минимизации функционала (1) относительно 
заданного параметра kp  на отрезке [ , ]k ka b  при 
фиксированных значениях остальных парамет-
ров, то есть ( )kpΦ . 

Процедура GSMIN использует известный 
метод золотого сечения [4], который может быть 
применен к кусочно-непрерывным функциям. 
Поэтому процедуру рекомендуется использовать 
в тех случаях, когда гладкость функционала (1) 
не является очевидной, например, если потенци-
ал ( , )V p x  в уравнении (2) строится на основе 
предварительных расчетов. 

Процедура PARMIN реализует итерацион-
ную схему, являющуюся модификацией метода 
парабол [4] и предполагающую гладкость квад-
ратичного функционала (1). На каждой итера-
ции  с номером i  для отрезка ki k kia p b≤ ≤ , где 
значения ,ki kia b  известны (для 0i =  значения 

0k ka a= ,  0k kb b=  заданы), вычисляется сред-
няя точка ( ) / 2ki ki kic a b= + . Через точки с ко-
ординатами ( , ( )),ki kia aΦ  ( , ( )),ki kic cΦ  
( , ( ))ki kib bΦ  проводится парабола 

2
2 ( ) ki ki kip A p B p CΦ = + + , 

то есть находятся ее коэффициенты. Далее вы-
числяется значение параметра p , обеспечи-

вающее минимум 2 ( )pΦ , 
2

ki
ki

ki

Bp
A

= − , и 

функционала (1) ( )kipΦ . Затем определяется 
подинтервал [ , ]ki kia c  или [ , ]ki kic b , которому 
принадлежит kip , и найденный подинтервал 
переопределяется как 1 1[ , ]ki kia b+ + . Таким обра-
зом, обеспечен переход к следующей итерации. 
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Итерации повторяются до выполнения скаляр-
ного варианта условия (6). Это же условие ис-
пользуется в процедуре GSMIN.  

Программа SLIPH4M [1] по заданным зна-
чениям параметров p  вычисляет ту часть 
множества (4) собственных значений и соответ-
ствующих им собственных функций граничной 
задачи (2)-(3), которая необходима для нахож-
дения значения функционала (1). 

Процедура FUNCT составляется специаль-
но для изучаемой модели и реализует вычисле-
ние значения функционала (1).  

2. Численные примеры 

2.1. Коррекция потенциала  
для расчета спектра молекулы водорода 

В работе [1] рассмотрена задача вычисления 
спектра (уровней энергии и соответствующих 
волновых функций) молекулы водорода H2 с 
применением программы SLIPH4M. Эта задача 
является тестовой для программы, поскольку 
точность численных результатов определяется 
их сравнением с высокоточными данными 
спектроскопических измерений уровней энер-
гии H2. По этим же данным была восстановлена 
потенциальная кривая, представляющая таб-
лично заданную функцию на отрезке 
0, 4 10x≤ ≤  с неравномерным шагом. Для ис-
пользования программы SLIPH4M потенциаль-
ная кривая с помощью экстраполяции и интер-
поляции непрерывно продолжается на интервал 
0 10x< ≤ , и строится потенциал V(x), который 
проектируется на разностную сетку с равно-
мерным шагом, соответствующим требуемой 
точности расчетов. Было отмечено, что на точ-
ность решения рассматриваемой задачи оказы-
вают влияние ошибки, обусловленные алго-
ритмами непрерывного продолжения 
потенциала. 

Для уменьшения указанных ошибок рас-
смотрим коррекцию продолженного потенциа-
ла ( )V x  при сохранении всех параметров вы-
числительной схемы программы SLIPH4M[1]. 
Введем параметризацию продолженного по-
тенциала в виде 

( , ) ( )V p x pV x= ,  (7) 

где p – параметр, изменяющийся на отрезке 
0,8 1,2p≤ ≤ .  

Составим функционал  
13

2

0
( ) [ ( ) ( )( )]Table

v v v
v

p E eV E p eVω
=

Φ = −∑ . (8) 

Здесь ( )Table
vE eV  – экспериментальное значение 

уровня энергии 2H , измеренное в электрон-
вольтах; ( )( )vE p eV  – вычисленное значение 
уровня энергии при заданном значении парамет-
ра p  для потенциала ( , )V p x  (7), приведенное к 
началу отсчета экспериментальных данных и пе-
реведенное в электрон-вольты; vω – весовой ко-
эффициент, значение которого задается. 

Одномерная по параметру p  минимизация 
функционала (8) выполнена с помощью проце-
дур GSMIN и PARMIN. Результаты вычисле-
ний приведены в Табл. 1. Для сравнения в ней 
также представлены данные из работы [1]: экс-
периментальные значения уровней энергии мо-
лекулы 2H (колонка 1) и вычисленные значе-
ния с потенциалом ( )V x  (колонка 2). В 
колонках 3, 4 даны значения уровней энергии 
H2, вычисленные с помощью процедур GSMIN 
и PARMIN соответственно. В функционале (8) 
все веса 1vω = . В колонке 5 показаны полу-
ченные с помощью процедуры PARMIN значе-
ния уровней энергии H2 для функционала (8),  
в котором  1vω =  для 0,12v =  и 13 2,5ω = .  
В таблице также приведены вычисленные зна-
чения параметра p , величины 

max ( )Table
v vv

E E pΔ = −  и значения ( )pΦ . 

Анализ данных из Табл. 1 показывает, что 
коррекция потенциала (7) путем минимизации 
функционала (8) приводит к определенному 
улучшению точности вычисления уровней 
энергии, о чем свидетельствует уменьшение 
величины Δ . Более заметного уменьшения 
ошибки при продолжении потенциала можно 
достичь подходящим выбором весовых коэф-
фициентов vω  за счет более детального учета 
ошибок вычисления каждого уровня энергии. 
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Отметим также, что в Табл. 1 приведены ре-
зультаты вычисления колебательного уровня 
энергии H2 при 14v = , экспериментальное зна-
чение которого отсутствует. Это означает, что 
вычислительный спектр шире, чем эксперимен-
тальный, и рассмотренные вычислительные 
процедуры могут быть успешно применены  
в аналогичных задачах. Для иллюстрации  
в колонке 6 таблицы приведены вычисленные 
значения матричных элементов дипольного 
момента 

0 20
( ) ( )v v

dxJ y x y x
x

∞
= ∫ , 

важные для теоретического изучения процессов 
с участием молекулы 2H .  

В Табл. 2 представлены дополнительные 
вычислительные характеристики результатов из 
столбцов 3 и 4 Табл. 1. 

Процедуры GSMIN и PARMIN (при 1vω = ) 
дают практически одинаковые результаты. Од-
нако, при минимизации функционала (8) про-
цедура PARMIN требует почти в два раза 
меньше итераций по сравнению с процедурой 
GSMIN, что и демонстрирует Табл. 2. 

2.2. Уточнение среднеквадратичного  
радиуса ядра гелия!6 

В работе [2] для изучения модели высоко-
энергетического рассеяния ядер гелия 6−  
( 6He ) на ядрах углерода 12−  ( 12C ) использо-
валось представление ядра 6He  в виде кластера 
из двух фрагментов: ядра 4He  и динейтрона 
(2 )n ( h модельα − ). 

В рамках уравнения Шредингера (2) с гра-
ничными условиями (3) взаимодействие фраг-
ментов описывается потенциалом Вудса-
Саксона 

Табл. 1. 

 1 2 3 4 5 6 
v  ( )Table

vE eV  ( )vE eV [1] ( )( )vE p eV  
(GSMIN) 

( )( )vE p eV  
( PARMIN) 

( )( )vE p eVω

 
(PARMIN) 

( )vJ pω  

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 

0,0 
0,5159 
1,0025 
1,4606 
1,8906 
2,2925 
2,6662 
3,0112 
3,3266 
3,6109 
3,8622 
4,0774 
4,2530 
4,3831 

- 

0,0 
0,516185 
1,003174 
1,461588 
1,891739 
2,293774 
2,667535 
3,012535 
3,327849 
3,612100 
3,863244 
4,078432 
4,253699 
4,383513 
4,460185 

0,0 
0,516081 
1,002966 
1,461277 
1,891324 
2,293254 
2,666912 
3,011807 
3,327014 
3,611156 
3,862187 
4,077255 
4,252391 
4,382060 
4,458563 

0,0 
0,516080 
1,002965 
1,461276 
1,891324 
2,293254 
2,666912 
3,011807 
3,327014 
3,611156 
3,862187 
4,077254 
4,252391 
4,382060 
4,458563 

0,0 
0,516100 
1,003003 
1,461333 
1,891399 
2,293348 
2,667024 
3,011938 
3,327165 
3,611326 
3,862377 
4,077467 
4,252627 
4,382322 
4,458856 

0,496696 
0,111295 
0,039735 
0,017221 
0,008470 
0,004574 
0,002659 
0,001642 
0,001067 
0,000724 
0,000509 
0,000368 
0,000270 
0,000194 
0,000120 

p  - - 0,999619 0,999619 0,999688 

Δ  - 0,001335 0,001040 0,001040 0,000848 
( )pΦ  - 1,4E-5 4,4E-6 4,4E-6 5,6E-7 

 

Табл. 2 

Метод GSMIN PARMIN

eps 10-4 10-4 

epsΦ  10-10 10-10 

Номер итераций i  24 13 

1i ix x eps−− ≤ (6) 0,39E-5 0,34E-5 

1( ) ( )i ix x eps− ΦΦ −Φ ≤ (6) 4,28E-11 2,37E-12 
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1
0( ) (1 exp( ))x RU x U

a
−−

= + ,   (9) 

где 0 , ,U R a - параметры. В уравнении (2) для 
перехода в систему единиц задачи необходимо 
выполнить следующие подстановки: E λ= − , 
2M C= , ( ) ( )V x CU x= − . Здесь 

0,06380480686C =  – константа, которая вы-
ражается через приведенную массу двух фраг-
ментов. Безузловая волновая функция ( )y x  
( 0, 0v L= = ) преобразованного уравнения (2) 
представляет собой функцию связи фрагмен-
тов. Энергия разделения фрагментов Σ  связана 
с собственным значением λ , соответствующим 

( )y x , соотношением 2, 25λ = ⋅Σ , а средне-
квадратичный радиус ядра 6He  вычисляется по 
формуле  

2 2 1/2

0
( ( ) )rmsR y x x dx

∞
= ∫ .  (10) 

При значениях параметров потенциала (9) 
0 28,3U = , 1, 45R = , 0,3a =  в работе [2] вы-

числены значения 0,975Σ = ( 2,19375λ = ) и 
2,62rmsR = . Там же отмечено, что ранее дру-

гими авторами было получено значение 
2,586rmsR =  в рамках крупномасштабной обо-

лочечной модели (LSSM) ядра. 
В связи с этим можно рассмотреть следую-

щую задачу: используя изложенную методику 
минимизации функционала (1), уточнить зна-
чения rmsR , полученные для двух указанных 
моделей, в рамках h моделиα −  и сравнить эти 
значения. 

Для решения этой задачи составим функ-
ционал  

* 2 * 2( ) ( ( )) ( ( ))rms rmsp p R R pλ λΦ = − + − ,  (11) 

где 0( , , )p U R a=  – вектор параметров потен-

циала (9), * *, rmsRλ  – проверяемые на соответст-
вие  hα −модели значения физических вели-
чин, ( )pλ  – вычисляемое для заданного 

вектора параметров p  при помощи программы 
SLIPH4M [1] безузловое решение уравнения 

Шредингера { }( ), ( , )p y p xλ , а также соответ-

ствующее ему значение ( )rmsR p  (10). Для про-
граммы SLIPH4M задается интервал 0 20x≤ ≤  
и шаг разностной сетки h=0,02. Значение 

( )rmsR p  вычисляется с применением квадра-
турной формулы Симпсона на той же разност-
ной сетке. 

Область изменения параметров (5) задается 
следующим образом:  

0{27,5 28,5; 1,40 1,60; 0,20 0,40}U R aΩ = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ .
(12) 

При минимизации функционала (11) задаем 
два варианта проверяемых значений: 

a) * 2,19375λ =  и * 2,62rmsR = ; 

b) * 2,19375λ =  и * 2,586rmsR = . 

Значение *λ  считается правильным, по-
скольку хорошо воспроизводит эксперимен-
тальное значение энергии развала ядра 6He .  
В условиях (6) положим 45 10ε ε −

Φ= = ⋅ . 
Процесс минимизации функционала (11) 

демонстрируют таблицы. В Табл. 3 показана 
сходимость итераций ( i -номер) процедуры 
CDMIN вместе с процедурой PARMIN мини-
мизации функционала (11) для варианта (a).  
Результаты вычислений: 2,1937λ = , 

2,6202rmsR = . 
На Рис.2 изображены потенциал Вудса-

Саксона ( , )CU p x−  с вычисленными парамет-
рами и соответствующая ему безузловая волно-
вая функция ( )y x  уравнения Шредингера. 

Табл. 4 демонстрирует сходимость процесса 
минимизации функционала (11) для варианта 
(b). Результаты вычислений: 2,1937λ = , 

2,5860rmsR = . 
Отметим, что для каждого варианта исполь-

зование процедур CDMIN и GSMIN дает анало-
гичные результаты. 

Сравнивая результаты, представленные  
в Табл. 3 и 4, можно сделать следующий вывод. 
Значение 2,586rmsR = , вычисленное в рамках 
LSSM модели, является более точным, чем зна-
чение 2,62rmsR = , полученное для hα −модели. 
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Проверка этих значений (варианты (a) и (b)) 
путем минимизации функционала (11) показы-
вает, что в обоих случаях значения параметров 

0 , ,U R a  потенциала (9), минимизирующие 
функционал, принадлежат области Ω  (12).  
Однако, для варианта (b) достигнуто значение 
минимума функционала (11) на порядок мень-
шее, чем для варианта (a), причем на одну ите-
рацию меньше. 

Таким образом, поставленная задача решена. 
Расчеты выполнялись на PC (Intel(R) 

Pentium(R) M processor 1.8GHz) в системе 
Maple версий 13 и 14. Переменное окружение 
Digits управляет числом цифр, которые Maple 
использует при вычислениях с числами с пла-
вающей запятой. При Digits=10 (по умолчанию) 
алгоритм в пакете SLIPH4M не сходится, по-
этому при расчетах устанавливался Digits=20. 
Каждый вариант считается около 7 минут. 

Авторы благодарят д.ф.-м.н. Е.В. Земляную, 
обратившую наше внимание на работу [2],  
и профессора И.В. Пузынина (ОИЯИ, г.Дубна) 
за постоянный интерес, помощь и поддержку. 
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