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Аннотация. Рассматриваются задачи интеллектуального анализа данных, которые необходимо решать в тех-
нологии предсказательного моделирования. Для уменьшения сложности решения этих задач в технологии 
предсказательного моделирования используются решения задач снижения размерности, которые должны 
удовлетворять ряду дополнительных условий. В статье обсуждаются эти дополнительные требования и сфор-
мулированы соответствующие новые нетрадиционные постановки задач снижения размерности. 
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Введение. Технология  
предсказательного моделирования 

В последние годы компьютерное проекти-
рование стало необходимым (а зачастую и 
важнейшим) элементом в различных областях, 
таких как авиакосмическая промышленность, 
информационные, управляющие и телекомму-
никационные системы, биотехнология, нефте-
газовый сектор и многих других. В процессе 
проектирования всегда происходит сравнение 
различных технических решений, касающихся 
структуры, параметров и механизмов функ-
ционирования проектируемого объекта (назы-
ваемых далее параметрами проектирования 
или инструментальными переменными), исхо-
дя из их влияния на характеристики поведения 
объекта в тех или иных условиях функциони-
рования и при различных управляющих воз-
действиях. Например, в аэрокосмической 
промышленности характеристиками проекти-
руемого летательного аппарата могут быть аэ-
родинамические и прочностные параметры, а 
в информационных, управляющих и телеком-
муникационных системах в качестве таковых 

выступают вероятностно-временные характе-
ристики. 

Явные аналитические зависимости характе-
ристик от параметров проектирования, условий 
функционирования и управляющих воздейст-
вий невозможно получить для сколько-нибудь 
сложного реального объекта проектирования. 
Натурные испытания могут быть, как правило, 
проведены лишь на заключительных этапах 
проектирования, когда объект уже создан и 
может эксплуатироваться, а основные техниче-
ские решения уже приняты и их изменения уже 
невозможны или сопряжены с большими затра-
тами. Поэтому в процессе проектирования все 
чаще применяются методы компьютерного мо-
делирования, построенные на вычислительных 
экспериментах с математическими моделями 
проектируемого объекта и окружающей его 
среды. Компьютерное моделирование применя-
ется также для сокращения количества дорого-
стоящих (в материальном и временном смыс-
лах) натурных экспериментов. Для того чтобы 
подчеркнуть, что целью компьютерного моде-
лирования является предсказание (прогноз, 
оценка) характеристик проектируемого объек-
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та, в последнее время часто используется тер-
мин «предсказательное моделирование».  

Компьютерные системы предсказательного 
моделирования (называемые также системами 
поддержки принятия инженерных решений) 
вместе с компьютерными системами проекти-
рования давно используются для автоматиза-
ции труда инженера-проектировщика и повы-
шения качества принимаемых решений. Однако 
до начала XXI в. в предсказательном моделиро-
вании использовались математические модели,  
описывающие физические процессы и явления, 
происходящие при функционировании объекта, 
сложными дифференциальными уравнениями  
в частных производных с граничными усло-
виями. В сколько-нибудь содержательных си-
туациях для этих уравнений неизвестны ни 
теоремы о существовании и единственности 
решения, ни характер зависимости решения от 
параметров и граничных условий. Численные 
методы решения таких уравнений имеют зна-
чительную вычислительную трудоемкость, как 
самих расчетов, так и подготовки исходных 
данных и расчетных сеток. Это существенно 
сокращает возможности использования таких 
моделей в проектировании сложных объектов, 
особенно на стадии предварительного (концеп-
туального) проектирования, когда рассматрива-
ется большое количество разнообразных вари-
антов решений и особенно высока цена 
неправильно выбранного решения.  

Важной частью предсказательного модели-
рования является имитационное моделирова-
ние, используемое для исследования сложных 
информационно-телекоммуникационных сис-
тем (ИТКС). Для проектирования и исследова-
ния информационно-вычислительных сетей 
(ИВС), являющихся телекоммуникационными 
компонентами ИТКС, имитационное модели-
рование является мощным инструментом, по-
зволяющим предсказывать вероятностно-
временные и надежностные характеристики се-
тей, проектировать и исследовать процедуры 
управления сетью. Например, при имитацион-
ном моделировании ИВС, состоящей из узлов 
коммутации, связанных между собой трактами 
передачи данных, состоящими в общем случае 
из каналов разной физической природы [15], в 
каждом такте моделирования необходимо ими-

тировать передачу информации по каждому 
тракту и обработку информации в каждом узле 
коммутации. Эти процессы передачи и обра-
ботки информации в компонентах ИВС описы-
ваются сложными системами массового обслу-
живания, входные потоки на которые, в силу 
наличия в сети процедур управления потоками, 
зависят от загрузки всех трактов и узлов ком-
мутации. Для моделирования этих частных 
процессов создаются частные достаточно 
сложные и ресурсоемкие имитационные моде-
ли, одновременное использование которых для 
всех трактов и узлов делает время моделирова-
ния неприемлемо высоким по сравнению вре-
менем работы реальной системы. В смешанных 
системах моделирования сначала подробно мо-
делируют тракты и узлы ИВС, а по результатам 
моделирования оценивают функции распреде-
ления времен задержек информации, с помо-
щью которых имитируются задержки инфор-
мации в различных компонентах сети, однако 
так построенные функции распределения вре-
мен задержки не дают адекватного описания 
сложных процессов передачи и обработки ин-
формации. Кроме того, для каждого нового на-
бора входных данных (матрицы интенсивностей 
входных потоков, параметров трактов передачи 
данных и т.п.) надо проводить новые имитаци-
онные эксперименты, требующие достаточно 
много времени, для получения статистически 
достоверных оценок для требуемых характери-
стик. Поэтому имитационное моделирование 
также является «дорогостоящим» инструментом 
исследования, что также сокращает возможности 
использования имитационного моделирования в 
проектировании сложных ИТКС, особенно на 
стадии проектирования.  

Как ответ на возникшие сложности, в по-
следние годы стало активно развиваться новое, 
альтернативное направление математического 
моделирования - метамоделирование, в рамках 
которого математические предсказательные 
модели для сложных систем строятся по ре-
зультатам вычислительных экспериментов с 
моделями, основанными на первых принципах 
физики, или с имитационными моделями [1-8]. 
Построение таких моделей основано на идеях 
машинного обучения (machine learning) [9-11], 
где модели "обучаются" по множеству прото-
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типов входных и выходных данных – результа-
тах экспериментов. Построенные модели фак-
тически имитируют (заменяют) как источники 
получения данных, основанные на некоторой 
исходной модели, так и сами модели, создан-
ные на основе изучения физики процессов. По-
этому такие адаптивные модели иногда называ-
ют также метамоделями (модели над моделями) 
или суррогатными моделями (Surrogate Models). 
Как правило, метамодели имеют существенно 
более высокую вычислительную эффективность 
по сравнению с исходными моделями (иначе в 
них просто нет смысла). Например, метамодели 
для расчета аэродинамических характеристик, 
построенные по результатам экспериментов с 
исходной CFD-моделью, основанной на числен-
ном решении дифференциальных уравнений аэ-
родинамики, увеличили скорость вычислений 
более чем в сотни тысяч раз при относительной 
погрешности не более 1% [12-14]. 

Для построения метамоделей необходимо 
решать ряд взаимосвязанных задач интеллекту-
ального анализа данных, в которых выходные 
данные одной частной задачи являются вход-
ными данными для другой задачи, и целевые 
функции для частных задач нельзя определить 
независимо [16-23]. Формальные постановки 
решаемых задач имеют ряд особенностей, от-
личающих их от классических постановок.  

Например, на практике очень часто прихо-
дится иметь дело с объектами, описываемыми 
огромным числом параметров, для анализа ко-
торых многие процедуры обработки данных 
оказываются неэффективными или просто не-
работоспособными. При этом носители обраба-
тываемых многомерных данных обычно лежат 
на нелинейных многообразиях меньшей раз-
мерности (многообразиях данных), что не учи-
тывается в стандартных математических мето-
дах анализа данных [24-26]. В этом случае 
возникает естественный вопрос, а нельзя ли по-
пытаться каким-то образом сократить размер-
ность параметрического описания объектов без 
потери точности модели. 

В статье предложены формальные постанов-
ки ключевых задач интеллектуального анализа, 
возникающих в технологии предсказательного 
моделирования. Подробно обсуждены постанов-
ки нестандартных задач снижения размерности. 

1. Интеллектуальный анализ  
данных в предсказательном  
метамоделировании 

В самом общем виде базовая задача по-
строения метамодели формулируется следую-
щим образом. Пусть О = {O} есть множество 
объектов рассматриваемого класса. Для каждо-
го объекта O ∈ O имеется его цифровое описа-
ние X = X(O) размерности p, полностью опре-
деляющее этот объект. Обозначим  

X = X(O) = {X(O), O ∈ O} ⊂ Rp (1) 

подмножество p-мерного евклидова простран-
ства, состоящее из цифровых описаний объек-
тов рассматриваемого класса. 

Обозначим Z = Z(O) некоторую, в общем 
случае, векторную, характеристику объекта O, 
описывающую свойство (поведение) объекта в 
некоторых условиях. Характеристика Z может 
быть описана в виде функциональной зависи-
мости характеристики 

Z = F(X),  Х ∈ Х, (2) 

от цифрового описания X = X(O) объекта O. 
Для вычисления значений функции Z = F(X) 

могут использоваться различные методы, на-
пример, вычислительные или натурные экспе-
рименты. Пусть M – некоторый метод (модель) 
получения характеристики Z, тогда модель М 
может быть представлена в виде зависимости: 

Z = FM(X),  Х ∈ Х, (3)  

где FM(X) – значение характеристики Z для 
объекта с цифровым описанием X, полученное 
с помощью модели М и являющееся прибли-
женным значением F(X) характеристики Z (2). 
Предполагается, что модель M имеет приемле-
мую точность: 

FM(X) ≈ F(X)  для всех Х ∈ Х. (4) 

Пусть имеется некоторое количество n из-
мерений  
D = Dn = Dn(M)= {(Xi, Zi = FM(Xi)), i = 1, 2,…, n}, 

(5) 

характеристики Z, полученных с помощью мо-
дели M для разных значений аргументов, при-
надлежащих множеству  
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Xn = {Xi, i = 1, 2, … , n} ⊂ X. (6) 

Множество Dn (5) состоит из известных зна-
чений неизвестной функции FM(X) в точках 
множества Xn (6), по которым может быть по-
строена эмпирическая зависимость 

Z = FSM(X) ≡ FSM(X|Dn), (7) 

аппроксимирующая функцию FM(X). Если в 
области Х изменения переменных X имеют ме-
сто приближенные равенства 

FSM(X|Dn) ≈ FM(X) для всех Х ∈ Х, (8) 

то эмпирическая функция FSM(X) определяет 
новую модель (метамодель) SM, которая может 
рассматриваться как заменитель (surrogate) для 
модели M. Как правило, функция FSM(X) имеет 
явный, хотя часто и сложно записываемый, 
аналитический вид, и поэтому метамодель SM 
может иметь существенно более высокую вы-
числительную эффективность по сравнению с 
исходной моделью M. 

Ключевой задачей интеллектуального ана-
лиза данных в метамоделировании является за-
дача построения по данным (5) аппроксимаци-
онной зависимости FSM(X|Dn) (7). Величину 
погрешности в (8) для точек множества Xn (6) 
можно непосредственно вычислить и прокон-
тролировать, а погрешность для новых (out-of-
sample) точек Xnew ∈ X / Xn характеризует 
обобщающую способность построенной мета-
модели FSM(X). Обзоры методов параметриче-
ской и непараметрической регрессии для по-
строения аппроксимационных зависимостей, 
обеспечивающих необходимую обобщающую 
способность процедуры, можно найти в рабо-
тах [2, 4, 6-8, 16, 20]. К этой задаче тесно при-
мыкают задачи построения по данным (5) про-
цедур оценивания различных функционалов от 
величины ошибки 

δSM(X) = FSM(X) - FM(X), (9) 

в том числе задачи построения доверительных 
интервалов для функции FM(X). 

Построенная суррогатная модель FSM(X|Dn) в 
силу очевидного неравенства 

|FSM(X) – F(X)| ≤ |δM(X)| + |δSM(X)| 
и соотношений (4) и (8) может служить при-
ближением к «истинной» функции F(X), здесь 

δM(X) = FM(X) - F(X) (10) 

есть погрешность модели М, результаты Dn 
экспериментов с которой использованы для по-
строения метамодели SМ.  

Величина δSM(X) зависит от размера n обу-
чающего множества Dn. Очевидно, что стои-
мость (в разных ресурсных смыслах) экспери-
ментов зависит от модели М – достаточно 
сравнить натурные эксперименты (например, 
натурные эксперименты в аэродинамических 
трубах) и вычислительные эксперименты  
с математическими моделями (например, рас-
четы с помощью CFD–кода). Стоимость вычис-
лительных экспериментов, в свою очередь, су-
щественно зависят от сложности выбранной 
математической модели – например, время аэ-
родинамических расчетов по моделям, осно-
ванным на уравнениях Навье-Стокса, превыша-
ет в сотни и тысячи раз время расчетов на более 
простых моделях, основанных на уравнениях 
Эйлера или полного потенциала. В то же время 
более «дорогие» модели имеют, как правило, и 
более высокую точность (меньшие значения 
погрешности δM(X) (10)). Поэтому в реальных 
приложениях трудно иметь большие размеры 
обучающих выборок, полученных в экспери-
ментах с дорогими «высокоточными» моделя-
ми, но можно провести достаточно много экс-
периментов с «дешевыми», но «низкоточными» 
моделями. Поэтому в технологии метамодели-
рования возникает следующая задача интеллек-
туального анализа данных. 

Предположим, что для дешевой низкоточ-
ной модели М, являющейся приближением 
«истинной» функции F(X), построена метамо-
дель FSM(X), которая в силу доступности боль-
ших обучающих выборок обеспечивает доста-
точно малую погрешность δSM(X) (9). Пусть 
имеется другая, более дорогая, модель M*, 
также являющаяся приближением той же самой 
«истинной» функции F(X), но с существенно 
меньшей погрешностью δM*(X) (10). Предпола-
гается, что количество экспериментов n*, кото-
рые можно провести с моделью М*, явно не-
достаточно для построения метамодели SМ* с 
приемлемой величиной погрешности δSM*(X) 
(9). Ставится задача построения функции  

F*(X) = F*(X|Dn*, FSM(⋅)) (11) 
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по результатам Dn*(M*) экспериментов с моде-
лью М* и с использованием метамодели SM. 

Простейшим вариантом (9) является функ-
ция вида:  

F*(X) = FSM(X) + ΔSM,М*(Х), 

где ΔSM,М*(Х) – метамодель для функции 

ΔM,М*(Х) = FM*(X) – FМ(X), 

построенная по наблюдениям {(Xi, FM(Xi), 
FM*(Xi)), i = 1, 2, … , n*}, в которой множество 
результатов экспериментов Dn*(M*) с моделью 
М* дополнено результатами экспериментов с 
моделью М в точках, в которых были проведе-
ны эксперименты с моделью М*. Вычисли-
тельные эксперименты с реальными и искусст-
венными данными [27-29] показали, что число 
экспериментов n* с моделью М* существенно 
меньше числа экспериментов, которые необхо-
димо было бы провести для построению мета-
модели SМ*, не использующей значения мета-
модели FSM(X), для достижения той же 
точности, что и модель (11). 

2. Снижение размерности данных  
в предсказательном  
моделировании 

2.1. Содержательная постановка задачи 
снижения размерности 

В приложениях размерность p цифрового 
описания объекта может быть очень высока. 
Например, детальные описания геометрических 
объектов (кривых, поверхностей) или их ком-
понентов в общем случае задаются набором 
2D- или 3D-координат точек поверхности объ-
екта, лежащих в выбранных узлах геометриче-
ского объекта. Такие цифровые описания объ-
екта (например, 3D-поверхности самолета) 
состоят из десятков тысяч чисел, каждое из ко-
торых, рассматриваемое изолированно, не не-
сет смысловой нагрузки [25].  

Другим примером высокой размерности 
входных данных являются модели, описы-
вающие процессы передачи и обработки  
информации в ИВС. Рассмотрим подробнее 
проблему построения метамодели для переда-
чи информации по тракту передачи данных. 
Информационно-вычислительную сеть можно 
представить в виде графа (Рис. 1), узлы  

которого являются центрами коммутации, а 
ребра – трактами передачи данных [15]. 

Пусть в ИВС циркулирует информация раз-
ных приоритетов, и информация более высокого 
приоритета «обгоняет» информацию более низ-
кого при движении по трактам передачи данных. 
Поэтому процесс передачи по тракту можно 
достаточно адекватно описать моделями систем 
массового обслуживания с приоритетами, доста-
точно изученными в литературе [30-33]. 

Пусть Xjk(s, t) - длина очереди сообщений  
s-го приоритета, в момент времени t для пере-
дачи по тракту передачи данных (j, k). Однако 
время задержки Tjk(S, t) сообщения с приорите-
том S, ставшего в момент времени t в эту оче-
редь, определяется не только количеством со-
общений Xjk(s, t), s ≤ S, уже стоящих в очереди, 
но и количеством сообщений Xij(s, t), Xnj(s, t), 
Xmj(s, t), Xqn(s, t), … (Рис. 1), s < S, которые сто-
ят в очередях на передачу в другие тракты пе-
редачи данных – те из них, которые будут далее 
передаваться по тракту (j, k), в силу более вы-
сокого приоритета, потенциально могут обо-
гнать и, следовательно, дополнительно задер-
жать рассматриваемое сообщение.  

В силу наличия в сети процедур управления 
потоками, выбор направления дальнейшей пе-
редачи сообщений производится адаптивно, 
исходя из текущей загрузки всех трактов и уз-
лов коммутации. Поэтому входной поток в 
тракт передачи данных зависит от состояния 
приборов массового обслуживания, и аналити-
ческая оценка величины Tjk(S, t) существую-
щими методами невозможна. Если мы будем 
строить метамодель для величины Tjk(S, t) для 
разных приоритетов, то входной вектор для нее 
будет включать очереди в различные тракты 
передачи данных по различным приоритетам, 
т.е. иметь достаточно высокую размерность. 

Высокая размерность цифрового описания 
объектов существенно затрудняет аппроксима-
цию нелинейной функции, зависящей от векто-

k i

q

n

j 

m 

Рис. 1. Фрагмент графа, описывающего ИВС
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ров высокой размерности, так как требуется 
выборка достаточно большого объема n для 
достижения приемлемой точности. Однако да-
же такие высокоэффективные алгоритмы как 
ядерная гребневая регрессия (кригинг) [34 - 37] 
или эффективные реализации нейросетевых ал-
горитмов с использованием алгоритмов опти-
мизации Левенберга-Маркварта [38] быстро те-
ряют свою эффективность с ростом чисел p и n, 
или просто становятся неработоспособными. 

К счастью, в приложениях, как правило, в 
силу многочисленных связей между компонен-
тами цифрового описания объекта и ограниче-
ний на них, множество X лежит, по крайней 
мере, приближенно, на многообразии (в общем 
случае, нелинейном) М, размерность q которо-
го существенно меньше исходной размерности 
p. Например, как показано в работах [12, 14, 39, 
40], множество Х, состоящее из описаний аэро-
динамических профилей и лежащее в простран-
ствах размерности 50 – 100 (в зависимости от 
требуемой точности цифрового описания) [41], 
может быть аппроксимировано многообразием 
размерности 5 – 10. 

Если удается аппроксимировать множество 
Х многообразием М меньшей размерности, то 
задачу аппроксимации необходимо решать, 
лишь в окрестности многообразия М. Нахож-
дение такого многообразия М очень важно и по 
другой причине. Для проведения вычислитель-
ных экспериментов с целью получения обу-
чающего множества данных D, необходимо ге-
нерировать входные цифровые описания X в 
окрестности многообразия М, а в итерацион-
ных процессах оптимизации также необходимо 
«оставаться» вблизи многообразия М. 

2.2. Формальная постановка задачи  
снижения размерности 

Проблема построения аппроксимирующего 
многообразия М может быть сформулирована 
как задача снижения размерности, или, в со-
временной терминологии, как задача модели-
рования многообразий (Manifold Learning 
Problem). Будем, как и выше, рассматривать 
множество объектов О = {О}, цифровое описа-
ние каждого из которых является p-мерным 
вектором X = X(О) ∈ Rp, называемым деталь-
ным (высоко размерным, полноразмерным, 

полным) описанием объекта О. Пусть X ⊂ Rp 
(1) - множество детальных описаний всех объ-
ектов из класса О. 

Снижение размерности заключается в по-
строении для каждого объекта О ∈ О, заданно-
го своим детальным описанием X(О), вектора y 
= y(О) ∈ Rq меньшей размерности q < p, назы-
ваемого сокращенным (низко размерным, сжа-
тым) описанием объекта О и содержащего в се-
бе необходимую информацию об объекте. 

Предполагается, что множество О известно 
только множеством прототипов Оn = {О1, 
О2,…,Оn} ⊂ O, определяющим множество их де-
тальных описаний  
Xn = {X1, X2, … , Xn},  Xi = X(Оi), i = 1, 2, …, n, 

(12) 

а сокращенные описания объектов должны стро-
иться только на основе множества данных Xn, без 
привлечения знаний из предметной области.  

Имеется несколько различных постановок 
задач снижения размерности, основные из ко-
торых приведены ниже. В литературе для этих 
задач используются различные наименования, и 
используемая ниже терминология не претенду-
ет на всеобщее использование. 

Задача вложения. По заданному множеству 
Xn ⊂ Rp (12) необходимо построить отображение 

h: Х ⊂ Rp → Y = h(Х) ⊂ Rq, (13) 

сохраняющее заданные соотношения между 
точками множеств Х и h(Х). Обычно от ото-
бражения h требуют, чтобы точки множества Y 
сохраняли геометрическую структуру точек 
множества X (локальную геометрию, отноше-
ния близости, геодезические расстояния).  

Иногда задача вложения формулируется 
только для точек множества Xn, и необходимо 
построить отображение 

h: Xn → Yn = h(Xn) = {y1, y2, … , yn} ⊂ Rq, (14) 

множества Xn в множество точек Yn, лежащих в 
пространстве меньшей размерности q < p, с со-
хранением структуры множества Хn. Получен-
ные точки yi = h(Xi) ∈ Yn, рассматриваемые как 
малоразмерные представления многомерных 
векторов Xi ∈ Xn, должны «достоверно пред-
ставлять» выборку Xn.  
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Отображение h (13), (14) зависит от выбран-
ных свойств, которые должны сохраняться при 
переходе от детальных к сокращенным описа-
ниям. Например, для целей визуализации мно-
жество многомерных данных Xn отображается 
во множество Yn, лежащее в пространстве раз-
мерности q = 2 или 3, и должна сохраняться 
близость между соответствующими точками в 
множествах Хn и Yn. Для решения этой задачи 
может быть использован метод Многомерного 
шкалирования (Multi Dimensional Scaling) [42], 
в котором отображение h (14) строится путем 
минимизации функционала  

W(Yn) = ( )∑ −−
ji

jiji yyXX
,

2
),(ρ , 

где ρ - выбранная метрика в пространстве ис-
ходных многомерных векторов. В случае евк-
лидовой метрики ρ метод Многомерного шка-
лирования эквивалентен широко известному 
Методу главных компонент (Principal Compo-
nent Analysis) [43, 44]. В других прикладных 
областях, таких как распознавание лиц, голоса, 
символов текста [45-48], ищутся описания y(О) 
невысокой размерности, которые можно ис-
пользовать вместо детальных высоко размер-
ных описаний X(О) при решении задач класси-
фикации, распознавания и т.п. В такой 
постановке задача вложения рассматривалась в 
работах [49-56] и др., в которых предложены 
различные подходы к ее решению.  

Если имеется некоторый метод, позволяю-
щий решать Задачу вложения (14) для произ-
вольного множества точек Xn, то его формаль-
но можно использовать и в Задаче вложения 
(13) для произвольной новой (out-of-sample) 
точки Xnew ∈ X / Xn, заново решая задачу для 
множества {Xn ∪ Xnew}. Но при этом в общем 
случае не обеспечивается сохранение результа-
тов вложения Yn = h(Xn) (14), ранее полученно-
го для исходной выборки Xn. Построение вло-
жения h для точек множества {Xn ∪ Xnew}, 
сохраняющего множество Yn = h(Xn), рассмат-
ривалось в работах [57-59] и др., и метод работ 
[57, 58] назван Методом расширения вложения 
для новых точек (out-of-sample extension). В соот-
ветствии с этим определением, задачу построе-
ния вложения h (13) для всех точек множества Х, 
в отличие от задачи построения вложения h (14) 

только для точек выборки Хn, будем называть 
Расширенной задачей вложения. 

В общем случае при переходе от исходного 
детального описания X(О) ∈ Rp объекта О к со-
кращенному описанию y(О) = h(Х(О)) ∈ Rq 
меньшей размерности q < p может происходить 
значимая потеря информации об объекте О, ес-
ли от вложения h (13) требуется лишь сохране-
ние конкретных вполне определенных свойств 
объекта. В прикладных задачах часто требует-
ся, чтобы при использовании сокращенного  
q-мерного описания вместо детального  
p-мерного описания не происходило значимой 
потери информации об объекте, понимая под 
этим, что по сокращенному описанию можно 
приближенно восстановить детальное описание 
объекта. Будем называть такую задачу Полной 
задачей снижения размерности. 

Полная задача снижения размерности. По 
выборке Xn (12) из множества детальных опи-
саний Х (1) необходимо построить отображе-
ние вложения h (13) и отображение восстанов-
ления  

g: Y ⊂ Rq → Х* = g(Y) ⊂ Rp, (15) 

восстанавливающее детальное описание объек-
та Х(О) по его сокращенному описанию y(O), 
такие, что пара отображений θ = (h, g) должна 
обеспечивать близость 

X ≈ g(h(X))  для всех Х ∈ Х (16) 

между исходными детальными описаниями Х и 
восстановленными детальными описаниями 
g(h(X)), являющимися результатом последова-
тельного применения отображений вложения и 
восстановления. 

Заметим, что если требовать выполнения 
свойства (16) только для точек выборки Xn,  
то полная задача снижения размерности, без  
дополнительных требований на ее решение  
θ = (h, g), становится вырожденной и бессмыс-
ленной – можно построить процедуры вложе-
ния и восстановления (14), (15), обеспечиваю-
щие безошибочное восстановление даже для 
одномерных (q = 1) сокращенных описаний. На-
пример, достаточно взять в качестве вложения h 
(14) точки Xi ∈ Xn ее номер i (h(Xi) = i), а в каче-
стве отображения восстановления g (15) функ-
цию g(y) = Xy для y ∈ Yn = h(Xn) = {1, 2, … , n}.  
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Этот вырожденный пример отражает очень 
важный феномен в проблеме снижения размер-
ности. В Расширенной задаче вложения, так же, 
как и в полной задаче снижения размерности, 
необходимо определить значения функции h 
(13) для новых точек X ∈ X / Xn и значения 
функции g (15) для точек y = h(X) ∉ Yn,  
являющихся образами новых точек после опе-
рации вложения. Для произвольного решения 
θ = (h, g) можно «контролировать» его качество 
(выполнение приближенных соотношений (16)) 
для точек выборки, но при этом решение θ мо-
жет иметь сколь угодно низкую обобщающую 
способность, под которой в теории машинного 
обучения [9-11] применительно к рассматри-
ваемой задаче понимается выполнение соотно-
шений (16) для точек X ∈ X / Xn. Но для  
построения решения θ, обладающего обоб-
щающей способностью, необходимо сделать 
некоторые предположения о множестве данных 
Х, из которого берутся выборка Xn и новые 
точки, и о механизме извлечения этих данных 
из множества Х. Другими словами, необходимо 
определить Модель данных (Data Model), опи-
сывающую множество данных Х ⊂ Rp, и Мо-
дель формирования выборки (Sampling Model), 
описывающую механизм извлечения данных 
(выборки Xn и новых данных) из Множества 
данных X. 

Наиболее популярными моделями данных 
являются модели в виде многообразия 
(Manifold Data Models), [55, 56, 60, 61] и др. ра-
боты, для которых множества Х являются q-
мерными многообразиями в Rp, называемыми 
Многообразиями данных (Data manifold), по-
крытыми одной координатной системой (кар-
той) [62] и имеющими вид:  

Х = {X = f(b) ∈ Rp: b ∈ B ⊂ Rq} ⊂ Rp, (17) 

где B ⊂ Rq - открытое подмножество Rq, назы-
ваемое координатным пространством модели, а 
f - гладкое взаимно-однозначное отображение 
множества B в множество Х = f(B). На пару (B, 
f) обычно налагаются различные условие регу-
лярности, основным из которых является нали-
чие у Многообразия данных X трубки положи-
тельного радиуса, обеспечивающее, как 
следствие, отсутствие у него самопересечений. 

Модель формирования выборки определяет-
ся обычно как вероятностное пространство  
(X, σ(X), μ) с вероятностной мерой μ на  
σ-алгебре σ(X) измеримых подмножеств X, но-
ситель Supp(μ) которой совпадает с X. В соот-
ветствие с этой моделью, данные Xn (12) явля-
ются повторной выборкой, полученной с 
помощью вероятностной меры μ на Х. 

Можно показать, что модели данных в виде 
многообразия являются единственными моде-
лями, для которых можно построить решение 
полной задачи снижения размерности, обла-
дающее свойством состоятельности, означаю-
щим, что погрешность в приближенных равен-
ствах (16) стремится к нулю при возрастании 
объема обучающей выборки n. Если выборка 
Xn извлекается из множества данных X с по-
мощью случайного механизма, то сходимость 
понимается в вероятностном смысле. 

Отображение восстановления g (15) опреде-
ляет q-мерное эмпирическое многообразие 

Хθ = {X = g(y) ∈ Rp: y ∈ Yθ ⊂ Rq} ⊂ Rp,  (18) 

в Rp, покрытое одной картой g с областью  
определения (координатным пространством)  
Yθ = h(Х), а отображение 

rθ = g•h: X ⊂ Rp → Xθ = rθ(X) ⊂ Rp (19) 

отображает многообразие данных Х в эмпири-
ческое многообразие Хθ.  

Соотношения (16) могут быть записаны в 
виде 

X ≈ Хθ, (20) 

понимая под этим выполнение соотношений 

X ≈ rθ(X) для всех Х ∈ Х. (21) 

Тем самым, построенное по данным Хn эм-
пирическое многообразие Хθ аппроксимирует 
(20) многообразие данных Х, и поэтому полная 
задача снижения размерности в последние годы 
часто называется задачей моделирования мно-
гообразий. 

2.3. Снижение размерности в задачах 
предсказательного метамоделирования 

Рассмотрим задачу построения по данным 
(5) эмпирической зависимости FSM(X|Dn), ап-
проксимирующей (8) неизвестную функцию 
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FM(X) (3) в области Х (1) изменения ее аргу-
мента Х. Предположим, что множество X ле-
жит вблизи многообразия М, размерность q ко-
торого меньше исходной размерности p. Пусть 
по данным Xn (6), (12) решена полная задача 
снижения размерности – построена пара отобра-
жений θ = (h, g) (13), (15), обеспечивающих вы-
полнение приближенных соотношений (16), (21).  

Рассмотрим функцию  

FM,θ(X) = FM(rθ(X)), 

получающуюся заменой аргумента Х функции 
FM(X) (3) на значение rθ(X) (19), близкое к Х 
(21). Функция FM,θ(X) зависит от аргумента X 
только через вектор y = h(X): 

FM,θ(X) = fM,θ(y), 
где 

fM,θ(y) = FM(g(y)), y ∈ Yθ, (22) 

а Yθ = h(Х). Выборка Dn (5) может быть пред-
ставлена как множество приближенных значе-
ний функции fM,θ(y) (22): 

Dn = {(yi = h(Xi), Zi = fM,θ(yi)), i = 1, 2, … , n}, 

(23) 
с использованием которого можно построить 
эмпирическую зависимость 

Z = fSM,θ(y|Dn), (24) 

аппроксимирующую функцию fM,θ(y) и при дос-
таточном объеме выборки Dn, (23) обеспечиваю-
щую выполнение приближенных соотношений 

fSM,θ(y|Dn) ≈ fM,θ(y) для всех y ∈ Yθ. (25) 

Эмпирическая зависимость fSM,θ(y|Dn) (24) 
определяет эмпирическую зависимость 

Z = F*SM(X|Dn) = fSM,θ(h(X)|Dn), 

которая в силу соотношения (25) обеспечивает 
приближенные равенства 

F*SM(X|Dn) ≈ FM(X) для всех Х ∈ Х, 

аналогичные равенствам (8) для зависимости 
FSM(X|Dn) (7). Но для построения зависимости 
FSM(X|Dn) необходимо было решать задачу ап-
проксимации функции, зависящей от p-мерного 
параметра Х, в то время как для построения  
зависимости F*SM(X|Dn) = fSM,θ(h(X)|Dn) необхо-
димо было решать редуцированную задачу  

аппроксимации функции, зависящей от пара-
метра y размерности q < p. 

Следовательно, использование процедуры 
снижения размерности позволяет уменьшить 
сложность решения основной задачи предска-
зательного моделирования – построения эмпи-
рической зависимости. Но для возможности та-
кой редукции необходимо, чтобы процедура 
снижения размерности θ = (h, g) (13), (15), 
обеспечивающая выполнение соотношений 
близости (21), удовлетворяла также условиям 
функциональной близости 

FM(rθ(X)) ≈ FM(X) для всех X ∈ Х. 

2.4. Снижение размерности в задачах  
оптимизации 

Рассмотрим задачу оптимизации объекта  
O ∈ O с детальным цифровым описанием  
X = X(O) в соответствии с выбранным критери-
ем оптимизации υ, являющуюся формально за-
дачей оптимизации  

υ(Х) → extr, X ∈ Х ⊂ Rp , (26) 

в которой Х является q-мерным многообразия-
ми в Rp вида (17), покрытым одной картой.  
Если многообразие Х (параметризация X = f(b) 
многообразия X) задано в явном виде, то задача 
(26) эквивалентна задаче оптимизации v(b) ≡ 
υ(f(b)) → extr функционала v(b) при b ∈ B ⊂ Rq. 

Если многообразие Х известно только вы-
боркой Хn его точек, то множество X может 
быть аппроксимировано эмпирическим много-
образием Хθ (17), построенным с помощью  
решения θ = (h, g) (13), (15) полной задачи сни-
жения размерности, обеспечивающим выпол-
нение приближенных соотношений (20). Мож-
но ввести репараметризацию координатного 
пространства В в представлении (17) многооб-
разия Х таким образом, что многообразие Х 
может быть записано в виде 

Х = {X = fθ(y) ∈ Rp: y ∈ Yθ ⊂ Rq} ⊂ Rp, 

в котором координатное пространство Yθ = 
h(X) совпадает с координатным пространством 
эмпирического многообразия данных Хθ (18), а 
Х = fθ(y) есть единственное решение уравнения 
h(X) = y при y ∈ Yθ. Соответственно, задача 
(26) эквивалентна задаче оптимизации  
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vθ(y) ≡ υ(fθ(y)) → extr,  y ∈ Yθ ⊂ Rq. (27) 

Если процедура снижения размерности θ 
дополнительно к условиям близости (21) удов-
летворяет условию функциональной близости 

υ(Х) ≈ υ(rθ(X)) для всех X ∈ Х, (28) 

то вместо исходной задачи оптимизации (26) 
можно рассмотреть редуцированную задачу 
оптимизации  

υθ(Х) ≡ υ(rθ(X)) → extr, X ∈ Х ⊂ Rp, 

которая может быть записана как задача опти-
мизации 

Vθ(y) ≡ υ(g(y)) → extr, y ∈ Yθ ⊂ Rq, (29) 

функционала Vθ(y), зависящего от q-мерного 
параметра y = h(X). 

Большинство итерационных методов (см., 
например, [63]) решения задачи оптимизации 
функционала υ(Х) обычно используют значе-
ния градиента ∇Xυ(Х) в различных точках Х ∈ 
X. Пусть выбран некоторый итерационный ме-
тод решения задачи оптимизации (26), исполь-
зующий значения ∇Xυ(Х). При известном па-
раметрическом представлении многообразия Х 
выбранный метод определяет соответствующий 
метод решения задачи (27) и порождает неко-
торый итерационный оптимизирующий про-
цесс для функционала vθ(y) (27) на координат-
ном пространстве Yθ. 

Применим выбранный метод к редуцирован-
ной задаче оптимизации (29). Для того чтобы 
этот метод порождал оптимизирующий итера-
ционный процесс для функционала Vθ(y) (29) на 
координатном пространстве Yθ, близкий к ите-
рационному процессу для функционала vθ(y) 
(27) на том же координатном пространстве, не-
обходимо, чтобы дополнительно к соотношени-
ям (21) и (28) выполнялось дополнительное ус-
ловие функциональной близости ∇Xυ(rθ(X)) ≈ 
∇Xυ(Х) для градиентов функционала υ, а также 
условие тангенциальной близости 

T(Х) ≈ Tθ(rθ(X)) для всех X ∈ Х (30) 

касательных подпространств T(Х) и Tθ(rθ(X)) 
к многообразиям Х и Хθ в точках Х ∈ Х и rθ(X) 
∈ Хθ соответственно. Условие (30) эквивалент-
но условию близости градиентов ∇yv(y) ≈ 
∇yV(y) функционалов (27) и (29). 

3. Нетрадиционные постановки  
задач снижения размерности 
данных 

Как было показано в предыдущем разделе, 
решение полной задачи снижения размерности, 
которое используется в технологии предсказа-
тельного моделирования и оптимизации в  
качестве промежуточной процедуры, должно 
удовлетворять дополнительным условиям функ-
циональной и тангенциальной близости. В этом 
разделе будут даны точные постановки этих не-
традиционных задач снижения размерности. 

3.1. Постановка функциональной задачи 
снижения размерности 

Сформулируем постановки функциональной 
задачи снижения размерности для двух различ-
ных случаев – при заданных целевых функцио-
налах, близость которых должна обеспечивать-
ся при переходе от исходного к 
восстановленному цифровому описанию объ-
екта, и для неизвестных функционалов, задан-
ных только выборками их значений. 

Задача функционального снижения раз-
мерности при известных целевых функцио-
налах. По выборке Xn (12) из Множества дан-
ных Х, лежащего в пространстве меньшей 
размерности, построить решение θ = (h, g) (13), 
(15), удовлетворяющее условию (16) и допол-
нительному условию 

f(g(h(X))) ≈ f(X) для всех Х ∈ Х, f ∈ Ф (31) 

для заданного семейства целевых функциона-
лов Ф, определенных на Множестве данных Х. 
Замечание. Некоторое решение этой задачи на 
базе искусственных нейронных сетей предло-
жено в работах [25], [64]. 

Задача функционального снижения раз-
мерности при целевых функционалах, за-
данных данными. Пусть целевой векторный 
функционал 

Z = f(X) ∈ Rm,   Х ∈ Х ⊂ Rp, (32) 

задан множеством своих значений {f(Х1), f(Х2), 
…, f(Хn)} ⊂ Rm на точках выборки Xn (6) из 
Множества данных Х ⊂ Rp, лежащего в про-
странстве меньшей размерности q < p. По этим 
данным требуется построить решение θ = (h, g) 
(13), (15), удовлетворяющее условиям (21), (31). 
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Обычно в постановку задачи функциональ-
ной задачи снижения размерности при неиз-
вестных целевых функционалах включают за-
дачу восстановления по данным  
Dn = {(X1, Zi = f(Х1)), (X2, f(Х2)),…, (Xn, f(Хn))} (33) 

этих функционалов. Назовем такую расширен-
ную задачу функционального снижения раз-
мерности полной и дадим ее формальную по-
становку. 

Полная задача функционального сниже-
ния размерности. Для неизвестного целевого 
функционала f (32), заданного на неизвестном 
множестве Х ⊂ Rp, лежащем в пространстве 
меньшей размерности q < p, по выборке Dn (33) 
построить отображения h (13), g (15) и  

Remp: Y ≡ h(X) ⊂ Rq → Rm, 

удовлетворяющие для всех Х ∈ Х условиям 
(16) и  

femp(X) ≡ Remp(h(X)) ≈ f(X),  (34) 

и для всех y ∈ Y условию 

Remp(y) ≈ Remp(h(g(y))). (35) 

Замечание. Из условий (34) и (35) следует, 
что пара отображений (h, g) удовлетворяет ус-
ловию (31) в постановке задачи функциональ-
ного снижения размерности. 

3.2. Постановка задачи эффективного 
снижения размерности 

Если из постановки полной задачи функ-
ционального снижения размерности исключить 
требование выполнения условий (16) и (35), и, 
тем самым, исключить необходимость построе-
ния отображения восстановления g, мы прихо-
дим к задаче построения по данным Dn (33) ап-
проксимирующей зависимости femp(X) для 
неизвестной функции f(X) (32) в предположе-
нии, что функция f(X) может быть представле-
на в виде: 

f(X) = R(h(X)). (36) 

Тем самым, f является композицией двух 
отображений: отображения h (13) области оп-
ределения Х ⊂ Rp функции f(X) в пространство 
размерности q < p, и отображения  

R: Y = h(X) ⊂ Rq → Rm    (37) 

образа Y множества Х в Rm, и функция f(X) за-
висит от Х ∈ Rp только через величину h(X) 
размерности q < p. Задачу восстановления 
функции f(X) в виде функции от аргумента 
меньшей размерности называют задачей эф-
фективного снижения размерности [65-69].  

Задача эффективного снижения размер-
ности. Для неизвестной функции f(X) (32), за-
данной на множестве Х ⊂ Rp и имеющей пред-
ставление (36) в виде композиции отображений 
h (13) и R (37), якобианы которых имеют пол-
ный ранг q, по выборке Dn (33) построить ото-
бражения hemp(X), Х ∈ Х, и Remp(y), y ∈ Yemp = 
hemp(Х), такие, что 

femp(X) ≡ Remp(hemp(X)) ≈ f(X) для всех Х ∈ Х. 

Замечание 1. В задаче эффективного сни-
жения размерности не предполагается, что по 
низко размерному представлению hemp(X) ∈ Rq 
вектора Х ∈ Rp можно восстановить этот век-
тор, но по вектору hemp(X) можно приближенно 
восстановить значение f(X) функции (32). 

Замечание 2. В работах [65-69], посвященных 
решению задачи эффективного снижения раз-
мерности, всегда предполагается, что отображе-
ние h является отображением проектирования на 
q-мерное линейное подпространство, называемое 
эффективным пространством задачи. 

3.3. Постановка задачи тангенциального 
снижения размерности 

Задача тангенциального снижения размер-
ности [71] является обобщением полной задачи 
снижения размерности. Предполагается, что 
множество данных Х является q-мерным 
многообразием в Rp, покрытым одной картой и 
имеющим вид (17). Обозначим T(Х) и Tθ(rθ(X)) 
касательные подпространства к многообразию Х 
и эмпирическому многообразию Хθ (18), 
определяемому решением θ полной задачи 
снижения размерности, в точках Х∈Х и rθ(X)∈Хθ 
(19) соответственно. Эти касательные 
пространства, являющиеся аффинными 
линейными подпространствами размерности q  
в Rp, имеют представления в виде прямых сумм: 

T(Х) = X ⊕ L(X), (38) 

Tθ(rθ(X)) = rθ(X) ⊕ Lθ(rθ(X)), (39) 
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где линейные подпространства L(X) и Lθ(rθ(X)) 
размерности q в Rp могут рассматриваться как 
точки многообразия Грассмана Grass(p, q), со-
стоящего из q-мерных линейных подпро-
странств в Rp [70]. 

Как было сказано в разделе 2.4, для замены 
сформулированной там задачи оптимизации 
(26) редуцированной задачей (29) с сохранени-
ем структуры оптимизирующих итерационных 
процессов, необходимы как близость (20) мно-
гообразий Х и Хθ, так и близость (30) касатель-
ных подпространств T(X) и Tθ(rθ(X)) к ним. В 
силу представлений (38), (39) и соотношения 
(21), соотношения (30) эквивалентны соотно-
шениям 

Lθ(rθ(X)) ≈ L(X) для всех Х ∈ Х, (40) 

в которых близость в (40) понимается как бли-
зость между точками многообразия Грассмана 
Grass(p, q) в выбранной метрике на этом мно-
гообразии. 

Замечание. Как показано в работе [72], бли-
зость (40) необходима также для обеспечения 
обобщающей способности в полной задаче 
снижения размерности. 

Задача тангенциального снижения раз-
мерности. По выборке Xn (12) из неизвестного 
многообразия данных Х (17) построить реше-
ние θ = (h, g) (13), (15), определяющее эмпири-
ческое многообразие Хθ (18) и удовлетворяю-
щее условиям (20) и (40). 
Заключение 

Рассмотрены основные задачи интеллекту-
ального анализа данных, которые необходимо 
решать в технологии предсказательного моде-
лирования, основными из которых являются 
задача построения по данным метамоделей, ап-
проксимирующих исходные неизвестные моде-
ли, и оптимизация построенных метамоделей. 
При создании метамоделей для ИВС на базе 
вычислительных экспериментов, проведенных 
с имитационными моделями ИВС, размерность 
аргумента метамоделей (параметров, описы-
вающие входные данные) может быть высокой. 
Однако множество входных параметров для ре-
альных сценариев моделирования имеет внут-
реннюю размерность, существенно меньшую 
по сравнению с размерностью исходного аргу-

мента, и может быть аппроксимировано много-
образием меньшей размерности, покрытое 
единственной координатной системой и пара-
метризованное параметром меньшей размерно-
сти. Если такое аппроксимирующее параметри-
зованное многообразие построено, то исходные 
задачи построения метамоделей и их оптимиза-
ция могут быть заменены соответствующими 
редуцированными задачами, зависящими от 
параметров меньшей размерности. 

Задача построения аппроксимирующих мно-
гообразий есть задача снижения размерности, 
называемая также задачей моделирования мно-
гообразий. Однако если задача снижения раз-
мерности используется в качестве одного из 
этапов в технологии метамоделирования, а ее 
решение используется для редуцирования задач 
построения метамоделей и их оптимизации к 
задачам, зависящим от параметров меньшей 
размерности, то решения задач снижения раз-
мерности должны удовлетворять дополнитель-
ным требованиям, сформулированным в статье. 

В статье предложены новые нетрадицион-
ные постановки задач снижения размерности с 
учетом этих дополнительных требований, ре-
шения которых могут быть использованы в ка-
честве промежуточных этапов в технологии 
предсказательного метамоделирования. 
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