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Аннотация. Решается задача нахождения в телекоммуникационных сетях связной подсети узлов с дополни-
тельной функциональностью для организации двухуровневой маршрутизации. Выделение таких узлов произ-
водится при наличии у них определенных характеристик с помощью метода агрегации данных элементов сети. 
Производится сравнение этих результатов с аналогичным, полученным ранее методом минимальных разрезов 
на графе признаков. 
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Введение 

Данная работа посвящена проблеме динами-
ческой маршрутизации потоков данных в теле-
коммуникационных сетях, которая может быть 
рассмотрена в рамках многопродуктовой зада-
чи. Цель настоящего рассмотрения - максими-
зация суммарного потока в сети между парами 
корреспондирующих узлов, называемых полю-
сами сети, при ограниченных пропускных спо-
собностях каналов связи и последовательном 
во времени поступлении заявок. Для решения 
задачи были использованы алгоритмы последо-
вательного заполнения сети потоками продук-
тов [2-4]. В их основу положен поиск пути наи-
меньшей стоимости, причем стоимости ребер 
вычислялись в зависимости от принадлежности 
ребер минимальному разрезу той или иной па-
ры полюсов. Такой подход предполагает боль-
шую вычислительную сложность предложен-
ных алгоритмов, вследствие необходимости 
нахождения всех минимальных разрезов между 

всеми парами полюсов. Вычислительная слож-
ность минимально-разрезных алгоритмов была 

2( )O V E P , где V  - число узлов сети, E - число 
ребер графа, описывающего телекоммуникаци-
онную сеть, P - число пар корреспондирующих 
узлов (полюсов сети). Одним из вариантов 
уменьшения времени работы алгоритмов после-
довательного заполнения сети является декомпо-
зиция задачи динамической маршрутизации и 
введение двухуровневой маршрутизации. Двух-
уровневая маршрутизация предполагает выделе-
ние в сети узлов с дополнительной функцио-
нальностью (называемых также суперпирами), 
которая подразумевает организацию локальной 
маршрутизации. Суперпиры образуют связную 
подсеть. Потоки продуктов идут от узла-
источника к одному из суперпиров, по подсети 
суперпиров и оканчиваются на узле-адресате. 

Предложенный в работе [1] способ выделе-
ния узлов с дополнительной функционально-
стью предполагал точное решение задачи бина-

 

1 Работа выполнена при поддержке ФЦП «Исследования и разработки по приоритетным направлениям развития научно-
технологического комплекса России на 2007-2013 годы» (Госконтракт № 11.519.11.4012) и РФФИ (грант № 12-07-
00415-а; грант № 12-07-31227-мол-а.) 
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ризации (разделения на два класса) узлов теле-
коммуникационной сети, однако его основны-
ми недостатками были: 

1. централизованность, т.е. необходимость 
получения одним узлом данных обо всей сети 
для разбиения множества узлов на суперпиры и 
остальные узлы; 

2. требование знания «эталонных» узлов, 
т.е. типичных представителей класса суперпи-
ров и обычных клиентских узлов; 

3. необходимость использования настроеч-
ных параметров алгоритма, значение которых 
получаются из эмпирических соображений; 

4. как следствие этого, невозможность пря-
мого контроля числа находимых суперпиров. 

Предлагаемый в данной работе метод позво-
ляет преодолеть указанные недостатки. 

Во второй части работы дан краткий обзор 
существующих на данный день алгоритмов ра-
боты с выделяемыми в сети суперпирами. В 
третьей части дана постановка задачи, опреде-
лены особенности решаемой задачи и дано 
описание алгоритма. В четвертой части пред-
ставлено подробное описание экспериментов, 
пятый раздел посвящен их результатам, и в 
шестой, заключительной части, сделаны выво-
ды по проведенным экспериментам. 

2. Алгоритмы выделения узлов  
с дополнительной  
функциональностью 

Первоначально методы упорядочивания 
движения телекоммуникационного трафика в 
пиринговых сетях, были предложены для фай-
лообменной сети Gnutella [5, 6] путем перена-
правления данных через узлы, лежащие на бы-
стрых каналах. Принцип работы состоял в том, 
что узел накапливал две группы соседей: груп-
пу с пропускной способностью меньшей, чем  
у него, и группу узлов с пропускной способно-
стью большей, чем у заданного узла. От узлов  
с меньшей пропускной способностью данные 
получались и перенаправлялись к соседним уз-
лам с большей пропускной способностью. Та-
ким образом, узлы с наибольшей пропускной 
способностью можно было отчасти считать су-
перпирами, т.е. узлами, где дополнительная 
функциональность заключается в организации 

дополнительной маршрутизации трафика через 
эти узлы. Тем не менее, ввиду неадресного по-
иска данных, близкого к широковещанию, эти 
файлообменные сети были вытеснены сетями, 
основанными DHT-маршрутизации.  

Другим подходом, предполагающим движе-
ние трафика через наименее загруженные узлы, 
является алгоритм θ̂ -графа, основанный на 
введении виртуального пространства, постро-
енного на пропускных способностях дуг сети 
[7]. Для построения виртуальных координат уз-
лов сети используется алгоритм Вивальди [8]. 
Близость узлов в таком координатном про-
странстве (в смысле евклидовой метрики) про-
порциональна пропускной способности каналов 
связи между узлами: чем ближе друг к другу 
узлы, тем больше пропускная способность дуг 
между ними. Соответственно маршрутизация 
трафика будет идти по узлам, расположенным 
вблизи друг друга во введенном координатном 
пространстве. В нем же можно и выделить  
суперпиры для дополнительной маршрутиза-
ции, пользуясь методами кластеризации точек в 
евклидовом пространстве. Тем не менее, схемы, 
основанные на таких сетевых координатах 
(Network Coordinates, NC), хорошо работают 
только в модельных ситуациях. Запуская их  
на реальных сетях, не удается получить точные 
и стабильные координаты. Расхождения, в ос-
новном, вызываются двумя причинами: суще-
ственные отклонения величины задержки  
сигнала между парами узлов при последова-
тельных измерениях; постоянные изменения во 
времени координат узлов, которые невозможно 
единовременно зафиксировать. 

Были предложены алгоритмы выделения су-
перпиров, основанные на DHT-маршрутизации 
в пиринговых сетях, например, алгоритм SOLE 
[10], в основе которого лежит протокол Chord 
[9]. Назначение суперпиров производится в 
пространстве индексов узлов таким образом, 
что суперпиры равномерно покрывают про-
странство идентификаторов. Хотя найденные 
суперпиры позволяют сконцентрировать на се-
бе поисковые сообщения и контроль за своими 
участками подсети, они не гарантируют пере-
дачи через себя основных потоков данных. 

Упомянем еще два алгоритма работы в сети с 
использованием суперпиров SG-1 [11] и SG-2 
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[12] (Superpeer Gradients). В первом алгоритме 
строится оверлейная топология сети с использо-
ванием множеств суперпиров, их клиентов, 
множества незагруженных суперпиров и произ-
вольно связных узлов. В основе построения ука-
занной топологии лежат следующие принципы: 

− каждый клиент присоединен только к од-
ному суперпиру; 

− суперпиры связаны посредством оверлей-
ной сети с произвольно устанавливаемыми свя-
зями между узлами; 

− число суперпиров минимально. 
Узел считается незагруженным, если его 

пропускная способность больше числа узлов, 
присоединенных к нему. Главная задача этого 
алгоритма – передавать клиентов от суперпи-
ров с маленькой пропускной способностью к 
суперпирам с большой пропускной способно-
стью и устранять суперпиры, которые не имеют 
собственных клиентов.  

Алгоритм SG-2 [12] является развитием идей 
предыдущего алгоритма, но с использованием 
метрики расстояний между узлами ( , )lat p q . 
Расстояние вычисляется по времени задержки с 
помощью алгоритма Вивальди. Построенная 
оверлейная сеть должна обладать следующими 
свойствами: 

− каждый клиент присоединен к одному су-
перпиру; 

− число клиентов суперпира пропорцио-
нально пропускной способности последнего; 

− расстояние (в координатном пространстве 
Вивальди) между клиентом и суперпиром не 
превышает заданного значения tot ; 

− два суперпира связаны, если расстояние (в 
координатном пространстве Вивальди) между 
ними меньше tot δ+ ; 

− число суперпиров минимально. 
Цель алгоритма – покрыть виртуальное про-

странство узлов сети минимальным числом  
гиперсфер вокруг суперпиров радиусом tot .  
Недостатком этих алгоритмов является отсутст-
вие гарантии, что с течением времени все узлы с 
максимальной пропускной способностью станут 
суперпирами, а остальные узлы - их клиентами. 

В предлагаемой работе рассматривается ме-
тод выделения узлов с дополнительной функ-
циональностью такой, что их пропускные спо-

собности/суммы пропускных способностей 
инцидентных им дуг, будут максимальны. 

3. Задача выделения узлов  
с дополнительной  
функциональностью  

3.1. Постановка задачи 

Определим математическую модель теле-
коммуникационной сети. В ее основе лежит 
связный граф ( , )G V E= , где V  - множество 
узлов графа, E - множество ребер графа, со-
единяющих узлы. Каждому ребру ije E∈ , 
{ , }i j V∈  графа G  поставлено в соответствие 
неотрицательное число 0ijc ≥  - пропускная 
способность ребра. Дополнительно введем сле-
дующее понятие потока f  между вершинами 
s  и t : это неотрицательная функция на ребрах 
графа, обладающая следующими свойствами: 
поток неотрицателен для любого ребра ije E∈ , 

то есть 0ijf ≥ ; ,  , { , }ki ij
k j

f f i V i s t= ∀ ∈ ≠∑ ∑  - 

поток не накапливается в промежуточных узлах 
между s  и t ; ij ijf c≤ , ije E∈  - поток по ребру 
не превышает его пропускной способности. Ос-
таточная пропускная способность ребра ije  оп-
ределяется как разность пропускной способно-
сти ребра и потока по нему, то есть 

f
ij ij ijc c f= − . Остаточной сетью называется сеть 

( , )f fG V E= , получаемая из исходного графа 
G , в которой остаются ребра с положительной 
остаточной пропускной способностью. В каж-
дый момент времени требуется проложить по-
токи между парами вершин 1 1{ , }, ,{ , }n ns t s tK  с 
величинами 1 2{ , , , }nd d dK . Маршрутизация по-
токов в сети осуществляется через несколько 
выделенных узлов - суперпиров Sp  
(SuperPeers), и для любой пары, { , }i is t  каждый 
простой поток между ними проходит через 
один и более суперпиров. Более развернуто, 
поток продуктов от узла абонента проходят че-
рез локальный выделенный узел (суперпир), 
далее по подсети суперпиров, с применением 
алгоритмов последовательной динамической 
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маршрутизации, и с окончанием на узле адре-
сате, который также обслуживается одним из 
суперпиров. То есть два узла сети общаются 
между собой через сеть суперузлов (Рис. 1). 

В данном случае, первым уровнем маршрути-
зации в сети будет прокладка пути от узла або-
нента до ближайшего суперпира и обратно. Вто-
рой уровень маршрутизации – прокладка канала 
данных в подсети суперпиров. Идея подобных 
многоуровневых оверлейных архитектур наибо-
лее актуальна при построении систем пирингово-
го телевидения [16, 17], ввиду растущей попу-
лярности P2P-сетей и потокового видео [18]. 
Другим аналогом подграфа суперпиров в сети 
может являться магистральная сеть Интернета 
(Internet backbone) - главные магистрали переда-
чи данных между взаимосвязанными сетями и 
основными маршрутизаторами. 

Для выделения суперпиров введем такую 
количественную характеристику узла, как раз-
груженность – мера способности узла принять, 
обработать и передать дальше поток. Опреде-
лим критерии назначения узлов сети в качестве 
суперпиров: 

1. величина разгруженности узла должна 
быть не меньше определенного порога 

( ) LimitU p U≥ , чтобы исключить попадание за-
груженных узлов в число суперпиров и тем са-
мым не осуществлять маршрутизацию потоков 
через них; 

2. ребра остаточной сети, соединяющие су-
перпиры, в исходной сети должны образовы-
вать связную подсеть; 

3. сумма разгруженностей суперпиров  
должна быть максимальной;  

4. оставшиеся узлы присоединяются к бли-
жайшему суперпиру; 

5. минимизировать длину пути от узла до 
ближайшего (по числу хопов) суперпира. 

Предлагаемый метод позволяет достоверно 
удовлетворить требованиям 1 и 3, однако, не 
исключено невыполнение требования 2. 

3.2. Предпосылки введения метода 

Приведем рассуждения, подводящие нас к 
реализации метода агрегации сетевых данных. 
Пусть m  - минимальное значение разгружен-
ности узлов в сети, а M  - максимальное значе-
ние разгруженности узлов в сети. Пусть mQ  - 

пороговое значение разгруженности, и при раз-
груженности узла ( )U p mQ≥ , узел p  стано-
вится суперпиром.  

Предположим, что удалось получить плот-
ность распределения разгруженности узлов  
в сети ( )xρ . Тогда общее число узлов в сети 

будет определяться как ( )
M

m
x dxρ∫ , а число  

суперпиров в сети будет ( )
M

mQ
x dxρ∫  и, соответ-

ственно, доля суперпиров в сети равна 
( )

( )

M

mQ
M

m

x dx
Frac

x dx

ρ

ρ
=
∫
∫

. Если функция плотности 

распределения может быть представлена в виде 
полинома 2

0 1 2( ) n
nx a a x a x a xρ = + + + +K  (сте-

пень полинома n  определяется отдельно), то 
доля суперпиров будет равна:  

( )

( )

M

mQ
M

m

x dx
Frac

x dx

ρ

ρ
= =
∫
∫

 

( ) ( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

2 12 11
0

2 2 1 11
0

2 1

2 1

nnn

n nn

aaa M mQ M mQ M mQx n
aaa M m M m M m

n

++

+ +

− + − + + −
+=

− + − + + −
+

K

K

 

В любом случае, долю Frac  суперпиров в се-
ти  можно связать с порогом вхождения mQ  узла 
в подмножество суперпиров, при наличии ( )xρ . 
В следующем пункте будет предложен способ 
нахождения плотности распределения разгру-
женности на основе метода агрегации данных. 

3.3. Метод агрегации сетевых данных 

В основе работы метода агрегации данных 
лежит попарный обмен и усреднение данных 
(значений функций) между элементами связной 

Рис. 1. Схема двухуровневой маршрутизации
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сети. Предположим, что дан начальный вектор 
чисел 0 0,1 0,w ( )Nw w= K . Эти значения находятся 
на N  узлах сети и являются независимыми слу-
чайными числами с ограниченной дисперсией. 
Рассмотрим базовую операцию метода агрегации 
данных, а именно, обмен значениями функции 
между двумя произвольными узлами и нахожде-
ния их среднего арифметического. Для каждого 
узла k  сети находится парный узел l  с помощью 
операции ( )l getPair k= , после чего производит-
ся  изменение их значений по правилу: 

( ) / 2k l k lw w w w= = +  - операция (w )iAvg . В ра-
ботах [13, 14] доказывается, что при последова-
тельном применении операций getPair  и Avg, оп-
ределяющих серию векторов 1 2 nw ,w , wK , где 

n n-1w (w )Avg= , дисперсия элементов вектора 

iw , равная ( )
i

22 2
w , i

1

1 w
1

N

i i k
k

w
N

σ σ
=

= = −
− ∑ , стре-

мится к нулю. Это означает, что с течением вре-
мени, все узлы будут обладать одинаковыми зна-
чениями функции сети.  

3.4. Применение метода агрегации данных 
к задаче нахождения суперпиров [15] 

Для нахождения глобальных характеристик 
сети, таких как эмпирическая функция распре-
деления разгруженности узлов (а также макси-
мальное/минимальное значение разгруженно-
сти узлов в сетях, их математическое ожидание 
и дисперсию), необходимо соответствующим 
образом определить переменные, которыми бу-
дут обмениваться узлы. Пусть каждый узел се-
ти поддерживает соответствующий вектор дан-
ных, состоящий из следующих элементов: 
( , ,min ,max , )TTL n U U d , TTL - время жизни 
вектора данных, n - параметр, определяющий 
размер сети, min ,maxU U - расчет минималь-
ной и максимальной загрузки узлов в сети, d - 
дополнительный вектор из b - элементов для 
нахождения распределения загрузки в сети (на-
подобие столбцовой диаграммы). В самом на-
чале узел создает вектор: ( ,1, ( ), ( ), )pTTL U p U p I  
(второй элемент вектора равен единице для од-
ного узла, а для остальных его значение равно 
нулю), где pI  - начальная гистограмма распре-
деления, определяемая 

0  если  ( ) min
( )

1  если  ( ) minp

U p U i
I i

U p U i
λ
λ

< + ×⎧
= ⎨ ≥ + ×⎩

, 

0 i b≤ < , max min
1

U U
b

λ −=
−

, b  - системный 

параметр, такой что 1b > . Далее для любых 
двух вершин p  и q  производится обмен и мо-
дификация  
их векторов. Причем модификация векторов 
данных производится следующим образом: 

1, ,min(min ,min ),
2 2

p q p q
p q

TTL TTL n n
U U

+ +⎛
−⎜

⎝
 

,max(max ,max ),
2

p q
p q

d d
U U

+ ⎞
⎟
⎠

. В завершение 

процесса агрегации каждый узел p  рассчиты-
вает системные характеристики: число узлов  

в сети 1

p

N
n

= , минимальное значение разгру-

женности узлов в сети min min pU U= , макси-
мальное значение разгруженности узлов в сети 
max max pU U= ; вычисляется гистограмма рас-
пределения количества узлов от их величины 
разгруженности D  посредством следующей 

операции: 
( )p

p

d i
D

n
=  0 i b≤ < . Данная гисто-

грамма D  и является аппроксимацией плотно-
сти распределения разгруженностей узлов ( )xρ , 
указанной в разделе 3.2, при этом вычисление D  
производится независимо на каждом узле сети. 
Далее при наличии информации о необходимой 
доле супрепиров в сети, каждый узел может оп-
ределить по гистограмме распределения количе-
ства узлов от разгруженности пороговое значе-
ние разгруженности mQ  и определиться с 
вхождением в семейство суперпиров. Отметим, 
что хотя такой подход к нахождению гистограм-
мы D  и позволяет адаптивно определять порог 
mQ , связность подграфа получаемых суперпи-
ров приходится определять отдельно. 

3.5. Определение  
функции разгруженности узлов 

В ходе работы было предложено четыре 
различных функции разгруженности узлов: 
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1. ( )
pi pi

i

pi
i

c f
U p

c

−
=
∑
∑

. (1) 

Числитель является суммой остаточных 
пропускных способностей ребер исходя-
щих/входящих/всех из узла, а знаменатель - 
сумма исходных пропускных способностей ис-
ходящих/входящих/всех ребер узла. 

2. 1
( )( ) *exp

max( ( ))
p

rescap pU p
rescap p

λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
( )*exp

max( ( ))
p

d p
d p

λ
⎞ ⎛ ⎞
⎟ ⎜ ⎟+
⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

. (2) 

( )rescap p  - сумма остаточных пропускных 
способностей ребер инцидентных вершине, 

( )d p  - степень рассматриваемой вершины, обе 
эти величины нормированы на максимальные 
значения этих величин, встречающиеся в сети; 

1λ  и 2λ  - нормирующие коэффициенты, опре-
деляющие решающий вклад степени или оста-
точной пропускной способности вершины. 

3. ( )
( )

pi pi
i

c f
U p

paths p

−
=
∑
∑

. (3) 

Числитель является суммой остаточных  
пропускных способностей ребер исходя-
щих/входящих/всех из узла, а знаменатель - 
сумма потоков (выраженных через число  
простых путей), проходящих через данную 
вершину. 

4. 1
( )( ) *

max( ( ))
p

rescap pU p
rescap p

λ
⎛ ⎞
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

3
2

3

( )*
max( ( ))

p

cycle p
cycle p

λ
⎞ ⎛ ⎞
⎟ ⎜ ⎟+
⎟ ⎜ ⎟
⎠ ⎝ ⎠

 (4) 

( )rescap p  - сумма остаточных пропускных 
способностей ребер инцидентных вершине, 

3 ( )cycle p  - число трехзвенных циклов, начи-
нающихся и заканчивающихся в узле p ; 1λ  и 

2λ  - нормирующие коэффициенты. 
Все указанные функции разгруженности 

были использованы в последующих численных 

экспериментах для определения наиболее под-
ходящей для последующей реализации алго-
ритма двухуровневой маршрутизации. 

4. Описание организации  
вычислительных экспериментов 

В настоящем исследовании представлены 
результаты численных экспериментов, анало-
гичных таковым в работе [1], причем числен-
ному исследованию подверглись два множества 
сетей – сети с кластерной и стохастической то-
пологиями. 

Для каждого вида функции разгруженности 
(1) - (4) проводилось две серии численных экс-
периментов, аналогично работе [1], а именно: 

1. нахождение общего числа суперпиров на 
каждом шаге при поступающей удовлетворен-
ной заявке в сети, а также числа связных под-
графов, образуемых найденными суперпирами 
(Эксперимент 1); 

2. нахождение связного подграфа суперпи-
ров, кластеризация узлов вокруг ближайших су-
перпиров и анализ степени покрытия кластеризо-
ванными вершинами всей сети. (Эксперимент 2). 

Во втором эксперименте, помимо собствен-
но бинаризации, применялся также алгоритм 
объединения несвязных подсетей суперпиров в 
связное подмножество и производилась класте-
ризация сети, то есть соотнесение каждому су-
перпиру некоторого количества обычных уз-
лов, которые в дальнейшем обслуживались бы 
им (т.е. потоки из/в обычный узел проходили 
бы через данный суперпир). Подробное описа-
ние этого алгоритма приведено в [1]. 

Условия экспериментов были подобраны та-
ким образом, чтобы можно было сравнивать ре-
зультаты выделения суперпиров методом агре-
гации сетевых данных (настоящая работа) и 
методом минимальных разрезов на графе при-
знаков [1]. Такое сравнение также приведено в 
данной работе. 

Опишем модели телекоммуникационных се-
тей, использовавшихся в экспериментах. В ка-
ждой сети были заданы пары корреспонди-
рующих вершин (полюсов). В каждый момент 
времени произвольная пара корреспондирую-
щих вершин инициирует заявку - требование 
проложить по сети между этими двумя полю-
сами единичный поток, имеющий конечное 
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время жизни. По истечении времени жизни за-
явка снимается, соответствующий поток исче-
зает, высвобождая ресурс сети, в данном случае 
остаточную пропускную способность ребер се-
ти. Если же не удается проложить поток между 
заданной парой вершин ввиду занятости ресур-
сов сети, то заявка считается неудовлетворен-
ной и сбрасывается. Выполненные численные 
эксперименты основывались на результатах 
численного моделирования по заполнению се-
тей потоками последовательных заявок соглас-
но описанному выше сценарию [3, 4]. 

В первом эксперименте, наиболее приемле-
мым считался результат, при котором число 
связных подграфов суперпиров минимально и 
минимальна дисперсия числа выделяемых су-
перпиров и их подграфов. Отметим, что сред-
нее число суперпиров, задаваемое в каждой се-
ти, составляло треть от общего числа узлов в 
каждой сети. 

Во втором эксперименте наиболее приемле-
мым считался результат, при котором покрытие 
сети кластерами узлов максимально.  

Сравнение результатов выделения суперпи-
ров двумя методами состояло в том, чтобы на 
каждой операции выделения суперпиров узнать 
число совпавших суперпиров SPC при выделе-
нии их методами минимального разреза на гра-
фе признаков и агрегации данных; а также най-
ти отношение этого числа к общему числу 
суперпиров, найденных обоими методами. По-
следние обозначаются 1Clst  и 2Clst , соответст-
венно упомянутые отношения обозначаются 
как 1

SPC
Clst  и 2

SPC
Clst . 

Зная, сколько суперпиров могут выделить 
оба метода, и учитывая количество связных 
подграфов суперпиров, можно определить, ка-
кой способ и какая функция разгруженности 
дают лучший результат, т.е. меньшее число су-
перпиров при меньшем же числе связных ком-
понентов. 

В проведенных экспериментах рассматрива-
лись сети с кластерной [3] и стохастической то-
пологиями [4]. В сетях с кластерной топологией 
количество вершин колебалось от 30 до 45, 
плотность заполнения сети ребрами колебалась 
от 10% до 20%. В сетях со стохастической то-
пологией количество вершин колебалось от 30 

до 45, плотность заполнения сети ребрами ко-
лебалась от 10% до 20%. В данном случае под 
кластерной топологией сети следует понимать 
следующее: были даны связные графы со 
сгруппированными узлами, внутри каждой 
группы узлы были соединены ребрами с боль-
шой пропускной способностью (4-5 кластеров 
узлов на сеть). Такие кластеры узлов между со-
бой были связаны ребрами меньших пропуск-
ных способностей. Подчеркнем еще раз, что 
кластеризация в данной работе проводилась по 
такой характеристике узлов, как разгружен-
ность, и образованные кластеры из узлов и су-
перпиров никак не были связаны с кластерами 
в топологии исходных сетей. Длина очереди 
заявок равнялась 45000, время жизни заявок 
колебалось от 10 до 1000 единиц времени с ма-
тематическим ожиданием в 300 единиц време-
ни. В каждом классе бралось по 60 сетей. 

Для самого алгоритма агрегации выбирались 
следующие параметры: время жизни вектора 
данных на узле TTL  = 100 единиц времени, 
мелкость разбиения b  диапазона значений раз-
груженности по сети равнялось 10.  

5. Результаты проведенных  
численных экспериментов 

Приведем результаты эксперимента 1 для 
различных алгоритмов последовательного за-
полнения сетей. На Рис.2 и Рис.3 представлены 
результаты по нахождению среднего числа су-
перпиров, выделяемых на сетях для каждой 
функции разгруженности узла. Ввиду того, что 
результаты численных экспериментов слабо за-
висели от исходного алгоритма последователь-
ного заполнения сети потоками продуктов, то 
здесь и далее графики будут приведены для су-
боптимального минимально-разрезного алго-
ритма последовательного заполнения сети. В 
эксперименте по нахождению общего среднего 
числа суперпиров, выделяемых методом агре-
гации данных, число суперпиров составило од-
ну треть от общего количества узлов. Суперпи-
ры выделялись на всех остаточных сетях, 
полученных в ходе последовательного запол-
нения сетей потоками продуктов, и таким обра-
зом, на графиках приведены средние значения 
вместе с дисперсией числа суперпиров.  
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Горизонтальными линиями показано необхо-
димое число суперпиров (1 3от общего числа 
узлов сети). Ось абсцисс – номер сети, ось ор-
динат – число выделяемых суперпиров. 

В среднем, первая, вторая и четвертая функ-
ции разгруженности выделяют число, близкое  
к требуемому числу суперпиров, т.е. 1 3от  
общего числа узлов в сети, одинаково на сетях 
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Рис. 2. Среднее число найденных суперпиров для каждой сети (кластерная топология) 
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Рис. 3. Среднее число найденных суперпиров для каждой сети (стохастическая топология) 
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с кластерной и стохастической топологиями.  
Хотя первая (1) и четвертая (4) функции раз-
груженности дают большие отклонения от не-
обходимого числа суперпиров (для первой 
функции, сети № 46-49 стохастической тополо-
гии, сети №11-15 стохастической топологии 
для четвертой функции). Число суперпиров, 
получаемых 3-й функцией распределения, не-
сколько меньше, что объясняется различными 
гистограммами распределения D  (Рис. 4).  

Указанный порог округления и объясняет не-
точность и меньшее значение числа суперпиров  

в полученных результатах. В подтверждение 
предыдущим наблюдениям, результаты показы-
вают большую дисперсию у четвертой функции 
разгруженности на сетях с кластерной топологи-
ей и у первой функции разгруженности на сетях 
со стохастической топологией. На Рис.5 и Рис.6 
приведены результаты по среднему числу связ-
ных подграфов суперпиров в сетях. Наиболее 
удовлетворительным результатом будет нахож-
дение каждый раз такого набора суперпиров, ко-
торый образует связный подграф, т.е. число связ-
ных элементов равно 1.  

Рис. 4. Эмпирическое распределение узлов по степени разгруженности 

Рис. 5. Среднее число связных подграфов суперпиров (кластерная топология) 
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Результаты численных экспериментов пока-
зывают, что наименьшее число связанных под-
графов суперпиров получаются при использова-
нии функций разгруженности сети (2) и (4) для 
обоих классов сетей. В общем, в 63% сетей с 
кластерной топологией и в 70% сетей со стохас-
тической топологией удалось получить среднее 
число связных подграфов суперпиров меньшее 
1.5, т.е. можно предполагать, что суперпиры об-
разую связную подсеть. Также можно заметить, 
что на результат слабо влияет способ образова-
ния остаточной сети, т.е. выбранный алгоритм 
последовательного заполнения сети потоками 
продуктов. 

Приведем результаты эксперимента 2 для 
различных алгоритмов последовательного за-
полнения сетей. Во втором эксперименте наи-
более удовлетворительным считается резуль-

тат, при котором покрытие сети кластерами 
узлов максимально. Для каждой функции раз-
груженности приведем сводные таблицы доли 
полностью покрытых кластерами сетей. 

Из Табл. 2 видно, что на сетях со стохасти-
ческой топологией доля полностью покрытых 
кластерами узлов сетей выше, чем на сетях с 
кластерной топологией (особенно это заметно в 
третьей функции разгруженности на кластер-
ных сетях). Если для  сетей с кластерной топо-
логией характерная доля полностью покрытых 
сетей при радиусе кластера в 2 ребра равна 
50%, то на стохастических сетях характерная 
доля покрытых сетей – 68-70%. 

Тем не менее, функции разгруженности (2) и 
(4) лучше всего удовлетворяют требованиям к 
результатам экспериментов, указанных в частях 
3 и 4, и обладают следующими свойствами: 

Рис. 6. Среднее число связных подграфов суперпиров (стохастическая топология) 
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Табл. 1. Сети с кластерной топологией 

 Алгоритм Простой Дуговой С.МинРаз А.МинРаз Гибрид С.Дуговой 
Радиус 2 55% 11.7% 48.3% 50% 51.7% 31.7% Разгруженность 1 
Радиус 3 95% 90% 95% 95% 95% 95% 
Радиус 2 51.7% 53.3% 51.7% 51.7% 51.7% 51.7% Разгруженность 2 
Радиус 3 95% 95% 95% 95% 95% 95% 
Радиус 2 3.3% 1.7% 3.3% 3.3% 3.3% 3.3% Разгруженность 3 
Радиус 3 53.3% 55% 53.3% 55% 55% 56.7% 
Радиус 2 41.7% 40% 41.7% 41.7% 43.3% 41.7% Разгруженность 4 
Радиус 3 93.3% 93.3% 93.3% 93.3% 93.3% 93.3% 
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1. меньшее число выделяемых связных под-
графов суперпиров по сравнению с функциями 
(1) и (3); 

2. функция (2) обладает малой дисперсия 
числа выделяемых суперпиров и подграфов су-
перпиров; 

3. функция (2) дает большую долю полно-
стью покрытых сетей кластерами узлов при ма-
лых радиусах кластеров; функции (1) и (4) 
имеют примерно одинаковую долю покрытых 
сетей при разных радиусах кластеров узлов. 

Наконец, результаты по сравнению двух ме-
тодов выделения суперпиров - метода минималь-
ных разрезов на графе признаков и метода агре-
гации сетевых данных – представлены на Рис.7. 
Результаты получены на серии сетей со стохас-
тической топологией с количеством вершин от 30 
до 45, плотностью заполнения ребрами от 10% до 

20%. Представлены отношения 
1

SPC
Clst

 и 

2
SPC

Clst  (ось ординат) для разных функций раз-

груженности узлов, в зависимости от номера сети 
(ось ординат).  

Ранее [1] было показано, что при использова-
нии метода минимальных разрезов на графе при-
знаков наилучшим образом показала себя вторая 
функция разгруженности: несмотря на большое 
количество выделяемых суперпиров (в среднем 
>10 узлов), среднее число связных подграфов 
было равно единице. В методе агрегации данных 
при достаточно фиксированном числе суперпи-
ров (1 3от общего числа узлов в сети), функции 
разгруженности (2) и (4) дали, в среднем, наи-
меньшее число связных подграфов суперпиров. 

По результатам экспериментов обнаружено, 
что функция разгруженности (4) для метода 

Табл. 2. Сети со стохастической топологией 

 Алгоритм Простой Дуговой С.МинРаз А.МинРаз Гибрид С.Дуговой 
Радиус 2 73.3% 66.7% 73.3% 75% 73.3% 63.3% Разгруженность 1 
Радиус 3 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 
Радиус 2 71.7% 76.7% 71.7% 71.7% 71.7% 73.3% Разгруженность 2 
Радиус 3 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 98.3% 
Радиус 2 53.3% 53.3% 51.7% 51.7% 55% 53.3% Разгруженность 3 
Радиус 3 91.7% 93.3% 91.7% 88.3% 95% 91.7% 
Радиус 2 68.3% 65% 68.3% 68.3% 68.3% 66.7% Разгруженность 4 
Радиус 3 95% 95% 93.3% 95% 93.3% 93.3% 
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Рис. 7. Доля совпавших суперпиров, относительно общего количества выделенных суперпиров 
 в двух алгоритмах выделения суперпиров 
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минимального разреза дает меньшее число су-
перпиров, при том что число связных подгра-
фов суперпиров, в большинстве случаев, равно 
одному. Для функции (2) наблюдается, что в 
50% случаев метод агрегации данных выделяет 
меньше суперпиров, чем метод минимальных 
разрезов, хотя использование этой функции да-
ет наименьшее число связных подграфов су-
перпиров. Использование функции (3) показы-
вает, что метод агрегации данных дает 
избыточные узлы с дополнительной функцио-
нальностью по сравнению с методом мини-
мальных разрезов на графе признаков. Первая 
функция позволяет понять, что оба метода вы-
деляют некоторое множество избыточных су-
перпиров, при том что количество связных под-
графов принимает значения от 2 до 4-х. 

Таким образом, функции разгруженности, 
построенные с учетом геометрических особен-
ностей графа сети, можно рекомендовать при 
построении алгоритмов двухуровневой мар-
шрутизации в сетях передачи данных. На ис-
пользованных массивах сетей не удалось полу-
чить очевидных недостатков метода агрегации 
сетевых данных перед методом минимального 
разреза на графе признаков. Хотя априорные 
недостатки метода агрегации были указаны 
выше. 

Заключение  

В данной работе была рассмотрена задача 
выделения связной подсети узлов с дополни-
тельной функциональностью в сетях передачи 
данных и присоединения оставшихся узлов к 
ним. Были предложены четыре функции раз-
груженности узлов, по которым производилось 
нахождение кандидатов в узлы с дополнитель-
ной функциональностью. Был предложен алго-
ритм их выделения, основанный на методе аг-
регации сетевых данных. 

Проведенные численные эксперименты име-
ли целью: 

− найти общее число суперпиров, оценить 
их среднее число и дисперсию для каждой сети; 

− найти количество связных подграфов, об-
разуемых суперпирами; 

− при выделении связного подграфа супер-
пиров и определении множества оставшихся 

узлов, обслуживаемых каждым из суперпиров, 
найти степень покрытия сети образовавшимися 
группами узлов. 

По результатам проведенных экспериментов  
для функции разгруженности (2) дисперсия 
числа суперпиров была минимальна. В 63% се-
тей с кластерной топологией и 70% сетей со 
стохастической топологией с помощью функ-
ций разгруженности (2) и (4) удалось получить 
связные подграфы суперпиров. Функции раз-
груженности (1), (2) и (4) выделяют требуемое 
число суперпиров, т.е. 1 3от общего числа уз-
лов в сети, одинаково на сетях с обоими типами 
топологий. Результаты в Табл. 1 и Табл. 2 пока-
зывают, что на сетях со стохастической тополо-
гией доля полностью покрытых сетей класте-
рами узлов выше, чем на сетях с кластерной 
топологией. 

Несмотря на то, что метод агрегации усту-
пает методу минимальных разрезов на графе 
признаков, так как он не гарантирует связность 
подграфа суперпиров, он обладает такими пре-
имуществами, как: 

1. дает возможность задать точное число 
суперпиров в сети;  

2. требует нетривиально настраиваемых па-
раметров для работы алгоритма; 

3. является полностью распределенным ал-
горитмом;  

4. данные не требуется пересылать в один 
регулирующий узел для принятия решения о 
назначении узлов суперпирами. 

Число найденных с помощью метода агрега-
ции данных суперпиров не зависит от плотно-
сти заполнения дугами графа сети, несмотря на 
то, что две метрики разгруженности вычисля-
ются с использованием такого показателя, как 
степень вершины. 
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