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Аннотация. Работа посвящена задачам моделирования элементной базы квантовых компьютеров. Дается 
краткое введение в математический формализм описания квантовых вентилей – логических элементов кванто-
вого компьютера. Рассматриваются важные задачи моделирования элементной базы квантового компьютера и 
некоторые примеры их численного решения. Описываются вычислительные особенности таких задач и причи-
ны необходимости использования высокопроизводительных систем. Приводятся результаты моделирования 
многокубитового квантового преобразования Фурье и алгоритма Гровера, полученные с использованием пер-
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Введение  

В настоящее время активно обсуждаются 
десятки различных моделей квантовых компь-
ютеров. В числе наиболее перспективных и ин-
тересных предложений по реализации кванто-
вых регистров – проекты на ионах в ловушках, 
на ядерных спинах, на квантовых точках, на 
фотонах, на зарядовых, потоковых и фазовых 
состояниях в сверхпроводниковых структурах, 
на состояниях ридберговских атомов, на кван-
товых состояниях вакансионных центров в ал-
мазе и др. [1-6]. Основное достижение прове-
дённых до сих пор исследований состоит в 
практической демонстрации справедливости 
физических принципов, лежащих в основе идеи 
квантовых вычислений. Основные препятствия 
на пути реализации концепции полномасштаб-
ных квантовых компьютеров состоят в недоста-
точной разработке соответствующей необхо-

димым требованиям технологии изготовления 
квантовых регистров, в трудностях измерения и 
контроля квантовых состояний, а также в обес-
печении необходимой степени подавления де-
когерентизации, обусловленной квантовыми 
шумами. Достигнутая в настоящее время в экс-
периментах точность реализации, характери-
зуемая вероятностью совпадения между теоре-
тическим и экспериментальным квантовыми 
состояниями, составляет всего 60-80%, в то 
время как требуемая точность должна быть 
99.99% и более. 

С целью существенного повышения уровня 
исследований в рассматриваемой области в Фи-
зико-технологическом институте РАН совместно 
с Московским государственным университетом 
им. Ломоносова и Математическим институтом 
им. В.А. Стеклова РАН разработана новая мето-
дология оценивания качества и эффективности 
квантовых информационных технологий, осно-

1 Работа частично поддержана Программой Президиума РАН в области фундаментальных исследований, а также РФФИ 
проект № 12-01-31274 мол_а и № 13-07-00711 
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ванная на анализе полноты, адекватности и точ-
ности реализации квантовых вентилей. Методы 
численного анализа и статистического модели-
рования с учётом влияния квантовых шумов, а 
также результатов технологических и экспери-
ментальных исследований позволяют дать ис-
черпывающую оценку качеству и эффективно-
сти проектируемых квантовых регистров, 
сформулировать требования к эксперименталь-
ному оборудованию и технологии, посредством 
обратной связи развитый подход позволяет наи-
лучшим образом распорядиться имеющимися 
ресурсами для оптимизации процесса разработ-
ки квантовых информационных технологий. 
Эффективность предложенного подхода уже 
была продемонстрирована нами в течение по-
следних нескольких лет в работах с оптическими 
и сверхпроводниковыми кубитами [7-11]. 

Целью данной работы является оценка влия-
ния квантовых шумов в задачах моделирования 
элементной базы квантовых компьютеров. Ра-
бота имеет следующую структуру. В разделе 1 
кратко рассматриваются математические мето-
ды описания квантовых вентилей с учетом 
квантовых шумов. Общие математические ме-
тоды иллюстрируются в разделе 2 результатами 
моделирования важных в практическом отно-
шении вентилей ”Контролируемое-НЕ” (CNOT) 
и “Корень из i-SWAP” (SQiSW). В разделе 3 
рассматривается влияние квантовых шумов на 
точность реализации квантовых алгоритмов. 
Представлены результататы численного анали-
за в приложении к двум важным алгоритмам 
квантовой информатики (квантовое преобразо-
вание Фурье и алгоритм Гровера). Акцент сде-
лан на квантовых системах высокой размерно-
сти, которые доступны для моделирования на 
персональных компьютерах, а также на супер-
компьютере МВС-100 РАН. В разделе 4 пред-
ставлены выводы и результаты работы. 

1. Математический формализм 
описания квантовых вентилей 

Ниже мы ограничимся очень кратким опи-
санием формализма квантовых вычислений  
и квантовых операций, которое необходимо для 
лучшего представления результатов численного 
моделирования. Более подробное описание  

рассматриваемых здесь вопросов можно найти 
в [3, 5, 12, 13]. 

Идеальный квантовый компьютер. Ос-
новным элементом квантового компьютера яв-
ляется квантовый бит (кубит), представляющий 
собой двухуровневую квантовую систему. Так 
же как и классический бит, кубит может нахо-
диться в двух базисных состояниях | 0〉  и |1〉 . 
Однако, в отличие от классической системы, 
кубит может находиться в суперпозиции этих 
состояний 0 1| 0 |1 ,c c〉 + 〉 где ic , 1,0=i - ком-
плексные числа, называемые амплитудами ве-
роятности. Таким образом, состояние кубита 
задается вектором в пространстве C2 (согласно 
принятой в физике терминологии, это двумер-
ное гильбертово пространство). Амплитуды 
имеют вероятностный физический смысл: ве-
роятность обнаружить кубит в состоянии | i〉  
равна 2| | .ic  Важный аспект квантовой механи-
ки, играющий ключевую роль в квантовых вы-
числениях, определяется тем фактом, что со-
стояние двух кубитов принадлежит 
пространству, которое задается тензорным 
произведением однокубитовых пространств  
C2 ⊗ C2. Общий вид такого состояния будет 

00 01 10 11| 00 | 01 |10 |11 .c c c c〉 + 〉 + 〉 + 〉  Анало-
гично, состояние n  кубитов лежит в простран-
стве (C2)⊗n и описывается уже 22 2n −  действи-
тельными числами (два параметра являются 
избыточными в силу нормировки полной веро-
ятности и не имеющей физического смысла 
общей фазы ie ϕ ). Мы видим, что размерность 
пространства растет экспоненциально, поэтому 
даже в идеальном случае для моделирования 
уже небольшого числа кубитов необходимы 
значительные вычислительные ресурсы. 

Аналогом логических элементов классиче-
ских компьютеров в квантовом случае высту-
пают унитарные преобразования состояний. 
Как и в классических вычислениях, практиче-
ски важны преобразования, действующие лишь 
на небольшое число кубитов. Некоторые вен-
тили (gates) имеют классический аналог (на-

пример, 0 1
1 0

NOT
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

), в то время как другие 
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(например, фазовое преобразование 
1 0
0 1

Z
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
) такого аналога не имеют. Но даже 

если некоторое преобразование U  действует 
лишь на несколько кубитов, оно меняет все ам-
плитуды n − кубитового квантового состояния. 
Матрица такого преобразования имеет вид 

,U I⊗  где I - единичная матрица, действую-
щая на незатронутые кубиты. Несмотря на 
большой размер 2 2 ,n n×  такая матрица сильно 
разрежена, что позволяет заметно сокращать 
вычислительные затраты и используемую па-
мять при моделировании.  

Зашумленные квантовые вентили. Рас-
смотренные выше векторы-состояния описы-
вают идеальный случай так называемых чис-
тых состояний. При наличии шумов, 
возникающих вследствие взаимодействия с ок-
ружением, появляется дополнительная стохас-
тическая неопределенность. Теперь состояния 
системы уже не могут быть описаны вектором - 
вместо этого используются так называемые 
матрицы плотности. Матрицей плотности сме-
си квантовых состояний | iψ 〉 , взятых с соот-
ветствующими вероятностями ip  является 

матрица | | .i i i
i

pρ ψ ψ= 〉〈∑  Рассматриваемые 

объекты есть неотрицательно-определенные 
эрмитовы матрицы с единичным следом. Со-
гласно квантовой механике, унитарные преоб-
разования приводят к следующей эволюции: 

†.U Uρ ρ→  Отметим, что переход от векторов 
состояния к матрицам плотности приводит к то-
му, что число параметров, необходимых для хра-
нения состояний, увеличивается квадратично. 

Как и векторы-состояния, унитарные преоб-
разования являются лишь идеализацией. Более 
реалистично преобразования описываются при 
помощи формализма, развитого в теории откры-
тых квантовых систем. По аналогии с форма-
лизмом случайных марковских процессов, с по-
мощью которого обычно описываются ошибки, 
возникающие в классических компьютерах, 
квантовый шум с достаточной для многих при-
ложений точностью также представляет собой 
марковский процесс (только объектом, который 

подвержен эволюции, является не распределение 
вероятностей, а матрица плотности). С матема-
тической точки зрения такой подход ведет к 
концепции вполне положительных преобразова-
ний. Такие преобразования сохраняют положи-
тельность матрицы плотности при действии на 
подсистемы (например, на часть кубитов много-
кубитовой системы). Рассматриваемая концеп-
ция в настоящее время широко признана и хо-
рошо обоснована (Краус [14], Линдблад [15], 
Горини и др. [16], Эванс и Льюис [17] в стати-
стической механике и А.С. Холево [18] в кванто-
вой теории сообщений).  

Важно отметить, что вполне положительные 
отображения могут быть представлены в различ-
ных эквивалентных математических формах. 

1) Операторы Крауса. Квантовая эволюция 
задается операторной суммой 

( ) † ,k k
k

E Eρ ρ= ∑E  где kE - элементы преоб-

разования (так называемые операторы Крауса), 
† .k k

k
E E I=∑  

В пространстве размерности s  операторы 

kE  могут быть представлены матрицами раз-
мерности s s× . В случае унитарного преобра-
зования в операторной сумме имеется всего од-
но слагаемое, задаваемое оператором U . 

2) Расширенная динамика. Неунитарное 
преобразование, действующее в гильбертовом 
пространстве размерности s, можно интерпрети-
ровать как следствие унитарного преобразования 
U  в пространстве более высокой размерности. 
Пусть имеется m операторов преобразования kE  
( mk ,...,1= ). Тогда унитарная матрица U  раз-
мерности msms × может быть представлена в 
следующем блочном виде: 

1 : :
: : : .

: :m

E
U

E

⎛ ⎞
⎜ ⎟= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Унитарная матрица U  описывает взаимо-
действие вспомогательной m - уровневой сис-
темы (среды) с изучаемой физической s - 
уровневой системой. 

Преобразование системы описывается при 
помощи редукции по окружению: 
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( )+⊗→ UUTr EEE  00 ρρ  
3) Изморфизм Чоя-Ямилковского. Каж-

дому квантовому преобразованию можно со-
поставить некоторую матрицу плотности в про-
странстве большей размерности.  

Пусть рассматриваемое квантовое преобразо-
вание Ε  действует на систему A  размерности 
s . Добавим вспомогательную систему B  такой 
же размерности и рассмотрим совместную сис-
тему AB , на вход которой подадим состояние:  

1

1 .
s

j

j j
s =

Φ = ⊗∑  

Здесь первый множитель в тензорном про-
изведении относится к подсистеме B , а второй 
– к подсистеме A . Пусть в подсистеме B осу-
ществляется тождественное преобразование I . 
Тогда в системе AB  будет действовать преоб-
разование ( )EI ⊗ . Преобразованию E  можно 
однозначно сопоставить матрицу плотности 

( )( )χρ = ⊗ Φ ΦI E  - состояние Чоя-Ямил-

ковского.  
Такое представление весьма важно, т.к. дает 

возможность использовать хорошо разработан-
ный аппарат анализа матриц плотности для 
квантовых вентилей. 

4) Матрица эволюции. Пусть входная и 
выходная матрицы плотности inρ  и outρ  вытя-

нуты в столбцы длины 2s . Тогда, в силу ли-
нейности квантовой операции, можно записать: 

,iout nGρρ =  где G - некоторая матрица разме-

ра 2 2 ,s s×  называемая матрицей эволюции   
Важный частный случай представляют со-

бой однородные во времени марковские про-
цессы. Пусть ( )tG Δ – матрица эволюции сис-
темы за время tΔ . Тогда N  шагов такой 
эволюции, т.е. эволюция за время t tN= Δ ,  
будет определяться оператором ( )tG , который 
имеет следующий простой вид: 

( )( ) ( ) .NG t G t= Δ  Такое представление очень 
удобно для моделирования. 

Отметим, что все перечисленные представ-
ления могут быть эффективно пересчитаны 
друг в друга. Различные представления необхо-

димы на различных этапах моделирования: на-
пример, для расчета инфинитезимальной опе-
рации действующей под влиянием некоторой 
модели квантового шума необходимы операто-
ры Крауса или расширенная динамика (в зави-
симости от модели шума). Для расчета эволю-
ции вентиля на фиксированном промежутке 
времени необходима матрица эволюции. Для 
дальнейшего анализа полученной модели вен-
тиля и сравнения с экспериментом широко ис-
пользуются состояния Чоя-Ямилковского. 

Рассмотрим, как растет необходимый для 
моделирования объем памяти. Как можно  
видеть из пунктов 1-4, переход к зашумленным 
вентилям эффективно удваивает число рас-
сматриваемых кубитов. Действительно, кванто-
вые n-кубитовые операции сводятся к состоя-
ниям Чоя-Ямилковского, которые эффективно 
представляют собой 2n-кубитовые матрицы 
плотности, в результате оказывается, что для  
n-кубитового вентиля необходимо оперировать 
примерно с 42 n комплексными параметрами. В 
такой же пропорции, очевидно, растут и вре-
менные вычислительные затраты. 

Отметим также еще один важный вычисли-
тельный аспект: задачи моделирования кванто-
вых вентилей представляют собой задачи ли-
нейной алгебры высокой размерности. Это 
предоставляет хорошие перспективы для ис-
пользования готовых суперкомпьютерных про-
граммных средств (Scalapack, Matlab distributed 
computing и т.п.). Кроме этого, рассматривае-
мые задачи дают широкие возможности для 
разработки различных алгоритмов вычисли-
тельной математики и использования нестан-
дартных методов оптимизации. 

2. Анализ точности квантовых  
операций и схем  

Как говорилось во введении, для  успешного 
развития квантовых информационных техноло-
гий критически важна точность квантовых опе-
раций. В связи с этим встает задача моделирова-
ния квантовых вентилей и схем с учетом 
различных моделей квантового шума и дальней-
шим анализом точности. Одним из удобных спо-
собов является визуальный анализ графического 
представления матрицы Чоя-Ямилковского.  
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Далее рассматриваются различные типы кван-
товых шумов (деполяризующий шум, амплитуд-
ная и фазовая релаксация), а также результаты 
моделирования некоторых важных квантовых 
вентилей под влиянием данных шумов. 

2.1.Модели квантовых шумов 

Деполяризующий шум 
Квантовое преобразование в условиях депо-

ляризующего квантового шума действует на 
матрицу плотности ρ  размерности ss × сле-
дующим образом: 

( ) †1 .pI p U U
s

ρ ρ→ + −  

Здесь I  – единичная матрица размерности 
ss × . С вероятностью p  происходит замена 

исходного состояния на совершенно хаотичное, 
а с вероятностью p−1  осуществляется уни-
тарное преобразование с помощью матрицы U , 
отвечающей заданному вентилю. 
Амплитудная и фазовая релаксация  
Начнем с рассмотрения простейшего, но 

очень важного случая чистой дефазировки. 
Операторы Крауса для чистой дефазировки 

есть: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
γ−

=
10
01

0E , 1

0 0
.

0
E

γ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Произвольная матрица плотности 

1in

a b
b a

ρ ∗

⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠
, где a - некоторое действи-

тельное число, а b - некоторое комплексное 
число,  под действием такого преобразования 

перейдет в 1
.

1 1
out

a b

b a

γ
ρ

γ∗

⎛ ⎞−
= ⎜ ⎟⎜ ⎟− −⎝ ⎠

 

Мы видим, что чистая дефазировка не при-
водит к изменению диагональных элементов 
матрицы плотности, которые описывают насе-
ленности энергетических уровней.  

Исторически одним из первых процессов, в 
котором была подробно изучена дефазировка 
квантовых состояний, была спин-спиновая ре-
лаксация ядерных спинов. Опыты с ядерными 
спинами и другими физическими системами 
показывают, что недиагональные элементы, ха-
рактеризующие когерентность, убывают, как 

правило, экспоненциально во времени. Этот 
факт делает естественной следующую парамет-
ризацию: 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−=γ− pureT

t

2

exp1 , 
2

21 exp .pure

t
T

γ
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Здесь введенный параметр времени pureT2  
характеризует чистую дефазировку. 

Следующим важным процессом является так 
называемая амплитудная релаксация. Операто-
ры Крауса в этом случае имеют вид: 

0

1 0
,

0 1
E

γ
⎛ ⎞

= ⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠
 1

0 .
0 0

E γ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Параметр γ  определяет вероятность релак-
сации (скачка), связанного с переходом из воз-
бужденного состояния 1  в основное состоя-
ние 0 . Мы предполагаем, что конечным 
итогом амплитудной релаксации является со-
стояние 0 . 

Пусть снова ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=ρ ∗ ab
ba

in 1
, тогда 

( )
( )( )

1 1
.

1 1 1
out

a a b

b a

γ γ
ρ

γ γ∗

⎛ ⎞+ − −
⎜ ⎟=
⎜ ⎟− − −⎝ ⎠

  

Мы видим, что амплитудная релаксация за-
трагивает как диагональные, так и недиагональ-
ные элементы. Заметим попутно, что в общем 
случае нельзя обеспечить затухание населенно-
сти верхнего уровня без изменения когерентно-
сти – это привело бы к потере положительной 
определенности матрицы плотности.  

Введем параметр времени T1, характери-
зующий экспоненциальную во времени  релак-
сацию верхнего уровня 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=γ

1
exp1

T
t , 

1

1 exp .
2
t
T

γ
⎛ ⎞

− = −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

Отметим некоторое отличие представлен-
ных формул от аналогичных формул для чис-
той дефазировки. Время T1 параметризует ско-
рость релаксации диагональных элементов 
матрицы плотности, при этом скорость релак-
сации недиагональных элементов оказывается 
вдвое ниже.  
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Нетрудно заметить, что одновременное дей-
ствие двух рассмотренных выше процессов 
приведет к следующему результату: 

( )

( )

1 2

2 1

1 1 exp exp
.

exp 1 exp
out

t ta b
T T

t tb a
T T

ρ
∗

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 

Здесь мы ввели новый параметр T2 такой, 
что 

2 2 1

1 1 1 .
2pureT T T

= +  

Из этого определения получаем, что всегда 
должно выполняться неравенство: 

2 12 .T T≤  

При моделировании необходимо учитывать, 
что процессы релаксации действуют одновре-
менно с гамильтоновой эволюцией. В связи с 
этим целесообразно представление релаксации в 
формализме расширенной унитарной динамики. 

Гамильтонианы для моделирования ампли-
тудной и фазовой релаксации, описывающие 
взаимодействие физического кубита с фиктив-
ным вспомогательным кубитом, имитирующим 
окружение, есть, соответственно:  

( )++ ⊗⊗= ab-abiH ampl , 

( ) aabb ++ ⊗+=phaseH . 

Здесь a , +a , b , +b  – операторы уничтоже-
ния и рождения для основного и вспомогатель-

ного кубитов соответственно, ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
10

a , 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+

01
00

a , и аналогично для b , +b . 

2.2. Результаты моделирования 

Вентиль CNOT 
В качестве первого примера на Рис. 1 пред-

ставлен идеальный и зашумленный (под дейст-
вием деполяризующего шума, а также ампли-
тудной и фазовой релаксации) вентиль CNOT 
(controlled-NOT), который меняет состояние 
второго кубита в зависимости от состояния 
первого | | | .:| i iCNOT i j j〉 〉 → 〉 ⊕ 〉  Гамильто-
ниан, осуществляющий это преобразование за 
время t = 1, имеет вид  

0 0 0 0
0 0 0 0

.
0 0 / 2 / 2
0 0 / 2 / 2

CNOTH
π π
π π

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟−
⎜ ⎟−⎝ ⎠

 

Вентиль SQiSW  
Преобразование SQiSW (квадратный корень 

из i-SWAP) непосредственно возникает в ре-
зультате емкостной связи сверхпроводниковых 
кубитов [19-21] 

( )( )011010012/int += gH h , 
где g – константа взаимодействия. 

Отметим, что рассматриваемый гамильтони-
ан отвечает XY - модели обменного взаимо-
действия Гейзенберга. 

 
  а) б) в)  

Рис. 1. Состояние Чоя;Ямилковского (хи;матрица) вентиля CNOT 

а) идеальный случай отсутствия шума; б) деполяризующий квантовый шум (p=0,6)); 
в) амплитудная и фазовая релаксация с параметрами T1=5 и T2=3 (время операции выбрано за единицу) 
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Эволюция системы задается посредством 
следующей унитарной матрицы: 

( ) ( )
( ) ( )int

1 0 0 0
0 cos / 2 sin / 2 0

.
0 sin / 2 cos / 2 0
0 0 0 1

gt i gt
U

i gt gt

⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 

Пи-импульс, удовлетворяющий условию 
π=gt , обеспечивает обмен (i-swap): 

1001 i−→ , 0110 i−→ . Импульс вдвое 
меньшей длительности, когда 2/π=gt , обес-
печивает искомую операцию SQiSW.  

Результаты моделирования приведены на 
Рис. 2. Время амплитудной релаксации равно 
T1 = 3, а время фазовой релаксации равно 
T2 = 1.5. В качестве единицы времени снова 
выбрано время выполнения операции.  

3. Моделирование квантовых  
алгоритмов 

В настоящем разделе рассматривается моде-
лирование зашумленного квантового преобра-
зования Фурье и квантового алгоритма Грове-

ра. Учитывая, что моделирование на уровне 
квантовых преобразований увеличивает экспо-
ненциальную степень размерности в четыре 
раза, для работы с многими кубитами было 
проведено моделирование на уровне векторов-
состояний с простыми моделями шума. 

Основной трудностью подобного моделиро-
вания является экспоненциальный рост размер-
ности в зависимости от числа кубитов. Так, для 
моделирования всего лишь 50 кубитов необхо-
димо работать с векторами из 250 комплексных 
чисел; при использовании чисел с одинарной 
точностью для хранения такого вектора потре-
буется 18.014.398.509.481.984 байт. 

На современных персональных компьюте-
рах, используя оперативную память, можно 
моделировать примерно 30 кубитов. Так, в ра-
боте [22] реализовано моделирование схем с 32 
кубитами при 16Gb оперативной памяти. Ис-
пользование суперкомпьютеров позволяет уве-
личить число моделируемых кубитов примерно 
до 40. Например, в Германии на суперкомпью-
тере Jugene [23] проведена симуляция работы 
42-кубитного квантового компьютера, а в Рос-
сии на суперкомпьютере «Ломоносов» реали-

a) б)  

 
в) 

Рис. 2. Состояние Чоя;Ямилковского (хи;матрица) вентиля SQiSW 

а) идеальный случай; б) случай деполяризующего квантового шума (p=0,5);  
в) хи;матрица в условиях амплитудной и фазовой релаксации 
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зованы 39 кубитов [24]. В работе [25] представ-
лено моделирование 37-кубитных схем со ско-
ростью одна квантовая операция за 10 сек. Из-
вестна библиотека QCMPI [26], способная 
моделировать некоторые квантовые вентили и 
схемы на кластере. Библиотека основана на 
технологии MPI. 

3.1. Алгоритм Шора  
и квантовое преобразование Фурье 

Квантовое преобразование Фурье является 
квантовым аналогом дискретного преобразова-
ния Фурье. Оно играет ключевую роль в алго-
ритме Шора [27], который позволяет разложить 
число на простые множители экспоненциально 
быстрее по сравнению с известными классиче-
скими аналогами. Так наилучший известный 
классический алгоритм решета числового поля 
решает задачу за время порядка 

( ) ( )( )( )2/31/3 1/3[exp 64 / 9 ln ],O n n  а алгоритм 

Шора за O(n2ln ( )n ln ( )ln ( )n ) (здесь n - двоич-
ная длина раскладываемого числа).  

Помимо алгоритма Шора квантовое преоб-
разование Фурье играет ключевую роль в еще 
одном важнейшем классе квантовых алгорит-
мов, а именно в алгоритмах моделирования 
квантовых систем [28]. 

Опишем само преобразование. На базисных 
состояниях оно действует следующим образом:  

1

0

1 2( ) | ,|
N

QFT

k

i jkj exp k
NN
π−

=

〉 ⎯⎯⎯→ 〉∑  

где N=2n, n – число кубитов. 
Оказывается, что на амплитудах состояния 

производится стандартное дискретное преобра-
зование Фурье. Такое преобразование можно 
реализовать квантовой схемой (Рис. 3), тре-
бующей всего лишь 2( )logO N  шагов, в то 
время как классическое быстрое преобразова-
ние Фурье требует g( )loO N N . 

В схеме используется преобразование  

Адамара 1 1
1 / 2

1 1
H ⎛ ⎞= ⎜ ⎟−⎝ ⎠

 и контролируемый 

поворот фазы: поворот 
1 0

20 ( )
2

k
k

R iexp π
⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 

производится на управляемом кубите при усло-
вии, что управляющий кубит находится в со-
стоянии 1  (управляющий кубит на схеме обо-
значается жирной точкой, связь между кубитами 
указывается соответствующей линией). 

3.2. Зашумление квантовых вентилей 

В работе было проведено моделирование не 
только идеальных, но и зашумленных кванто-
вых алгоритмов. Для вентилей были выбраны 
следующие модели шума.  

Зашумленный вентиль Адамара:  

( ), ( ) ,e

cos sin
H HU U

sin cos
θ θ

θ θ
θ θ

⎛ ⎞= = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

· , ~ (0,1).e Nθ ξ ξ=
 

Здесь e - уровень ошибки, N(0,1) – нормаль-
ная случайная величина с нулевым средним и 
единичной дисперсией.  

Зашумленное фазовое преобразование 
1 0

.20 ( · )
2

ke
k

R iexp eπ ξ

⎛ ⎞
⎜ ⎟=
⎜ ⎟+
⎝ ⎠

  

Начальные векторы состояний выбирались 
случайными. Действительные и мнимые части 
всех амплитуд вероятности представляли  
собой независимые нормальные случайные  
величины с нулевыми средними и одинаковы-
ми дисперсиями. 

На Рис. 4. представлены результаты числен-
ных экспериментов, нацеленных на оценку 
влияния квантовых шумов на точность реали-
зации квантового алгоритма Фурье. В качестве 
меры точности выбрана так называемая вероят-
ность совпадения F (Fidelity) между идеальным 

idealс  и зашумленным noiseс  векторами 
состояния. Рассматриваемая величина может 

Рис. 3. Схема квантового преобразования Фурье 
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быть вычислена как квадрат модуля скалярного 
произведения соответствующих векторов: 

2| || .noise idealc cF 〉= 〈  
В условиях нулевого шума вероятность сов-

падения равна единице (F=1). В качестве меры 
потери точности естественно выбрать величину 
1−F. Для всех представленных на Рис. 4 случа-
ев уровень шума e=0.01. Для алгоритмов с чис-
лом кубитов от 5 до 25 было выполнено по 300 
численных экспериментов (гистограммы), для 
случая 29 кубитов – 142 эксперимента, для 32 
кубитов – 25 экспериментов, кривые представ-
ляют собой гауссову аппроксимацию. Итого-
вые статистические характеристики представ-
лены в Табл. 1.  

Результаты этих и других численных экспе-
риментов суммированы на Рис. 5. Здесь пред-
ставлена зависимость средней точности реали-
зации квантового алгоритма Фурье от числа 
кубитов для уровня шума e=0.01. Для различ-

ного числа кубитов в квантовой схеме фактиче-
ски было выполнено различное число числен-
ных экспериментов. Данные очень хорошо 
аппроксимируются параболической регресси-
онной зависимостью, которая была построена 
взвешенным методом наименьших квадратов.  

3.3. Моделирование на суперкомпьютере 
МВС(100К РАН 

Программа моделирования квантового пре-
образования Фурье была реализована для ком-
пьютера МВС-100К Российской академии наук. 
Реализация использует стандартную библиоте-
ку обмена сообщениями MPI версии 1.1.  
Особенностью реализации является накопление 

Рис. 4. Распределение потерь точности 1; F для алгоритма квантового преобразования Фурье  
с различным числом кубитов 

Табл. 1: Результаты моделирования зашумленного  
квантового преобразования Фурье 

Число кубитов Средние потери Стандартное  
отклонение 

5 0.000653 0.000325 
10 0.00182 0.000519 
20 0.00550 0.000896 
25 0.00814 0.00123 
29 0.01050 0.00133 
32 0.0126 0.00164 

Рис. 5. Зависимость точности QFT от числа кубит 
Уровень шума e=0.01 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ Ю.И. Богданов и др. 

12 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 3/2013 

результатов вычислений в узлах суперкомпью-
тера с дальнейшей их массовой отправкой не-
обходимым процессорам, что позволяет бо-
роться с латентностью обращения. Однако, 
активное использование данных заметно сказы-
вается на скорости вычислений из-за ограни-
ченности пропускной способности. 

В Таб. 2 и Таб. 3 приведены данные о вре-
мени моделирования.  

3.4. Моделирование алгоритма Гровера 

Алгоритм Гровера, предложенный в 1996 
году [29], позволяет c существенным ускорени-
ем решать переборные задачи. Пусть имеется 
булева функция }{ }{ 1,01,0: →nf , такая, что 

( ) 1=xf  для искомого решения и ( ) 0=xf  
для всех остальных x . Очевидно, что класси-

ческий алгоритм находит решение за O(2n) об-
ращений к функции f. Алгоритм Гровера по-
зволяет решить задачу за /2(2 )nO , т.е. корень 
квадратный из классического времени. Важно 
отметить, что для работы алгоритма Гровера 

необходим так называемый квантовый оракул, 
переводящий базисное квантовое состояние 
x  в ( ) ( ) xxf1− . Несложно показать, что та-
кой оракул может быть создан в виде квантовой 
схемы, для любой булевой функции, заданной в 
виде схемы из функциональных элементов. В 
данной работе при моделировании алгоритма 
Гровера зашумлялись только элементы Адама-
ра, остальная часть схемы предполагалась иде-
альной. 

На Рис. 6 представлены результаты числен-
ного моделирования алгоритма квантового по-
иска Гровера. Представлена зависимость веро-
ятности правильного решения по поиску 
искомого элемента в неструктурированной базе 
данных от числа итераций. Заметим, что иде-
альная реализация алгоритма Гровера, характе-
ризуемая нулевым уровнем шума, обеспечивает 
вероятность угадывания, практически равную 
единице. Наличие шума приводит к тому, что 
рассматриваемая вероятность становится слу-
чайной величиной, существенно отличающейся 
от единицы. Так, для 30 численных экспери-

Табл. 2. Скорость моделирования 
квантового преобразования Фурье  

на суперкомпьютере МВС;100К 

Число  
кубитов 

Время выполнения, 
секунд 

Число  
процессоров

24 29 4 
25 50.5 8 
26 74 16 
27 119 32 
28 214 64 
29 412 128 
32 3460 128  

Табл. 3. Время выполнения 28;кубитного зашумленного 
квантового преобразования Фурье  

в зависимости от числа процессоров 

Число 
 процессоров 

Время  
выполнения,  

секунд 
16 333 
32 252 
64 214 

128 166 
256 68  

   
 а) б) 

Рис. 6. Моделирование алгоритма Гровера 

 а) 12 кубит, e=0.01, 30 численных реализаций, б) 25 кубит, e=0.001, одна численная реализация 
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ментов для 12 кубитового алгоритма с уровнем 
ошибки e=0.01 (Рис. 6а) соответствующая веро-
ятность варьируется в диапазоне от 0.81 до 
0.93. Заметим, что искомая вероятность быстро 
падает с увеличение числа кубитов в квантовой 
схеме. Например, уровень шума e=0.01 делает 
практически бесполезной реализацию алгорит-
ма Гровера для 25 кубитов. В этом случае уро-
вень шума должен быть снижен на порядок. На 
Рис. 6б представлена одна реализация для 25- 
кубитовой квантовой схемы с уровнем шума 
e=0.001, соответствующая вероятность пра-
вильного решения составила 0.82. Заметим, что 
реализация одной итерации Гровера проще, чем 
реализация квантового алгоритма Фурье, одна-
ко для решения задачи требуется большое  

число таких реализаций (порядка 2 ,n  где  
n – число кубитов в квантовой схеме). 

Заключение 

Сформулируем кратко основные выводы и 
результаты настоящей работы. 

Рассмотрены методы моделирования эле-
ментной базы квантовых компьютеров с учетом 
влияния квантовых шумов.  

Выполнено моделирование важных в прак-
тическом отношении вентилей ”Контролируе-
мое-НЕ” (CNOT) и “Корень из i-SWAP” 
(SQiSW). Рассмотрены процессы декогеренти-
зации под действием деполяризующего шума, а 
также амплитудной и фазовой релаксации. 

Представлены результаты моделирования 
многокубитового квантового преобразования 
Фурье и алгоритма Гровера, полученные с ис-
пользованием персональных компьютеров и 
суперкомпьютера МВС-100К РАН. 

Авторы выражают благодарность Межве-
домственному Суперкомпьютерному Центру 
(МСЦ) РАН за предоставленные вычислитель-
ные ресурсы. 
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