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Аннотация. В статье рассматривается аналитическая приближенная сетевая модель системы реального време-
ни, содержащая узлы с параллельным выполнением разделенных на потоки процессов. Оценка времени вы-
полнения процессов в параллельных узлах осуществляется с помощью методов порядковых статистик, исполь-
зование которых позволило расширить существующие схемы расчета показателей производительности 
сетевых моделей. Расчет сетей, содержащих параллельные узлы, производился методом анализа средних зна-
чений (MVA). Применение разработанной схемы расчета сетевых моделей вычислительных систем иллюстри-
руется конкретными примерами. 
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Введение 

На различных стадиях жизненного цикла 
вычислительных систем (ВС) реального време-
ни возникают потребности в анализе характе-
ристик динамики процессов их работы, оценке 
времени ответа на поступающие запросы и оп-
ределении возможных «узких мест». Механиз-
мы планирования выполнения процессов таких 
систем весьма разнообразны [1, 2].Для анализа 
принимаемых решений по организации вычис-
лительного процесса в подобных системах час-
то используются два аналитических инстру-
мента: модели систем и сетей массового 
обслуживания (СМО и СеМО) и стохастиче-
ские сети Петри (ССП) [3-10]. В статье рас-
сматривается первый подход к моделированию 
вычислительных систем реального времени, 
обеспечивающий оценку усредненных показа-
телей их функционирования. Применение Се-
МО как инструмента анализа и обоснования 

принимаемых решений по выбору архитектуры 
и организации вычислительного процесса 
обычно позволяет освободиться от второсте-
пенных не значимых для конкретного исследо-
вания факторов и сконцентрировать свое вни-
мание на ключевых особенностях динамики 
протекающих процессов.  

Часто используемыми подходами к оценке 
показателей работы ВС, представленных Се-
МО, являются точные и приближенные анали-
тические алгоритмы расчета СеМО [4, 6, 8] и 
имитационные модели [11, 12]. Применение 
имитационного моделирования для решения 
указанных задач вполне приемлемо, а часто и 
единственно возможно, однако обычно это ве-
дет к трудоемким процессам подготовки ис-
ходных данных и требует значительных затрат 
времени на проведение экспериментов.  

Широкое распространение в практике ана-
литических расчетов СеМО приобрел метод 
анализа средних величин (MVA). На основе ре-
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зультатов [13] получено множество точных и 
приближенных методов расчета СеМО, бази-
рующихся на указанном методе [4, 7, 14, 15]. 
Итерационные процедуры данного метода 
строятся на двух ключевых положениях: 

1. стационарные вероятности состояния сети 
в момент поступления запроса в узел ݅совпада-
ет со стационарным состоянием сети без этого 
запроса для произвольного момента времени; 

2. на формуле Литтла [7, 13]. Одной из осо-
бенностей ВС, требовавшей развития специаль-
ных методов оценок, позволяющих использовать 
алгоритмы MVA, является параллельное выпол-
нение потоков работ в процессорных узлах сети 
[17-21]. Настоящий этап развития компьютеров в 
части повышения их производительности видит-
ся в использовании многоядерных процессоров и 
параллельного выполнения процессов. В то же 
время применение моделей ВС и методов их рас-
чета, содержащих узлы с параллельным выпол-
нением процессов при ограниченном числе ядер, 
в ряде случаев нуждается в особых подходах к 
расчету показателей производительности. Так, 
требования реального времени в некоторых сис-
темах накладывает известные ограничения на со-
ответствующие процессы и используемые ими 
ресурсы. Например, закрепление за такими про-
цессами ядер процессора или страниц основной 
памяти существенно сужает возможности влия-
ния на них других процессов. Более того, сущест-
вующий тренд в развитии и использовании памя-
ти способствует уменьшению или даже 
устранению блокировок выполнения процессов 
из-за обращений к внешней памяти с механиче-
скими задержками в доступе к информации [22]. 
Существуют и другие примеры систем, в которых 
необходима оценка общего времени параллельно 
выполняемых работ. Так, при известных ограни-
чениях подобные ситуации возникают при моде-
лировании времени выполнения запросов файло-
вой системой, наборы данных в которой 
разнесены по нескольким внешним накопителям, 
или при рассмотрении сети с коммутацией паке-
тов, когда разделенное на пакеты сообщение пе-
редается параллельно по сети передачи данных и 
требуется определить время передачи сообщения 
в целом и т.д.  

Для оценки времени выполнения процесса, 
разделенного на потоки, при ограниченном 

числе ядер процессора нами в статье разрабо-
тана схема расчета, базирующаяся на методе 
порядковых статистик. В результате получены 
выражения для вероятностных распределений 
времени выполнения процессов в соответст-
вующих узлах, а использование оценок средних 
характеристик дало возможность применить 
для расчета сетей массового обслуживания с 
параллельным выполнением потоков работ ал-
горитмы MVA.  

1. Вероятностное распределение 
времени выполнения процесса 
на многоядерном процессоре 

Пусть узел сети, состоящий из процессора с 
N ядрами, выполняет процесс, представленный 
в виде L потоков работ. Рассмотрим два случая:  

А) случай, когда число потоков процесса, 
выполняемых параллельно, совпадает с числом 
ядер (ܮ ൌ ܰሻ;  

Б) случай, когда число протоков процесса 
превышает число ядер (ܮ ൐ ܰ).  

А. Упрощенная схема модели для первого 
случая (ܮ ൌ  ܰ) приведена на Рис.1. Переходы ݐଵ и ݐଶ блокируют выполнение новых процес-
сов до полного завершения процесса, принято-
го к обслуживанию. Другие поступившие про-
цессы ожидают в очереди к переходу ݐଵ. 

Считаем, что время выполнения каждого по-
тока является непрерывной независимой слу-
чайной величиной Хiсо своей функцией распре-
деления (ФР) ܨ௜ሺݐሻ ൌ ܲሺ ௜ܺ ൑  ሻ и плотностьюݐ
(ПР) ௜݂ሺݐሻ, ݅ ൌ 1, ܰ, ݐ ൌ 0,∞. Так как все потоки 
при запуске процесса начинают выполняться 
одновременно, то моменты завершения каждо-
го из них совпадают с Xi. Расположив случай-
ные моменты времен завершения потоков работ 
в порядке возрастания, получим следующую 
упорядоченную последовательность: ଵܺ:ே, ܺଶ:ே, … , ܺே:ே,  где ଵܺ:ே ൑ ܺଶ:ே ൑ ڮ ൑ ܺே:ே. 
Xi:N, 1 ൑ ݅ ൑ ܰ, ݅  называют ݅-ой порядковой 
статистикой выборки X1,X2,…,XN. В общем слу-
чае (при N потоках) плотность распределения 
вероятностей времени ܺ௥:ே , r = 1,2,…,N, выра-
жается через исходные функции и плотности 
распределения отдельных потоков следующим 
образом [23-25].  
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௥݂:ேሺݐሻ ൌ 1ሺݎ െ 1ሻ! ሺܰ െ !ሻݎ ௥ሻܣሺݎ݁݌ ൌ  
= ଵሺ௥ିଵሻ!ሺேି௥ሻ! ∑ ሻݐ௜భሺܨ … . ௜ೝషభܨ ௥݂ሺݐሻ௉ ൈ ൈ ൣ1 െ ሻ൧ݐ௜ೝశభሺܨ … ሾ1 െ  ሻሿ, (1)ݐ௜ಿሺܨ
 

где Per Ar – перманент матрицы Аr; 

௥ܣ ൌ ቌ ሻ1ݐሻଵ݂ሺݐଵሺܨ െ ሻݐଵሺܨ ሻ1ݐሻଶ݂ሺݐଶሺܨ െ ………ሻݐଶሺܨ ሻ1ݐሻே݂ሺݐேሺܨ െ ሻቍݐேሺܨ ሽ ݎ െ 1ሽ 1ሽ ܰ െ  (2) ݎ

} i - обозначает i совпадающих строк матрицы; ∑ െ௉ обозначает сумму всех N! перестановок ሺ݅ଵ, ݅ଶ, … , ݅ேሻ для (1,2,…,N). 
Вычисление перманента представляет собой 

трудоемкую операцию. Для квадратной матри-
цы А перманент может быть рассчитан по сле-
дующей формуле [26] ݎ݁݌ሺܣሻ ൌ ܵሺܣሻ െ ∑ ܵሺܣଵሻ ൅ ∑ ܵሺܣଶሻ െ ڮ ൅ሺെ1ሻேିଵ ∑ ܵሺܣேିଵሻ, (3) 

где Ai – матрица А, в которой элементы столбца ݅ заменены нулями; 
S(A) –произведение сумм строк матрицы А; ∑ ܵ൫ܣ௜൯- сумма по всем столбцам произведений 
суммарных строк матрицы Ai. 

Применяя перманент, можно определить 
также функции распределения порядковых ста-
тистик 

௥:ேܨ ൌ ෍ 1ሺܰ െ 1ሻ! ௥௞ሻேܤሺݎ݁݌
௞ୀଵ ൌ ൌ  ∑ ଵ௜!ሺேି௜ሻ! ∑ ሻݐ௞భሺܨ …௉ே௜ୀ௥ ሻൣ1ݐ௞೔ሺܨ െ ሻ൧ݐ௞೔శభሺܨ …  ൣ1 െ ௥௞ܤ ሻ൧  (4) гдеݐ௞ಿሺܨ ൌ ൬ ሻݐଵሺܨ … ሻ1ݐேሺܨ െ ሻݐଵሺܨ … 1 െ ሻ൰ݐேሺܨ ሽ݇ሽܰ െ ݇. (5) 

 
Выражения (1) и (4) позволяют оценить рас-
пределения времени выполнения процессов с 
любым конечным числом одновременно вы-
полняемых потоков.  

Для обеспечения большей прозрачности 
рассмотрим технику использования порядко-
вых статистик в решении рассматриваемой  
задачи на примере двухядерного процессора  
и процесса, представленного двумя потоками 
работ с ФРܨଵሺݐሻиܨଶሺݐሻ и ПР ଵ݂ሺݐሻи ଶ݂ሺݐሻ. Пере-
ход к случаю с N потоками и соответствующим 
количеством ядер может быть произведен по 
аналогичной схеме, с помощью общих выраже-
ний (1) и (4).  

Введем квадратные матрицы для определе-
ния распределения интервалов времени от на-
чала выполнения до первого и второго момен-
тов завершения выполняемых потоков: ܣଵሺݐሻ ൌ  ൬ ଵ݂ሺݐሻ ଶ݂ሺݐሻ1 െ ሻݐଵ ሺܨ 1 െ  ሻ൰ݐଶሺܨ

для r=1, ܣଶሺݐሻ ൌ  ൬ܨଵሺݐሻ ሻݐሻଵ݂ሺݐଶሺܨ ଶ݂ሺݐሻ൰ 

для ݎ ൌ 2. 
Используя (1) и воспользовавшись форму-

лой (3), найдем выражения для плотности рас-
пределения времени до завершения одного и 
другого потоков. ПР интервалов времени до 
первого и второго моментов завершения вы-
полнения потоков определяются следующим 
образом: ଵ݂:ଶሺݐሻ ൌ ଵሻܣሺݎ݁݌ ൌ 
= ൣ൫ ଵ݂ሺݐሻ ൅ ଶ݂ሺݐሻ൯൧ሾሺ1 െ ሻሻݐଵሺܨ ൅ ሺ1 െ ሻሿݐଶሺܨ െ െ ଵ݂ሺݐሻ൫1 െ ሻ൯ݐଵሺܨ െ ଶ݂ሺݐሻ(1 െ ሻሻݐଶሺܨ ൌ ൌ  ଵ݂ሺݐሻ൫1 െ ሻ൯ݐଶሺܨ ൅ ଶ݂ሺݐሻ(1 െ ݐ   ,ሻሻݐଵሺܨ ൒ 0. 

(6) 

 
Рис.1. Многопоточное выполнение процесса 
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ଶ݂:ଶሺݐሻ  ൌ per(A2) = 
ሻݐଵ ሺܨ) ൅ ሻሻ൫ݐଶሺܨ ଵ݂ሺݐሻ ൅ ଶ݂ሺݐሻ൯ െ ሺܨଵሺݐሻ ଵ݂ሺݐሻ ൅ ൅ ܨଶሺݐሻ ଶ݂ሺݐሻሻ = ଵ݂ሺݐሻܨଶሺݐሻ ൅ ଶ݂ሺݐሻܨଵሺݐሻ,   ݐ ൒ 0.  (7) 

Понятно, что для случая с двумя потоками 
выражения для плотностей порядковых стати-
стик могут быть выписаны напрямую без ис-
пользования перманента. Отметим, что приве-
денная процедура расчета распределений 
сохраняется и в случае дискретных случайных 
величин. Процедуры и примеры поиска дис-
кретных распределений случайных величин 
приведены в [25] для параллельно выполняе-
мых работ проектов. 

На практике при аналитическом исследова-
нии систем в качестве исходных законов рас-
пределения времен выполнения каких-либо  
работ часто используют экспоненциальные 
распределения в непрерывном случае и геомет-
рические распределения - в дискретном. Это 
позволяет получить явные компактные форму-
лы для распределений и их моментов. Рассмот-
рим эти случаи на двух упрощенных примерах. 

Пример 1. Экспоненциальное время выпол-
нения потоков ሺܨ௜ሺݐሻ ൌ 1 െ ݁ିఓ೔௧, ݅ ൌ 1,2). Ис-
пользуя (7), выпишем следующие выражения 
для распределения времени выполнения про-
цесса. 

ଶ݂:ଶሺݐሻ ൌ ଵߤଶ݁ିఓమ௧-(ሺߤ+ଵ݁ିఓభ௧ߤ  ൅  .ଶሻ݁ିሺఓభାఓమሻ௧ߤ

Если ߤଵ ൌ ଶߤ ൌ ሻݐто ଶ݂:ଶሺ ,ߤ ൌ ݂ሺݐሻ כ ሻݐሺܨ ൌ2ି݁ߤఓ௧ሺ1 െ ݁ିఓ௧). 

Моменты времени выполнения процесса оп-
ределим, используя преобразование Лапласа 
плотности распределения ଶ݂:ଶሺݐሻ. መ݂ଶ:ଶሺݏሻ ൌ ׬ ݁ି௦௧∞଴ ଶ݂:ଶሺݐሻ݀ݐ ൌ ఓభ௦ାఓభ ൅ ఓమ௦ାఓమ െ ఓభାఓమ௦ାఓభାఓమ.(8) 

Теперь стандартным образом можно полу-
чить явные выражения для среднего времени 
 ଶ:ଶሻ и среднего квадратического отклоненияߠ)
ଶ:ଶߠ  :ଶ:ଶሻ времени выполнения процессаߪ) ൌ െ ௗௗ௦ መ݂ଶ:ଶሺݏሻ|௦ୀ଴ ൌ ଵఓభ ൅ ଵఓమ െ ଵఓభାఓమ . (9) 

Второй начальный момент определяется так ߬ሺଶሻଶ:ଶ ൌ ௗమௗ௦మ መ݂ଶ:ଶሺݏሻ|௦ୀ଴= ଶఓభమ ൅ ଶఓమమ െ ଶሺఓభାఓమሻమ. 

Тогда среднее квадратичное отклонение 
(с.к.о.) (ߪଶ:ଶሻ определяется стандартным образом ߪଶ:ଶ ൌ  ට߬ሺଶሻଶ:ଶ െ ሺߠଶ:ଶሻଶ. (10) 

Пример 2. Геометрическое распределение 
для двух ядер процессора (N=2). Пусть времена 
выполнения отдельных потоков (X1 и X2) при-
нимают дискретные значения на множестве  
t = 1,2,… с распределениями ௜݂ሺݐሻ ൌ ௜݌ ,௜݌௜௧ିଵݍ ൅ ௜ݍ ൌ 1, ݅ ൌ 1,2. Тогда ПР длительности вы-
полнения процесса будет иметь следующий 
вид: ଶ݂:ଶሺݐሻ ൌ ሻݐଶሺܨଵ݌ଵ௧ିଵݍ ൅ ݐଵሺܨଶ݌ଶ௧ିଵݍ െ 1ሻ ൌ ൌ ଵሺ1݌ଵ௧ିଵݍ െ ଶ௧ሻݍ ൅ ଶሺ1݌ଶ௧ିଵݍ െ  ,ଵ௧ିଵሻݍ

где ܨ௜ሺݐሻ ൌ ሺ1 െ  . …,௜௧ሻ, i=1,2;t = 1,2ݍ
Выпишем для ଶ݂:ଶሺݐሻ производящую функ-

цию и определим моменты подобно экспонен-
циальному случаю: መ݂ଶ:ଶሺݖሻ ൌ ሻݖሺܩݖ ൌ ሾݖ ௣భଵି௤భ௭ ൅ ௣మଵି௤మ௭ െ ௣భ௤మା௣మଵି௤భ௤మ௭ሿ, |ݖ| ൑ 1,  (11) ߬ଶ:ଶ ൌ ሻ|௭ୀଵݖሺܩ െ ௗௗ௭ ሻ|௭ୀଵݖሺܩ ൌ 1 ൅ ௤భ௣భ ൅ ௤మ௣మ െ௤భ௤మሺ௣భ௤మା௣మሻሺଵି௤భ௤మሻమ . 

Используя (11), можно найти явное выраже-
ние для с.к.о. времени выполнения процесса. 

Аналогичным образом поступают в случае 
большего количества ядер и потоков и произ-
вольных законов распределения времени вы-
полнения потоков.  

Б. Более интересный для практики, но и бо-
лее сложный случай возникает, когда количест-
во ядер процессора меньше одновременно вы-
полняемых потоков и требуется определить 
распределение полного времени выполнения 
процесса до начала обслуживания других про-
цессов. Рассмотрим процессор с N ядрами, вы-
полняющий процесс, состоящий из L потоков 
(L>N). Предполагается, что последовательность 
поступления потоков на процессор упорядоче-
на – в начальный момент времени процессор 
выполняет N первых потоков, затем, после за-
вершения выполнения одного из них и освобо-
ждения ядра, из очереди выбирается следую-
щий поток и т.д. (Рис.2). Для данного варианта 
поиск функций и плотностей распределений 



ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ В.Г Литвин и др. 

20 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 2/2014 

времени выполнения процесса существенно ус-
ложняется даже при экспоненциальных пред-
положениях распределений времени выполне-
ния потоков (ܨ௜ሺݐሻ ൌ 1 െ ݁ିఓ೔௧, ݅ ൌ 1,  .ሻܮ

Будем проводить анализ одновременного 
выполнения потоков на специально выделен-
ных временных периодах. Первый период на-
чинается c параллельного выполнения N пото-
ков и завершается освобождением одного из 
ядер. В этот момент поток, завершивший свое 
выполнение, покидает ядро, а его место зани-
мает новый поток рассматриваемого процесса. 
Таким образом, в очереди невыполненных по-
токов остается L-N-1 поток и N потоков про-
должат выполняться процессором. С этого мо-
мента берет начало второй период, в течение 
которого обслуживаются незавершенные пото-
ки из первого периода и вновь поступивший 
новый поток, и т.д. После исчезновения внеш-
ней очереди потоков, дальнейшее выполнение 
оставшихся N потоков продолжается до завер-
шения выполнения процесса в целом. Этот пе-
риод мы обозначим через L-N+1. Схематично 
указанные случайные интервалы времени пока-
заны на Рис.3; их сумма определяет время вы-
полнения процесса в целом.  

Следует отметить, что в каждый период ме-
няется состав одновременно выполняемых по-

токов, т.е. появляются и уходят потоки со 
своими законами распределения.  

Распределение времени выполнения процес-
са будем искать путем реализации трех шагов: 

1) определение ПР длительностей первых L-
N периодов времени; 

2) определение распределения времени вы-
полнения оставшихся N потоков (период L-
N+1); 

3) свертка полученных распределений и оп-
ределение конечного результата – распределе-
ния времени выполнения процесса в целом. 

Для расчета распределений времени первого 
периода (до завершения выполнения первого 
потока) используются формулы (1) и (4), в ко-
торых в качестве ПР и ФР подставлены исход-
ные экспоненциальные распределения парал-
лельно выполняемых потоков.   

Так как для каждого из L-N интервалов нас 
интересуют распределения первого завершен-
ного потока, введем для них следующие обо-
значения: для ПР – ݓ௝ሺݐሻ ൌ ଵ݂:ேሺ݆, ሻݐሻ; для ФР - ௝ܹሺݐ ൌ ,ଵ:ேሺ݆ܨ  ሻ.  При этом расчеты ПР и ФРݐ
проводятся по формулам (1) и (4), только  
в качестве матриц берутся те из них, которые 
соответствуют периоду оценки. Для этого на 
каждом периоде расчета необходимо модифи-
цировать матрицы предыдущего периода, так 

 
Рис.2. Выполнение процесса на процессоре с количеством потоков, превышающих количество ядер 

 
Рис.3. Интервалы времени выполнения потоков процесса 
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как из состава параллельно выполняемых пото-
ков в новом периоде исключается поток, за-
вершивший свое выполнение, и включается но-
вый поток из очереди невыполненных. 

Ввиду экспоненциальности и независимости 
времени выполнения каждого потока, вероят-
ность того, что первым завершиться ݇ –ый по-
ток из N одновременно выполняемых на интер-
вале ݆, определяется следующим образом ݍ௞ሺ݆ሻ ൌ ఓೖሺ௝ሻ∑ ఓೖሺ௝ሻೖಿసభ , (∑ ௞ሺ݆ሻݍ ൌ 1ሻே௞ୀଵ . Таким об-

разом для очередного невыполненного потока 
периода j в матрицах (2) и (5) поочередно заме-
няются столбцы матрицы для всех k,k=(1, ܰ) 
периода j-1, и производится последовательный 
расчет новых ПР ଵ݂:ே௞ ሺ݆, ଵ:௡௞ܨ ሻ и ФРݐ ሺ݆,  ሻ поݐ
формулам (1) и (4). Матрицы А и ܤпоследова-
тельно вычисляются по мере замены столбцов 
путем взвешивания вероятностями заменяемых 
столбцов. Например, для периодаj матрица А 
вычисляется следующим образом 

Аଵሺ݆ሻ  ൌ  ෍ ௞ሺ݆ݍ െ 1ሻܣଵሺ݆, ݇ሻ,ே
௞ୀଵ  

где ݆ ൌ  1, ܮ െ ,ଵሺ݆ܣ ;ܰ ݇ሻ- матрица, в которой k-ый столбец 
заменен распределениями вновь поступившего 
на выполнение очередного потока, причем в 
качестве исходной для замены берется матрица 
А1(j - 1); ݍ௞ሺ݆ െ 1ሻ - вероятность того, что на интер-
вале j будет заменен столбец k. 

Подставив полученные матрицы в (1) и (4), 
найдем искомые распределения интервала j: 
wj(t)= ଵ݂:ேሺ݆, ,ଵ:ேሺ݆ܨ=ሻ и Wj(t)ݐ   .ሻݐ

Время выполнения оставшихся потоков (по-
следний интервал времени завершения выполне-
ния процесса L-N+1) определяется стандартным 
образом как размах порядковых статистик ܺ௅ିேାଵ:ே: െ ܺே:ே [23]. Чтобы формулы для по-
следнего периода имели более привычный вид, 
переобозначим индексы следующим образом:  
L-N+1 обозначим через 1, L - через N, 
аݓ௅ିேାଶሺݐሻ െчерез w’(t). Тогда распределение 
размаха будет определяться стандартным образом ݓԢሺݐሻ ൌ 1ሺܰ െ 2ሻ! න ሺСଵேሻ݀߬ݎ݁݌ ൌஶ

ିஶ  

ൌ ଵሺேିଶሻ! ׬ ∑ ௟݂భሺ1, ሻ௉ݐ ,௟భሺ1ܨൣ ݐ ൅ ߬ሻ െஶିஶܨ௟భሺ1, ሻሿݐ … ሾܨ௟ಿሺ1, ݐ ൅ ߬ሻ െ ሻሿݐ௟ಿሺܨ ௟݂ಿሺ1, ߬) d߬,  

где матрица С определяется через ранее полу-
ченные выражения для плотностей и функций 
распределений длительности выполнения пото-
ков на интервале L – N + 1 Сଵே ൌൌ ቌ ଵ݂ሺ1, ሻݐ … ே݂ሺ1, ,ଵሺ1ܨሻݐ ݐ ൅ ߬ሻ െ ,ଵሺ1ܨ ሻݐ … ,ேሺ1ܨ ݐ ൅ ߬ሻ െ ,ேሺ1ܨ ,ሻଵ݂ሺ1ݐ ߬ሻ … ே݂ሺ1, ߬ሻ ቍ ሽ1ሽܰ െ 2ሽ1.  

И наконец, плотность распределения време-
ни выполнения процесса в целом будет опреде-
ляться через свертку полученных плотностей 
выделенных периодов. 

Пример 3. Рассмотрим двухядерный процес-
сор, в котором в отличие от примера 1 процесс 
делится на три потока, время выполнения каж-
дого из которых имеет свое экспоненциальное 
распределение ܨ௜ሺݐሻ ൌ 1 െ ݁ିఓ೔௧, ݅ ൌ 1,2,3.  
Таким образом, в соответствии с предложенной 
схемой расчета, мы будем иметь три периода. 

1. Плотность распределения времени за-
вершения выполнения первого по порядку по-
тока определяется по (1). ݓଵሺݐሻ ൌ ଵ݂:ଶሺݐሻ ൌ ଵሻܣሺݎ݁݌ ൌ  ሺߤଵ ൅  ,ଶሻ݁ିሺఓభାఓమሻ௧ߤ
где ܣଵ ൌ ൬ߤଵ݁ିఓభ௧ ଶ݁ିఓమ௧݁ିఓభ௧ߤ ݁ିఓమ௧ ൰. 

Преобразование Лапласа ПР w1(t) имеет сле-
дующий вид: ݓෝଵሺݏሻ ൌ ଵߤ ൅ ݏଶߤ ൅ ଵߤ ൅  .ଶߤ

Среднее значение первого интервала θଵ ߠଵ=െ ௗ௪ෝభሺ௦ሻௗ௦ |௦ୀ଴ ൌ ଵఓభାఓమ. 
2. Вероятность того, что из двух потоков 

первым завершит свое выполнение поток ࢏, 
равна ݍ௜ ൌ ଵߤ௜ߤ ൅ ଶߤ , ݅ ൌ 1,2. 

3. Определение матрицы ࡭૚ሺ૛ሻ учитыва-
ет тот факт, что на втором интервале будет вы-
полняться либо поток 1 с вероятностью q2, либо 
поток 2 с вероятностью q1 
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ଵሺ2ሻܣ ൌ ൬ݍଶߤଵ݁ିఓభ௧ ൅ ଶ݁ିఓమ௧ߤଵݍ ଶ݁ିఓభ௧ݍଷ݁ିఓయ௧ߤ ൅ ଵ݁ିఓమ௧ݍ ݁ିఓయ௧ ൰. 

4. Определение плотности распределе-
ния времени второго периода ݓଶሺݐሻ ൌ ଵ݂:ଶଶ ሺݐሻ ൌ ଵሺ2ሻ൯ܣ൫ݎ݁݌ ൌ  ൌ ଶ݁ିሺఓమାఓయሻ௧ߤଵൣݍ ൅ ଷ݁ିሺఓమାఓయሻ௧൧ߤ ൅ ൅ ݍଶൣߤଵ݁ିሺఓభାఓయሻ௧ ൅ ሻݏෝଶሺݓ .ଷ݁ିሺఓభାఓయሻ௧൧ߤ ൌ ଵݍ ൤ ݏଶߤ ൅ ଶߤ ൅ ଷߤ ൅ ݏଷߤ ൅ ଶߤ ൅ ଷ൨ߤ ൅ ൅ݍଶሾ ఓభ௦ାఓభାఓయ ൅ ఓయ௦ାఓభାఓయሿ. 

Среднее значение второго интервала θଶ θଶ ൌ qଵ ଵఓమାఓయ ൅ qଶ ଵఓభାఓయ. 

5. Плотность распределения третьего пе-
риода будет иметь следующий вид ݓଷሺݐሻ ൌ ଵሾݍ ఓమఓమାఓయ +ଷ݁ିఓయ௧ߤ ఓయఓమାఓయ ଶሾݍ  ଶ݁ିఓమ௧ሿ + ൅ߤ ఓభఓభାఓయ +ଷ݁ିఓయ௧ߤ ఓయఓభାఓయ ሻݏෝଷሺݓ .ଵ݁ିఓభ௧ሿߤ ൌ ଵݍ ଶߤଷߤଶߤ ൅ ଷߤ ൤ ݏ1 ൅ ଷߤ ൅ ݏ1 ൅ ଶ൨ߤ ൅ ൅  ݍଶ ఓభఓయఓభାఓయ ቂ ଵ௦ାఓభ ൅ ଵ௦ାఓయቃ. 

Среднее значение третьего интервала θଷ 

θଷ ൌ qଵ ଵఓమାఓయ ቂఓయఓమ ൅ ఓమఓయቃ ൅ qଶ ଵఓభାఓయ ቂఓయఓభ ൅ ఓభఓయቃ. 

6. Преобразование Лапласа плотности рас-
пределения времени выполнения процесса 
(свертка полученных распределений интервалов) 
и моменты определяются стандартным образом.  

Так как узлы с параллельным выполнением 
работ входят в состав СеМО, то для прибли-
женной оценки ее характеристик с использова-
нием метода средних величин (MVA) доста-
точно было найти первый момент полученного 
распределения процесса ߠ=θଵ ൅ θଶ ൅ θଷ. 

2. Расчет показателей работы сети, содер-
жащей узлы с параллельным выполнением 
процессов. 

Рассмотрим простейшую сеть, состоящую из 
терминального узла (М терминалов) и трех уз-
лов (СМО), в которых образуются очереди по-
ступающих запросов и созданных по ним про-
цессов (Рис.4). В рассматриваемом примере 
сохранены лишь те объекты и процессы реаль-
ной системы, которые позволяют отразить осо-
бенности предлагаемого аналитического подхо-
да к оценкам производительности таких систем, 
содержащих узлы с параллельным обслужива-
нием. При необходимости без существенных 
изменений данный подход может быть рас-

 
Рис.4. Упрощенная замкнутая сетевая модель системы 
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пространен на другие, более общие случаи, со-
держащие подобные механизмы выполнения 
процессов. В модели выделено четыре узла: кли-
ентский узел (0); предварительная обработка по-
ступивших запросов и образование процессов (1); 
выполнение потоков работ одного из процессов 
(2); обработка результатов расчета, подготовка и 
отправка отчетов клиенту (3). В модель сети 
включены два перехода (ti, ݅ ൌ 1,2ሻ, управляю-
щих поступлением процессов на двухядерный 
процессор. Переход t1 пропускает процесс из оче-
реди 2 в блок 2 и после того как его выполнение 
будет завершено, процесс через t2 попадает в блок 
3, а через t1в блок 2 поступает новый процесс. 
При отсутствии готовых к выполнению процес-
сов в очереди 2 переход t1 находится в открытом 
состоянии. Считаем, что очереди 1, 2 и 3 органи-
зуются в порядке поступления. 

Так как сеть замкнута, то количество запросов 
(процессов) в ней не может превзойти числа од-
новременно работающих в системе клиентов (М). 
Принято, что времена выполнения являются слу-
чайными, статистически независимыми и не за-
висят от количества запросов в очередях. Для то-
го, чтобы не создавать ситуаций, когда 

выполняемый поток процесса ожидает заверше-
ния каких-то других событий, например, подкач-
ки требуемой страницы из внешней памяти, счи-
таем, что для его выполнения зарезервирован 
необходимый объем ресурсов, это часто харак-
терно для систем реального времени. Время пре-
бывания запроса в терминальном узле также яв-
ляется случайным и определяется длительностью 
обдумывания клиентом полученных результатов 
расчета и подготовкой нового запроса. Процессор 
узла 2 содержит два ядра, а каждый процесс де-
лится на три потока. Для расчета методом MVA 
времени ответа ВС и нагрузки на отдельные узлы 
требуется оценить среднее время выполнения 
процесса в узле 2. Считаем, что для остальных 
узлов средние времена выполнения процессов 
имеют экспоненциальное распределение со зна-
чениями параметров, приведенными в Табл. 1.  

Расчеты показателей СеМО и имитация  
в среде AnyLogic выполнены для различного 
числа одновременно работающих клиентов. В 
Табл. 2 приведены результаты расчета произво-
дительности и среднего времени ответа замкну-
той СеМО методом MVA, а также средние вре-
мена ответа, полученные на имитационной 
модели. 

Табл. 1. Исходные данные для выполнения расчетов и имитационного моделирования 

Параметр Значение Комментарий 
Количество узлов 
СеМО 4 Рассматривается случай сети с четырьмя узлами 

S0 18 с Среднее время обдумывания результатов расчета 
S1 0,5 с Среднее время  обработки поступившего запроса  

S2 
Среднее время выполнения процесса 
в узле 2:расчетное S2 =3,01с; имита-
ция S2=3,01c 

Параметры модели: 
Поток 1 – S21 = 2с; поток 2 – S22=1с;  
поток 3 – S23=1,43 с 

S3 2,5 с Среднее время обработки результатов  
и подготовка отчета 

Табл. 2. Результаты аналитических расчетов и имитации СеМО, содержащих СМО с параллельным выполнением потоков 

Клиенты 
(М) 

Производи-
тельность (Хi)

Нагрузка ( iρ ) Среднее время 
ответа ( τ ) 

Отклонение 

СМО1 СМО 2* СМО3 Расчет Ими-
тация 

Абсолютная 
(с) 

Относит. 
(%) 

1 0,04 0,02 0,13 0,10 6,01 6,01 0 0% 
3 0,12 0,06 0,36 0,30 7,42 7,13 0,29 4,0% 
5 0,18 0,9 0,55 0,46 9,35 8,67 0,68 7,8% 
7 0,23 0,12 0,70 0,58 11,94 10,88 1,06 9,8% 
9 0,27 0,14 0,81 0,68 15,3 14,00 1,3 9,3% 
11 0,29 0,15 0,89 0,74 19,4 18,04 1,36 7,6% 
20 0,33 0,16 0,98 0,82 43,17 42,64 0,53 1,2% 

100 0,33 0,16 1,00 0,83 283,03 283,15 -0,12 0% 

*) Нагрузка на СМО2 определяется для узла в целом как произведение интенсивности входного потока на среднее 
время пребывания процесса в узле 
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Выполненные расчеты и имитация рассмат-
риваемого примера замкнутой СеМО позволя-
ют сделать следующие выводы: 

1) Для замкнутой СеМО, содержащей узлы 
с параллельным выполнением потоков при ко-
личестве ядер процессора, меньшим числа по-
токов для каждого процесса, аналитический 
расчет методом MVA на основе порядковых 
статистик обеспечивают хорошую точность. 

2) Увеличение количества одновременно ра-
ботающих клиентов в сети ведет к перегрузке 
(«узкое место») одного из узлов, в данном случае 
второго узла. Для заданных параметров СеМО, 
начиная с 10 клиентов, дальнейшее увеличение 
числа клиентов практически не ведет к росту 
производительности системы, так как она опре-
деляется производительность 2-го узла. При этом 
следует отметить, что хотя данный узел ведет па-
раллельную обработку потоков, точность расче-
тов с ростом числа клиентов повышается. 

Заключение 

Ускорение времен выполнения процессов  
путем применения методов распараллеливания 
на этапах программирования, компиляции и вы-
полнения создает ощутимый эффект в повыше-
нии производительности. Использование поряд-
ковых статистик для различных исходных 
распределений времени выполнения потоков 
при ограниченном количестве ядер процессора 
позволяет существенно расширить возможности 
детального анализа протекающего в нем вычис-
лительного процесса, включая определение рас-
пределений времени пребывания в узле, что 
важно при оценках вероятностно-временных ха-
рактеристик времени ответа систем реального 
времени.  
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