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Модели конструирования  
ортогональной упаковки объектов 

В.А. Чеканин, А.В. Чеканин 

Аннотация. Рассматривается NP-полная задача ортогональной упаковки объектов произвольной размерности. 
В статье представлен анализ существующих моделей конструирования ортогональной упаковки (матричная, 
узловая и блочная модели) и предложены новые модели представления ортогональных объектов в контейнерах 
(модель «виртуальные объекты» и модель потенциальных контейнеров). Эффективность применения различ-
ных моделей конструирования упаковки исследована на эталонных задачах трехмерной ортогональной упа-
ковки объектов. 
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Введение 

К задаче ортогональной упаковки объектов 
или задаче оптимального размещения набора 
ортогональных объектов в ортогональных кон-
тейнерах [1] сводится множество практических 
задач автоматизации и управления, в частности, 
задачи складирования и перевозки грузов [2-5], 
распределения ресурсов в вычислительных се-
тях, календарного планирования [6] и др. 

Сложность решения этой задачи обусловле-
на её принадлежностью к классу NP-полных 
задач (Nondeterministic Polynomial) [7]. Практи-
ческое применение методов решения задач 
упаковки, использующих полный перебор ва-
риантов, оказывается неэффективным из-за 
больших затрат временных ресурсов. Поэтому 
для решения рассматриваемого класса задач 
часто применяются алгоритмы многокритери-
альной оптимизации промежуточных решений 
задачи (представляющих собой последователь-
ности выбора объектов к размещению). Наибо-
лее часто поиск субоптимального решения  
задачи упаковки выполняется с помощью эво-
люционных алгоритмов оптимизации [3, 8-12]. 
Эффективность конструирования ортогональ-

ной упаковки по промежуточному решению 
определяется используемой моделью представ-
ления объектов в контейнерах [13]. 

В общем виде задача ортогональной упаков-
ки объектов размерности D  описывается  
следующим образом: имеются набор N  орто-
гональных контейнеров ( D -мерных параллеле-
пипедов) с габаритными размерами 
{ } [ ]NjWWW D

jjj ;1,,,, 21 ∈K  и набор n  ортого-
нальных объектов ( D -мерных параллелепипе-
дов) с габаритными размерами 
{ } [ ]niwww D

iii ;1,,,, 21 ∈K  (верхний индекс – но-
мер координатной оси). Положение объекта i   
в j -м контейнере определяется положением 
точки этого объекта, имеющей минимальные 
координаты в системе координат контейнера j : 

( )D
ijijij xxx ;;; 21 K . В этом случае точка объекта i , 

наиболее удаленная от начала координат кон-
тейнера, будет иметь координаты: 
( )D

i
D
ijiijiij wxwxwx +++ ;;; 2211 K . Например, по-

ложение прямоугольного объекта в контейнере 
определяется координатами его левого верхне-
го угла. 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В.А. Чеканин, А.В. Чеканин 

38 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 2/2014 

Необходимо разместить все объекты в ми-
нимальном числе контейнеров при выполнении 
всех условий корректного размещения: 

1) ребра размещенных в контейнере ортого-
нальных объектов параллельны ребрам этого 
контейнера; 

2) упакованные объекты не перекрывают 
друг друга, т.е. 

[ ] [ ] [ ] kinkiDdNj ≠∈∀∀∈∀∈∀ ,;1,,;1,;1  

( ) ( )d
i

d
ij

d
kj

d
k

d
kj

d
ij wxxwxx +≥∨+≥ ; 
3) упакованные объекты не выходят за гра-

ницы контейнеров, т.е. 
[ ] [ ] [ ]niDdNj ;1;;1,;1 ∈∀∈∀∈∀  

( ) ( )d
j

d
i

d
ij

d
ij Wwxx ≤+∧≥ 0 . 

1. Модели представления объектов 
в контейнерах 

1.1. Матричная модель 

При конструировании ортогональной упа-
ковки на основе матричной модели пространст-
во каждого D -мерного контейнера описывает-
ся D -мерной матрицей размещения, элементы 
которой принимают значения 0 или 1 в зависи-
мости от перекрытия размещенными в контей-
нере объектами областей, описываемых  
соответствующими элементами матрицы раз-
мещения. Использование этой модели дает 
возможность определять перекрытия контуров 
объектов с помощью так называемого алгебро-
логического метода [15], разработанного на ос-
нове теории распознавания образов. 

На Рис. 1 представлена диаграмма, отражаю-
щая среднюю скорость размещения параллеле-
пипедов в матричной модели при решении двух 
частных задач трехмерной ортогональной упа-
ковки объектов (параметры задач приведены  
в Табл. 1). Проведенные вычислительные экспе-
рименты показали, что пропорциональное увели-
чение всех габаритных размеров контейнеров 
и объектов в два раза при решении задачи  
D -мерной ортогональной упаковки объектов 
приводит к увеличению времени размещения 
объектов в среднем в D2  раз. 

Основными недостатками матричной моде-
ли являются зависимость точности определения 
взаимного перекрытия объектов от размера 

матрицы размещения и использование ресурсо-
емкого метода для определения перекрытия 
объектов. Еще один недостаток этой модели - 
зависимость скорости конструирования упа-
ковки от габаритных размеров объектов и кон-
тейнеров. 

1.2. Узловая модель представления 
объектов 

Узловая модель [3] является базовой моде-
лью при проектировании новых моделей пред-
ставления объектов в контейнерах [16]. При 
конструировании упаковки с использованием 
узловой модели присоединение объектов вы-
полняется к особым точкам контейнера (узлам), 
формируемым в процессе размещения объек-
тов. Каждый узел описывается кортежем 

baXU kk ,,= , где k  – номер узла; 

{ }D
kkkk xxxX ,,, 21 K=  – вектор, описывающий 

положение узла в D -мерном ортогональном 
контейнере; a  – присоединенный к узлу k  ор-
тогональный объект; b  – вариант ориентации 
этого объекта в пространстве контейнера. При-
соединение объектов возможно только к так на-
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Рис. 1. Влияние габаритных размеров на скорость 
размещения объектов (матричная модель) 

Табл. 1. Параметры тестовых задач трехмерной упаковки 

Номер 
задачи

Наименова-
ние 

Вариант I Вариант II Коли-
чество 

Контейнеры 200×100×100 400×200×200 2 1 
Объекты 25×25×25 50×50×50 100 

Контейнеры 200×100×100 400×200×200 2 
25×25×25 50×50×50 20 
25×30×25 50×60×50 20 
10×30×60 20×60×120 20 

45×30×60 90×60×120 10 

2 Объекты 

30×30×30 60×60×60 20 
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зываемым свободным узлам, не содержащим 
присоединенные объекты. 

Очевидно, увеличение габаритных размеров 
контейнеров и объектов не приводит к измене-
нию скорости размещения объектов при  
использовании узловой модели, что подтвер-
ждается результатами вычислительного экспе-
римента на частных задачах трехмерной упа-
ковки объектов (Рис. 2), параметры которых 
приведены в Табл. 1. 

1.3. Блочная модель представления 
объектов 

В блочной модели [9] для представления 
объектов в контейнере используется узловая 
модель, а определение относительного положе-
ния объектов осуществляется с помощью так 
называемых уровней контейнера. Для получе-
ния блочного представления упаковки контей-
нер разрезается параллельными его граням 
плоскостями [17]. Процесс формирования 
уровней при размещении объектов в двухмер-
ном случае представлен на Рис. 3. Уровни на 
рисунке изображены пунктирными линиями и 
обозначены арабскими цифрами. 

При решении D -мерной задачи упаковки 
пространство контейнера описывается D  набо-
рами уровней. Для быстрого перехода между 
уровнями каждый набор уровней в контейнере 
представляется в виде двухсвязного линейного 
списка. Обозначим через d

iX  i -й уровень кон-
тейнера, расположенный в плоскости, перпен-
дикулярной оси d  контейнера, а через 

( )d
iXQ  – положение i -го уровня контейнера 

относительно начала координат осей контейне-

ра вдоль оси d . При размещении объектов в 
контейнере формируются новые уровни. На-
пример, при присоединении объекта с габарит-
ными размерами { }Dwww ,,, 21 K  к узлу с ко-

ординатами { }Dxxx ,,, 21 K  вдоль каждой оси 

[ ]Dd ;1∈∀  контейнера образуется новые уров-

ни d
kX : ( ) ddd

k wxXQ += , причем 

( ) ( ) ( ) ( )d
k

d
j

d
k

d
j

d
j XQXQXQXQX <>∃ −1,:  

(Рис. 4). 
Для определения возможности присоедине-

ния объекта с габаритными размерами 
{ }Dwww ,,, 21 K  к узлу с координатами 

{ }Dxxx ,,, 21 K  определяется положение разме-

щаемого объекта относительно всех ранее раз-
мещенных объектов, пересекающих хотя бы 
один уровень из набора [ )d

i
d
i XX 21,  [ ]Dd ;1∈∀ , 

где ( ) dd
i

d
i xXQX =11 :  и 

( ) ( ) ddd
i

ddd
i

d
i wxXQwxXQX +<+≥ −1222 ,: . 

Рис. 2. Влияние габаритных размеров на скорость  
размещения объектов (узловая модель) 
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Рис. 3. Процесс образования уровней в контейнере 

Рис. 4. Процесс добавления нового уровня  
в двухсвязном списке уровней контейнера 
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1.4. Модель «виртуальные объекты» 

Предложенная авторами модель «виртуаль-
ные объекты» является производной от узловой 
модели. В этой модели все узлы содержат до-
полнительную информацию об ортогональном 
объекте с наибольшим объемом (так называемом 
виртуальном объекте), который может быть при-
соединен к узлу. Узлы контейнера описываются 
кортежами baPXU kkk ,,,* = , где k  – номер 

узла контейнера, { }D
kkkk pppP ,,, 21 K=  – вектор 

виртуального объекта, содержащий габаритные 
размеры ортогонального объекта наибольшего 
объема, который может быть присоединен к узлу 
k  целиком внутри контейнера без перекрытий с 
размещенными в контейнере объектами. Напри-
мер, при присоединении прямоугольного объек-
та с габаритными размерами 21 ww ×  к располо-
женному в точке {0; 0} узлу пустого 
двухмерного контейнера с габаритными разме-
рами 21 WW × , в углах размещенного объекта 
формируются новые узлы, содержащие вирту-
альные объекты, описываемые векторами 

{ }2112 ;WwWP −= , { }22113 ; wWwWP −−=  и 
{ }2214 ; wWWP −= . 

Алгоритм размещения заданной последова-
тельности ортогональных объектов в одном кон-
тейнере при использовании модели «виртуаль-
ные объекты» представлен в виде блок-схемы на 
Рис. 5. Если все объекты не могут быть разме-
щены в одном контейнере, то выбирается сле-
дующий контейнер из списка доступных для 
размещения контейнеров. 

По сравнению с узловой моделью, использо-
вание модели «виртуальные объекты» позволяет 
повысить скорость размещения объектов, что 
достигается благодаря оптимизации процедуры 
присоединения объекта к узлу. В рассматривае-
мом случае, вместо проверки на перекрытие со 
всеми размещенными в контейнере объектами, 
необходимо выполнить единственную проверку 
возможности размещения объекта целиком 
внутри виртуального объекта узла k , к которо-
му он присоединяется: ( ) [ ]Ddpw d

k
d
k ;1∈∀≤ . 

При решении задач упаковки объектов раз-
мерности выше двух возможно появление не-
однозначности в определении габаритных раз-

меров виртуального объекта узла. На Рис. 6 
приведен пример такой неоднозначности, кото-
рая возникла после размещения в контейнере 
объекта C . В данном случае узлу 1 могут при-
надлежать одновременно два виртуальных объ-
екта ( D  и D′ ), результате чего в контейнере 
возможно образование локальных пустот. 

1.5. Модель потенциальных контейнеров 

Предлагаемая модель потенциальных кон-
тейнеров является развитием модели «вирту-
альные объекты». В основе этой модели лежит 
модель управления свободными пространства-
ми контейнера (так называемыми потенциаль-
ными контейнерами), которая включает алго-
ритм образования потенциальных контейнеров 
и алгоритм поиска и удаления вложенных по-
тенциальных контейнеров. 

Рассмотрим процесс размещения ортого-
нального объекта i  с габаритными размерами 
{ }D

iii www ;;; 21 K  в точке { }D
iii xxx ;;; 21 K  D -

мерного ортогонального контейнера. При пере-

Рис. 5. Алгоритм размещения объектов  
(модель «виртуальные объекты») 
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крытии размещаемого объекта потенциальным 
контейнером k  с габаритными размерами 
{ }D

kkk ppp ;;; 21 K , расположенным в точке 

{ }D
kkk xxx ;;; 21 K  контейнера, в пространстве кон-

тейнера образуются не более D2  новых потен-
циальных контейнеров из двух наборов: 

1) набор потенциальных контейнеров с 
габаритными размерами 
{ }D

k
d
k

d
k

d
i

d
kkk ppxxppp ,;;;;;; 1121 KK +− − , 

расположенных в точке { }D
k

d
kkk xxxx ;;;;; 21 KK , 

при выполнении условий перекрытия d
k

d
i xx >  

и d
k

d
k

d
i pxx +<  [ ]Dd ;1∈∀ ; 
2) набор потенциальных контейнеров с 

габаритными размерами 
{ }D

k
d
k

d
i

d
i

d
k

d
k

d
kkk ppwxpxppp ;;;;;;; 1121 KK +− −−+ , 

расположенных в точках 
{ }D

k
d
k

d
i

d
i

d
kkk xxwxxxx ;;;;;;; 1121 KK +− + , при 

выполнении условий перекрытия d
k

d
i

d
i xwx >+  

и d
k

d
k

d
i

d
i pxwx +<+  [ ]Dd ;1∈∀ . 
Модель потенциальных контейнеров в отли-

чие от модели «виртуальные объекты» описы-
вает все свободное пространство контейнера, 
что исключает вероятность образования некон-
тролируемых локальных пустот контейнера. 

В качестве примера рассмотрим прямо-
угольный двухмерный контейнер с габаритны-
ми размерами { }HL; , содержащий единствен-
ный потенциальный контейнер с габаритными 

размерами { }HL; , расположенный в точке { }0;0  
контейнера. При размещении в точке контейне-
ра { }yx;  прямоугольного объекта с габаритны-
ми размерами { }hl;  образуются новые потенци-
альные контейнеры (Рис. 7): 

1) в точке { }0;0  – потенциальные контей-
неры с габаритными размерами { }yL;  и { }Hx; ; 

2) в точке { }0;lx +  – потенциальный 
контейнер с габаритными размерами 
{ }HlxW ;−− , а в точке { }hy +;0  – 
потенциальный контейнер с габаритными 
размерами { }hyHL −−; . 

Для проверки корректности размещения в 
некоторой точке контейнера объекта i  с габа-
ритными размерами { }D

iii www ;;; 21 K  необходи-
мо выполнить единственную проверку разме-
щения этого объекта целиком внутри 
потенциального контейнера k , расположенно-
го в точке размещения: ( ) [ ]Ddpw d

k
d
i ;1∈∀≤ . 

В процессе размещения объектов в контей-
нере возможно образование вложенных потен-
циальных контейнеров, поэтому после разме-
щения каждого объекта i  в контейнере j  
выполняется алгоритм поиска и удаления вло-
женных потенциальных контейнеров. Потенци-
альный контейнер 1k  является вложенным в 
потенциальный контейнер 2k  (т.е. содержится 
целиком внутри потенциального контейнера 

2k ), если выполняются условия: 

Рис. 6. Виртуальные объекты узла  
в трехмерном контейнере 

Рис. 7. Потенциальные контейнеры  
двухмерного контейнера 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ В.А. Чеканин, А.В. Чеканин 

42 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 2/2014 

d
k

d
k xx

21
≥  и d

k
d
k

d
k

d
k pxpx

2211
+≤+  [ ]Dd ;1∈∀ . (1) 

На первом этапе алгоритма поиска потенци-
альных контейнеров формируется список kL , 
состоящий из потенциальных контейнеров 

[ ] d
i

d
i

d
k wxxDdk +≤∈∃ :;1: . Далее для каждой 

пары потенциальных контейнеров 21 ,, Lkk k∈  

21 kk ≠  выполняется проверка (1) на вложен-
ность одного потенциального контейнера в дру-
гой. Найденные вложенные потенциальные кон-
тейнеры удаляются из контейнера j . 

Алгоритм размещения заданной последова-
тельности ортогональных объектов в контейне-
рах при использовании модели потенциальных 
контейнеров представлен в виде блок-схемы на 
Рис. 8. 

2. Вычислительные эксперименты 

Вычислительные эксперименты проводи-
лись на задачах трехмерной упаковки как более 
сложных по сравнению с задачами меньших 
размерностей. Сравнительный анализ различ-
ных моделей конструирования ортогональной 
упаковки проводился при решении тестовых 
задач трехмерной ортогональной упаковки объ-
ектов, описанных S. Martello, D. Pisinger и 
D. Vigo [16, 18]. Решение задач проводилось с 
использованием разработанного прикладного 
программного обеспечения Packer [11], функ-
ционирующего на платформе Microsoft Win32. 
Эксперименты проводились на персональной 
ЭВМ (ЦП – AMD 1,79 ГГЦ, ОЗУ – 1,12 ГБ). 

Габаритные размеры 1w , 2w  и 3w  трехмер-
ных объектов при генерации тестовых задач  

Рис. 8. БлокBсхема алгоритма размещения объектов  
(модель потенциальных контейнеров (ПК)) 
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задавались в виде наборов равномерно распре-
деленных случайных величин из диапазонов 
изменения размеров, приведенных в Табл. 2. 

Соотношения типов размещаемых объектов 
для задач классов I-V приведены в Табл. 3. В 
задачах классов VI-VIII габаритные размеры 
объектов случайным образом выбирались из 
диапазонов, приведенных в Табл. 4. 

Во всех тестовых задачах классов I-VIII  
решалась задача оптимального размещения  

заданного набора трехмерных ортогональных 
объектов в минимальное число трехмерных ор-
тогональных кубов (габаритные размеры кон-
тейнеров 321 WWW == ). Каждый класс тесто-
вых задач содержит четыре набора задач 
упаковки 50, 100, 150 и 200 объектов. Для каж-
дого класса и каждого набора задач на основе 
данных из Табл. 1- Табл. 4 были случайным об-
разом сформированы по 10 тестовых задач. 

Табл. 2. Параметры тестовых задач трехмерной упаковки из классов IBV 

Контейнеры Объекты 

Типы объектов 
W 

1 W 
2 W 

3 1w  2w  3w  

Тип 1 100 100 100 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

2
1,1 W ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 22,

3
2 WW ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 33,

3
2 WW  

Тип 2 100 100 100 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 11,

3
2 WW ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 2

2
1,1 W  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 33,

3
2 WW  

Тип 3 100 100 100 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 11,

3
2 WW ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 22,

3
2 WW ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 3

2
1,1 W  

Тип 4 100 100 100 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 11,
2
1 WW ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 22,
2
1 WW  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 33,
2
1 WW  

Тип 5 100 100 100 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 1

2
1,1 W  ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ 2

2
1,1 W  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ 3

2
1,1 W  

Табл. 3. Соотношение типов размещаемых объектов 

Контейнеры Объекты 
Класс задач 

W 
1 W 

2 W 
3 Тип 1, % Тип 2, % Тип 3, % Тип 4, % Тип 5, % 

I 100 100 100 60 10 10 10 10 

II 100 100 100 10 60 10 10 10 

III 100 100 100 10 10 60 10 10 

IV 100 100 100 10 10 10 60 10 

V 100 100 100 10 10 10 10 60 

Табл. 4. Параметры тестовых задач трехмерной упаковки из классов VIBVIII 

Контейнеры Объекты 
Класс задач 

W 
1 W 

2 W 
3 1w  2w  3w  

VI 10  10 10 [1, 10] [1, 10] [1, 10] 

VII 40 40 40 [1, 35] [1, 35] [1, 35] 

VIII 100 100 100 [1, 100] [1, 100] [1, 100] 
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Как показано в [18-19], тестовые задачи 
классов II и III эквивалентны тестовым задачам 
класса I, поэтому в настоящей статье они не 
рассматриваются. 

В Табл. 5 сведены итоговые результаты тес-
тирования узловой модели, блочной модели, 
модели «виртуальные объекты» и модели по-
тенциальных контейнеров, полученные при 
решении тестовых задач трехмерной ортого-
нальной упаковки объектов. Средние скорости 
размещения объектов для различных моделей 
конструирования ортогональной упаковки при-
ведены на диаграмме на Рис. 9. 

Анализ результатов вычислительного экспе-
римента, представленных в Табл. 5, позволяет 
сделать вывод о том, что модель «виртуальные 
объекты» обеспечивает наиболее быстрое раз-
мещение объектов при решении всех тестовых 
задач упаковки. Однако при решении некото-
рых задач трехмерной ортогональной упаковки 
с использованием модели «виртуальные объек-
ты» плотность размещения объектов ниже 
(классы VI-VIII, решения выделены в таблице 
серым цветом), что объясняется образованием в 
контейнерах локальных пустот. 

Узловая и блочная модели обеспечивают 
получение одинаковых по плотности размеще-
ния объектов решений (Табл. 5). Однако ско-
рость размещения объектов в блочной модели в 
несколько раз ниже по сравнению со всеми рас-
смотренными моделями конструирования орто-
гональной упаковки (Рис. 9). 

Вычислительные эксперименты показали 
высокую эффективность предложенной модели 
потенциальных контейнеров (Табл. 5), которая 

обеспечивает более плотное размещение объек-
тов в контейнерах по сравнению с другими рас-
смотренными моделями на всех тестируемых 
классах задач ортогональной упаковки. 

Заключение 

Рассмотрены и исследованы различные мо-
дели представления объектов в контейнерах, 
используемые при конструировании ортого-
нальной упаковки (матричная, узловая и блоч-
ная модели). Предложены новые модели пред-
ставления объектов в контейнерах: модель 
«виртуальные объекты» и модель потенциаль-
ных контейнеров. Модель «виртуальные объек-
ты» обеспечивает наиболее быстрое размеще-
ние объектов в контейнерах, однако приводит к 
образованию локальных пустот в контейнерах, 
снижающих плотность размещения. Предло-
женная модель потенциальных контейнеров 
обеспечивает наилучшее размещение объектов 
благодаря управлению всем свободным про-

Табл. 5. Результаты тестирования моделей представления объектов  
на тестовых задачах трехмерной ортогональной упаковки объектов 

Класс 
задач 

Узловая 
модель 

Блочная 
модель 

Модель 
«виртуальные 
объекты» 

Модель 
потенциальных 
контейнеров 

Нижняя 
граница 

I 131,0 131,0 131,0 129,4 124,0 

IV 300,3 300,3 300,3 300,3 292,2 

V 72,7 72,7 72,7 70,6 66,4 

VI 97,8 97,8 97,9 96,9 93,0 

VII 64,5 64,5 65,3 62,7 55,4 

VIII 89,7 89,7 90,3 88,2 77,8 
Среднее 
значение 126,00 126,00 126,25 124,68 118,13 
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Рис. 9. Средняя скорость размещения объектов при  
использовании различных моделей конструирования  

ортогональной упаковки 
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странством контейнера. Эффективность модели 
подтверждается проведенными вычислитель-
ными экспериментами на тестовых задачах 
трехмерной ортогональной упаковки объектов. 
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