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Метод проективно инвариантного  
описания овалов с осевой  
либо центральной симметрией 

П.П. Николаев 

Аннотация. Рассмотрен метод проективно инвариантного описания овалов (плоских выпуклых фигур непре-
рывной кривизны), имеющих неявно выраженную осевую либо центральную симметрию (декартовы признаки 
которой утрачены в результате проективного преобразования фигуры). В обсуждаемой численной модели ме-
тода, на основе проективно инвариантных структур (так называемых H-поляр и T-поляр), предложенных авто-
ром ранее, использованы новые объекты анализа фигур – дуальные поляры, с помощью которых удается лока-
лизовать образы оси и/или центра овала единой вычислительной процедурой. Для разработанных процедур 
детекции элементов симметрии фигур показана их концептуальная связь с плюккеровой полюс-полярной ду-
альностью коник. Предлагаемый алгоритм поиска неявных элементов симметрии позволяает строить проек-
тивно инвариантное описание плоских фигур, не обладающих никакими иными геометрическими особенно-
стями, кроме свойств скрытой симметрии (любого из двух родов). 

Ключевые слова: овал, проективное преобразование, вурф, касательная, полюс и поляра, гармоническое  
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Введение 

Данная статья продолжает исследование за-
дачи, отраженное в цикле авторских работ по 
распознаванию формы объекта по его плоской 
центральной проекции инвариантно к группе 
дробно линейных (проективных) преобразова-
ний картинной плоскости в 3D пространстве [1-
6]. Объектами исследования в них были пло-
ские гладкие фигуры с минимумом особенно-
стей, а локализация «особенности» (дифферен-
циальных свойств их контура либо элементов 
неявной симметрии) обеспечивала возможность 
ее использования в качестве «опорной структу-
ры» для создания проективно инвариантной их 
репрезентации (в виде проекции на 4-точечный 
эталон либо отображения на плоскость вур-
фов), что, в свою очередь, делало разрешимой 
целевую задачу распознавания. В рамках этой 

работы нас будет интересовать этап вычисле-
ния позиции образа центра (ОЦ) либо образа 
оси (ОО) симметрии овала, адекватная локали-
зация каковых и приводит на этапе финальном 
к инвариантному представлению фигуры, т.е. к 
возможности классифицировать разнообразные 
фигуры, относя их к проективно эквивалент-
ным семействам, либо к формированию «эта-
лонного образа» данного овала для последую-
щих нужд в задачах распознавания. В отличии 
от ранее описанных методов детекции ОО [3, 4] 
и ОЦ [5, 6], вполне независимых процедурно, 
здесь будут рассмотрены (лишь наиболее важ-
ные) алгоритмические аспекты численного ме-
тода обнаружения элемента симметрии – вне 
априорного знания, каким именно типом неяв-
ной симметрии (центральной, осевой либо их 
комбинацией) обладает овал. Требования не-
обязательности для читателя предварительного 

 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ (проект № 13-01-12107). 
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его знакомства с современной предысторией 
вопроса и со свойствами полюс-полярного (ду-
ального) соответствия у коник [7, 8], как след-
ствия плюккерова принципа двойственности, 
делают целесообразным включение в текст ста-
тьи краткого экскурса в задачу, с вводимой по-
путно терминологией (необходимой для пони-
мания дальнейших деклараций читателем, не 
знакомым с аппаратом проективной геометрии 
и конкретными авторскими предложениями по 
обсуждаемой теме) и изложением полученных 
ранее результатов численного моделирования с 
использованием инвариантных структур, вве-
денных в работе [2]. Внятность концептуальной 
установки («дуалитет отношений ОО и ОЦ»)  
и «прозрачность идеи» промоделированного 
нового метода призваны обеспечить язык син-
тетической (в противовес – аналитической) 
геометрии и весь используемый далее иллюст-
ративный материал. Итак, общая постановка 
задачи распадается естественным образом на 
два этапа: поиск и локализация опорных эле-
ментов (ОЭ – точек и прямых, выражающих 
проективные свойства симметрии фигуры) опо-
знаваемого контура; проективно инвариантное 
его представление, полученное на этой основе. 
В рамках этого сообщения (в статусе предва-
рительного) рассмотрен только первый этап 
процедуры распознавания. Кроме того, по при-
чине заметно возрастающего объема коммента-
риев, требуемых для поддержания уровня ясно-
сти у читателя, не знакомого с математическим 
существом излагаемого, текст не касается при-
менений метода при обработке кривых, обла-
дающих одновременно ОЦ и набором ОО (что, 
например, характерно для семейства суперэл-
липсов). Поскольку класс фигур нами намерен-
но ограничен овалами, т.е. «всюду гладкими 
чисто выпуклыми кривыми», то явные ОЭ (точ-
ки перегиба, излома, возврата и прочие, детек-
ция которых производится посредством мани-
пуляций с касательными) не могут оказаться 
полезными для формирования проективно ин-
вариантного базиса контура (у овальной кривой 
их нет), в силу чего постановка задачи для пер-
вого этапа формулируется через поиск неявных 
ОЭ. Эта роль отведена прямой ОО и точке ОЦ, 
обнаружение которых не может опираться на 
всем известные декартовы свойства осевой и 

центральной симметрии, требуя существенного 
усложнения применимых свойств – на уровне 
характеристик, обладающих инвариантностью 
к группе дробно линейных преобразований, что 
следует из требований задачи: фигуру необхо-
димо охарактеризовать безотносительно к сме-
не ракурса ее оптической регистрации. Это но-
вая тема, близких аналогов которой автору пока 
не удалось разыскать в современной литературе 
и в классических трудах, где рассматривались 
аналитические свойства овалов с точки зрения 
проективной геометрии [10-12]. В последнее 
время в связи с актуальностью темы проектив-
но инвариантного распознавания гладких фи-
гур заметно вырос поток фундаментальных ра-
бот аналитического и прикладного характера 
[13-17]. Ряд формальных аспектов этой обшир-
ной темы (быстродействие и устойчивость ал-
горитмов обработки центрально симметричных 
овалов) рассмотрены нами в отдельной публи-
кации [9]. 

1. О полюс�полярных отношениях 
квадратичных кривых 

В пособиях по аналитической геометрии 
подробно рассматриваются свойства кривых 
второго порядка – коник [8]. Индекс порядка 
соответствует максимальной степени много-
члена, задающего кривую в самой общей форме 
(ее именуют квадратичной). Она описывает 
для  декартовой плоскости различные эллипсы, 
параболы и гиперболы, каковые в проективной 
модели уже не различаются между собой (они – 
проективно эквивалентны). Подобное свойство 
для нашей задачи распознавания можно оха-
рактеризовать как свойство вырожденности 
коник. Иными словами, не существует метода 
анализа, позволяющего установить, в результа-
те какого проективного преобразования один 
эллипс перепроецирован в другой и какие осо-
бенности формы (эксцентриситет, положение 
центра и осей симметрии) тот и другой «имеют 
реально», а, значит, проблема «физической 
корреспонденции точек» для такой пары объек-
тов неразрешима в принципе. Сей мрачной ат-
тестации («коники, являясь сугубо частной раз-
новидностью овалов, исключаются из числа 
возможных объектов распознавания при сменах 
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ракурса наблюдения») удается противопоста-
вить мажорный контрапункт, давший основа-
ния авторской концепции. А именно: в одно-
родных проективных координатах может быть 
выражена суть так называемой теоремы взаим-
ности (иначе «свойства дуальности поляр и по-
люсов») для коник, объявляющей симметрич-
ность обмена прямой и точки («поляры» и 
«полюса» у коник, а применительно к нашей 
задаче – наталкивающей на гипотезу о сходных 
ролях для пары уникальных ОЭ – ОЦ и ОО) и 
являющейся проективным обобщением прин-
ципа двойственности Плюккера (XIX век, 30-е 
годы, заря становления аналитической проек-
тивной геометрии). Полюсом для эллипса, фик-
сированного на плоскости, может быть объяв-
лена любая точка на ней (как вне, так и внутри 
фигуры), однозначно позиционно связанная с 
прямой, называемой полярой, на языке объек-
тов синтетической (выразимой графическим 
построением) геометрии определяемой посред-
ством пар касательных из точки (точек) вне эл-
липса. В случае полюса внешнего расположе-
ния его поляру задают по точкам касания пары 

лучей из полюса к контуру фигуры. Это опре-
деление не использует понятий «угол» и «рас-
стояние» (вкупе со списком аффинно устойчи-
вых признаков как то: «параллельность», 
«центр масс» либо «простое отношение длин»), 
являясь проективно инвариантным. Равным 
образом это относится и к ситуации, когда по-
люс и поляра меняются местами (т.е. поляра 
внешнего расположения детерминирует пози-
цию внутреннего полюса). Для полигональных 
объектов также существует свой тип ограниче-
ний при использовании их в численном распо-
знавании: «все треугольники и четырехуголь-
ники проективно эквивалентны», что, тем не 
менее, не мешает привлечению правильного 4-
вершинника в качестве реперной конфигурации 
при формировании эталонной проекции овала 
[1]. Для уяснения ряда важных положений тео-
ремы взаимности Рис. 1 дает пример симмет-
ричных отношений, связывающих полюса P1 и 
P2 с дуальными им полярами A1-B1, A2-B2 
(прямыми, проходящими через A и B). 

Одна из возможных формулировок теоремы 
такая. «Для любого эллипса при произвольной 

Рис. 1. Конфигурация полюсов P1, P2 и их поляр A17B1, A27B2 согласно теореме взаимности 
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позиции P1 с произвольным положением вто-
рого полюса P2 на его поляре через тт. A1 и B1 
вторая поляра проходит через тт. P1, A2 и B2». 
Однако это только «тангенциальный» фрагмент 
теоремы (его констатацией чаще всего и огра-
ничиваются). Не менее важна «гармоническая» 
часть формулировки: «при этом т. C пересече-
ния поляр образует гармонические пары, где 
паре тт. A1, B1 соответствует пара C, P2, а паре 
A2, B2 – пара C, P1». Гармонической четверкой 
тт. называют такую композицию их коллинеар-
ного расположения, для которой вурф (основ-
ной проективный инвариант, иначе называемый 
«двойным отношением») принимает значение –
1. Стандартная нотация этого условия для квар-
тета тт. P-A-C-B имеет вид: w(P, A, C, B) = –1 
(на полях Рис. 1 оно записано без учета знака – 
через длины трех отрезков, образуемых кварте-
том, тогда как в «строго симметричной» форме 
отрезки полагают ориентированными). В раз-
витой (фактически – завершенной) теории 
квадратичных кривых факт гармонических от-
ношений (на их важность обращал внимание 
Плюккер, разработавший систему тангенциаль-
ных координат) особо не акцентируется, по-
скольку он «повсеместен – без важных следст-
вий». Возвращаясь от вырожденного (для задач 
проективного распознавания) подсемейства ко-
ник к стоящей перед нами задаче анализа проек-
тивных свойств овалов с симметриями, попробу-
ем воспроизвести цепь гипотез, приведших к 
авторской концепции «дуальность ОЭ овалов 
центральной и осевой симметрии» и обеспечив-
шей решение задачи их описания посредством 
дуальных поляр. В этой цепи важнейшим звеном 
были процедурные предложения об использова-
нии вспомогательных проективно инвариантных 
структур анализа овала, названных нами T-
полярами и H-полярами и ставшими «структур-
ной предтечей D- и d-поляр», о чем и пойдет 
речь в следующем разделе. 

2. О полюс�полярных отношениях 
овалов осевой и центральной 
симметрии 

В работе [2] для дуальной пары структур-
ных категорий – «из мира коник» – предложено 
обобщение, не теряющее проективно инвари-

антных свойств (у модифицированной пары) 
при переходе к классам симметричных овалов 
двух типов, причем основной особенностью 
«нового аппарата» стало функциональное  
разделение качеств объекта «поляра» в виде 
носителей только гармонических (H) либо ис-
ключительно тангенциальных (T) качеств. Су-
щественным отличием нововведения является и 
изменение роли дуалитета при его перенесении 
на класс фигур с иной детерминацией форм, 
предписанных теорией: для коник пары «полюс 
и поляра» равноправно континуальны (и не ин-
формативны для описания формы той или иной 
кривой), тогда как у «неявно-симметричных» 
овалов они представляют собой пару уникаль-
ную, принадлежа ОЭ их структуры. Уточним 
предложенную дифференциацию элементов 
каждой пары с точки зрения инвариантных 
геометрических свойств. ОО –  прямая, т.е. 
объект «на ролях поляры», а ОЦ – точка или в 
новом истолковании – «полюс», стало быть по-
ляре ОО должен быть позиционно сопоставлен 
некий дуальный ей «полюс», а полюсу ОЦ же-
лательно «отыскать его поляру». В работах  
[3, 5, 6] сформулированы списки проективно 
инвариантных свойств овалов неявной симмет-
рии двух типов, где центр с его декартовыми 
свойствами у фигуры в ортоформе был обоб-
щен до категории образ центра ОЦ с законами 
описания, справедливыми при операциях пере-
проецирования, а декартова ось симметрии ор-
тоформ второго типа была инвариантно пере-
определена до категории образ оси ОО. Данные 
новые определения включили и ОЭ, допол-
няющие ОЦ и ОО до получения дуальных пар. 
Ими стали: внешний полюс симметрии PS у 
овалов с осевой симметрией (его позиция – в 
точке пересечения касательных, полученных 
для точек пересечения контура овала прямой 
ОО) и внешнего расположения линия горизон-
та HL у центрально симметричных фигур (яв-
ляющаяся для любой из ортоформ овала несоб-
ственной прямой проективной плоскости, 
каковая в результате проективного преобразо-
вания фигуры становится прямой собственной, 
т.е. радикально меняет позицию, проецируясь 
из бесконечно удаленных областей плоскости 
овала o в сомасштабные ему окрестности o). 
Итак, наличествует зеркальная симметрия по-
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ложений дуальных ОЭ в сравниваемой паре ти-
пов симметрии фигур: внутренней поляре ОО 
дуален внешний полюс PS, а внутреннему по-
люсу ОЦ дуальна внешняя поляра HL. По-
скольку объекты PS и HL задаются для ОО и 
ОЦ исключительно через позиции касательных 
и «согласно законам для коник» (линию гори-
зонта HL относительно полюса ОЦ детермини-
рует то же правило, что и внешнюю поляру p 
для внутреннего полюса у коник: две вспомога-
тельные поляры для любой пары точек на ис-
комой p пересекается в точке полюса), то на 
этом уровне терминологической структуриза-
ции привычные трактовки еще не нарушены. 

Нетрадиционное истолкование термина по-
ляра дает о себе знать с введением особого типа 
точки – тестового полюса P – на плоскости 
овала, позиция которой во внутреннем поле 
фигуры задает – вовне ее – поляры новых типов 
(T и H). Общим процедурным узлом для фор-
мирования обеих является учет (тангенциаль-
ных и гармонических) свойств хорды AB при ее 
вращении вокруг полюса P (концевые точки A, 
B хорды принадлежат контуру овала). Любой 
полуоборот хорды (т.е. стартующий из произ-
вольной позиции A0 до финального положения 
в B0; в дискретном представлении – по верши-
нам i ломаной, аппроксимирующей контур ова-
ла) создает возможность вычисления поляр 
обоих типов. Криволинейная T-поляра пред-
ставляет собой гладкую цепь точек Ti пересече-
ния текущей i-ой пары касательных в Ai и Bi. H-
поляра (также криволинейная) определена как 
геометрическое место точек внешнего гармо-
нического расширения для текущих коллине-
арных триад Ai-P-Bi (иными словами, каждая 
текущая точка Hi поляры в паре с тестовым по-
люсом P гармонически сопряжена паре Ai и Bi). 
Единственное исключение из закона криволи-
нейности для новых поляр (согласно развитой 
теории) имеет место для ситуации, когда полюс 
P оказывается в позиции ОЦ. В этом (важном 
для решения задачи поиска ОЦ) случае обе по-
ляры совмещены с прямой HL. Таким образом, 
уникальный полюс ОЦ, оценка координат ко-
торого достаточна для решения задачи распо-
знавания [5, 6], можно позиционно локализо-
вать целенаправленным перебором тестовых 
полюсов (например, в виде коллинеарного их 

ряда произвольной ориентации либо стартового 
полюса P0, из некой случайной позиции итера-
тивно сближаемого с координатами детекти-
руемого ОЦ) в той или иной схеме поиска ОЦ, 
использующей какое-либо из проективно инва-
риантных его свойств. По «зеркально симмет-
ричной» аналогии с целевой ситуацией совме-
щения с ОЦ тестового полюса P можно 
привести (теперь уже для осесимметричного 
овала) замечательное свойство обоих типов 
криволинейных поляр [3] – в обязательном по-
рядке проходить через полюс симметрии PS – в 
случае принадлежности тестовой точки P внут-
реннему отрезку прямой ОО (и это безотноси-
тельно к тому, на каком участке хорды ОО 
произошло совмещение с ней полюса P). 

3. Идея поляры с двумя ветвями 
или «погоня за двумя зайцами» 

Среди методов, разработанных для задачи 
детекции ОЭ (как «полюса» ОЦ и его «поляры» 
HL, так и «поляры» ОО и ее «полюса» PS), пре-
имущества вычислительной «простоты» можно 
усмотреть в общем для них подходе к перебору 
тестовых полюсов Pi по ходу поиска некоторой 
«ключевой» конфигурации (формируемой для 
каждой позиции Pi) из «прямых и точек», для ко-
торой теория декларирует выполнение необходи-
мого свойства искомого ОЭ. Рассмотрим на ус-
ловном примере подобного подхода идею поиска 
позиции PS у имеющего ОО овала (Рис. 2). 

Исходный уровень детализации предлагае-
мой процедуры таков. Анализ сцены (поля ова-
ла с его окрестностью, включающей полюс PS 
и «информативную» часть касательной t в точ-
ке P) производится посредством сканирования 
лучом Ri из точки P на контуре овала (фикси-
рованной в некой случайным образом выбран-
ной позиции), где луч пересекает дискретный 
ряд i текущих тестовых точек Pi.. При этом на 
каждом шаге выполняются однотипные опера-
ции с касательными и проверки на условие 
гармонизма для коллинеарных квартетов точек 
на луче, где одна пара – это точки P и Pi, а ко-
ординаты второй пары, гармонически сопря-
женной с первой, требуется вычислить, исходя из 
условий, обязательным образом выполняющихся 
для полюса PS (и для парной ему точки hs). При 
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условии, что по правилам для PS на каждом i-м 
луче удастся найти пару точек Hi и hi, сопря-
женную с текущей парой P и Pi, окажутся 
сформированными две ветви – внешняя и внут-
ренняя, причем внешняя обязательно пройдет 
через полюс PS, а приданная ей в пару точка hs 
будет расположена на прямой ОО. Завершение 
процедуры альтернативно: либо цикл вычисле-
ний придется повторить для иных положений 
точки P на контуре (и тогда все новые внешние 
ветви локализуют точку PS, в ней пересекаясь, 
а внутренние – детерминируют положение ОО), 
либо при единственной реализации пары вет-
вей (для P) от теории потребуется указать уни-
кальное свойство полюса PS (необходимое и 
достаточное условие принадлежности некой 
точки на внешней ветви искомому полюсу). На 
данный момент доказана необходимость тре-
буемого условия (его достаточность еще пред-
стоит показать, в силу чего универсальный ха-

рактер процедуры поиска можно гарантировать 
пока для схемы «с пересечениями ветвей в 
PS»), а само это условие отражают построения 
на Рис. 2, которые мы ниже прокомментируем. 

Итак, пояснений требуют две группы усло-
вий: во-первых, каким закономерностям долж-
ны удовлетворять текущие точки обеих ветвей 
(сопряженную с P, Pi пару необходимо одно-
значно фиксировать неким дополнительным 
условием, поскольку единственно закон гармо-
низма для искомой пары имеет следствием од-
нопараметрическое множество таких гармони-
ческих пар) и, во-вторых, в чем состоит 
свойство, выделяющее полюс PS среди прочих 
точек внешней ветви. Ответ на первый вопрос 
возвращает нас к известным свойствам прямо-
линейных поляр коник с их совместным выпол-
нением гармонического и тангенциального по-
зиционных правил. Часть «гармоническая» на 
полях Рис. 2 представлена триадой вурф-

Рис. 2. К детекции ОО по позиции PS методом перебора полюсов Pi при фиксированном P 
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уравнений для начальной точки Po, текущей Pi 
и «особой» Ps, лежащей на одном луче с PS. 
Свойство поляр, связанное у коник с поведени-
ем касательных, на рисунке демонстрируют 
прямые po, pi и ОО, положение которых задает-
ся правилом инцидентности (принадлежности) 
им пар точек касания к контуру овала, где каж-
дая пара касательных формируется соответст-
венно для «полюсов» Ho, Hi и PS (а именно они 
являются внешними точками гармонического 
расширения, составляя с его точками внутрен-
ними ho, hi и hs триаду пар, сопряженных парам 
точек контура). Таким образом, любая внут-
ренняя точка hi входит в гармонический квартет 
на текущем луче Ri, являясь одновременно ме-
стом пересечения Ri с «простой полярой» pi.  
О том, как размыкается рекурсия в вычислении 
гармонической пары Hi и hi, cопряженной с па-
рой P, Pi, будет сообщено в специальном разде-
ле далее (это весьма важный блок разработан-
ной процедуры, и его нецелесообразно 
включать во фрагмент, трактующий «идеи»  
и «концептуальные подходы»). Относительно 
проверки точек Hi на принадлежность к оты-
скиваемой PS (пока еще в статусе «необходи-
мого признака») на том же Рис. 2 требуемую 
особенность конфигурации легко усмотреть  
в поведении текущей поляры pi и касательной ti 
в точках Pi контура овала по отношению к фик-
сированной в P касательной t: точка пересече-
ния pi и ti не обязана принадлежать t (или же 
иначе: точка Ci пересечения t и ti «регулярно не 
совпадает» с Di, лежащей на пересечении t и pi), 
тогда как «уникальная поляра» ОО и касатель-
ная ts (в «особой» точке контура Ps, являющей-
ся проективно симметричной по отношению к 
фиксированной P) всегда пересекаются точно 
на касательной t. В альтернативных терминах 
(что можно рассматривать как тривиальное до-
казательство необходимого признака для иско-
мого полюса PS, непосредственно следующее 
из проективных свойств аксиальной симметрии 
[3]) эта же самая особенность PS формулирует-
ся так: «полюс Cs прямолинейной поляры (из 
определения для коник) по симметричным точ-
кам касания (на Рис. 2 это точки P и Ps, задаю-
щие «вторую поляру теоремы взаимности», в 
нашем случае – «уникальную») обязан принад-
лежать прямой ОО (что очевидно – для орто-

формы овала с их осью, подчиняющейся декар-
товым правилам симметрии), а сама эта поляра 
с необходимостью включает полюс симметрии 
PS (являющийся для любой из ортоформ овала 
при произвольно выбранной паре симметрич-
ных точек контура – несобственной точкой 
проективной плоскости). «Уникальная» конфи-
гурация для PS с «минимальной неполнотой» 
воспроизводит совокупность отношений, зер-
кально симметрично связывающих «полюса и 
поляры» теоремы взаимности у коник, – с 
единственным отличием: вурф W(A, hs, B, Cs) в 
общем случае может и не быть гармоническим. 
При этом все тангенциальные соотношения и 
одно из гармонических (W(PS, Ps, hs, P) = 1), 
декларируемые для коник в «конфигурации 
теоремы взаимности» (Рис. 1), сходной со здесь 
рассматриваемой, всегда выполняются для ова-
лов со скрытой аксиальной симметрией. 

Навык, полученный при рассмотрении сце-
ны с осесимметричной кривой, облегчит пере-
ход к целевому расширению семейства фигур 
(поиск ОЭ которых реализуем единым алго-
ритмом) множеством овалов с неявной цен-
тральной симметрией. Необходимые понятия и 
требуемые для обобщения вычислительные 
приемы описаны. Появился и «продукт вычис-
лений» в виде ветвей (гармонически сопряжен-
ных с цепями текущих пар контура) внешнего и 
внутреннего расположения. Требуется при той 
же системе вычислительных установок пока-
зать, что замена полюса PS на «поляру» HL и 
центра ОЦ – на прямую ОО для нового объекта 
анализа приведут к «зеркальной инверсии» 
особенностей у формируемых внешних и внут-
ренних ветвей: в новых условиях теория гаран-
тирует для внутренней ветви обязательное ее 
прохождение через центр ОЦ (его позицию и в 
этом случае обозначим PS, подразумевая полюс 
центральной симметрии), тогда как парная ей 
точка внешней ветви с необходимостью инци-
дентна прямой HL (Рис. 3), причем гармониче-
ски им сопряженная пара точек P, Ps контура 
овала обладает проективной симметрией (явля-
ясь теперь уже не осесимметричной, а радиально 
симметричной парой). Нет особой необходимо-
сти в текстуальном предъявлении доказательств 
свойств, перечисленных выше, поскольку все 
они демонстрируют свою справедливость при 



Метод проективно инвариантного описания овалов с осевой либо центральной симметрией 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 2/2014 53 

рассмотрении декартовых особенностей сим-
метричного расположения точек овальной кри-
вой (обоих типов), присущих ее ортоформе, с 
последующим обобщением на проективно инва-
риантный случай [3, 6]. Далее станем именовать 
ветви «гармонического сопряжения текущим па-
рам граничных точек овала» дуальной полярой, 
внешнюю ветвь которой назовем D-полярой, а 
внутреннюю – d-полярой (на Рис. 3 они фигури-
руют как D-polar и d-polar, с номерами задаю-
щего их набора фиксированных точек P1÷P4). 
Идея ограничиться вычислением только одной 
дуальной поляры – с детекцией на ее внутренней 
ветви «особой точки» PS – реализуема (с помо-
щью проверки по «каскадному аналогу» теоре-
мы взаимности [6]), но поиск ее должен вестись 
уже по другим правилам, что делает эту идею 
менее привлекательной в сравнении с методом 
«пересечений» (испытанным в компьютерных 
моделях детекции центров PS), так как требует 
проводить две достаточно громоздкие проверки 
на каждом шаге i цикла вычислений. 

Следует пояснить, что приведенный на 
Рис. 3 «типичный вид» ветвей дуальной поляры 
для фиксированных пар P1, P2 и P3, P4, замет-
но отличающихся по форме (для фрагментов 
ветвей D-polar1 и D-polar2, ограниченных «ок-
ном рисунка», она мало отличается от прямо-
линейной, тогда как D-polar3, D-polar4, d-
polar3 и d-polar4 отчетливо U-образны), не 
должен вводить в заблуждение относительно 
«вероятно резко отличных» дифференциально 
проективных свойств фигуры для этих пар. 
Причин обнаруживаемого (в численном экспе-
рименте с аналитическим заданием ортоформы 
овала, модифицированной проективным преоб-
разованием T) несходства полученных кривых 
две: влияние конкретного преобразования T и 
недостаточная величина тех фрагментарных 
частей ветвей D-polar1 и D-polar2, что вмести-
ло поле Рис. 3 (они не менее U-образны, но де-
монстрация их криволинейности путем значи-
тельного изменения масштаба сделала бы 
рисунок абсолютно неинформативным в части 

Рис. 3. Поиск центра PS и позиции HL по пересечению d7ветвей для случайного набора P1÷P4 
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свойств «объектов ближней зоны» овала). На 
врезке к Рис. 3 (слева внизу, в 10-кратном уве-
личении) изображены в окрестности PS фраг-
менты d-ветвей четырех поляр. Поведение по-
ляр для P1 и P2 (помимо «адекватности» 
развитой теории и продуктивности схемы вы-
числений, реализованной на ее основе, вкупе с 
коллинеарностью позиций парных им точек D-
ветвей, инцидентных HL) показывает реальность 
случая их позиционной близости, для метода пе-
ресечения ветвей означающей недостаточность 
привлечения трех (задающих поляру) произволь-
ных точек P контура. Их оптимум – квартет. 

Прежде чем перейти к описанию итератив-
ной схемы вычисления пары Hi, hi, гармониче-
ски сопряженной паре P, Pi, напомним опреде-
ление гармонического вурфа. Вурф w – это 
число, инвариантно к преобразованию T харак-
теризующее коллинеарный квартет точек P1, 
P2,…, P4 через их координаты в любой линей-
ной координатной системе. Значение модуля w 
(W) удовлетворяет компактному варианту фор-
мулы через длины трех отрезков a, b и c, на ко-
торые эта четверка разбивает прямую (нумеру-
ем точки в порядке их расположения на прямой 
справа налево либо наоборот) Пусть a – это 
расстояние между P1 и P2, b – между P2 и P3, а 
c – между P3 и P4), тогда W(P1, P2, P3, P4) = 
W(a, b, c) = a c /(b (a + b + c)). Четверка точек 
называется гармонической, если она проектив-
но эквивалентна случаю, когда три смежные 
точки разделены равными интервалами, а чет-
вертая бесконечно удалена (для элемента за 
пределами конечной области вводится особый 
термин: «четвертая точка – несобственная»), 
т.е. w(a, a, ∞) = –1. 

4. Об итеративном методе  
вычисления пары точек  
дуальной поляры на луче Ri 

Поскольку для луча Ri, проходящего из P 
через Pi, обязательным условием инцидентно-
сти Ri точек hi и Hi , как гармонических паре P, 
Pi , является еще и инцидентность hi поляре pi 
для Hi (в качестве дуального ее полюса, что 
фиксирует пару среди иных, «допустимых по 
свойству гармонически сопряженных»), а само 
это условие не содержит рецепта вычисления 

координат искомой пары (ни для hi, ни для Hi), 
принадлежа к проверочным, то процедуру «пе-
ребора = подбора» пары требовалось оптими-
зировать (чтобы не проверять «все мыслимые 
позиции» на Ri). Рассмотрим на конкретном 
модельном примере с тремя дуальными поля-
рами, как для фиксированных тестовых полю-
сов P1÷P3 осуществлялся поиск ОО и ее полю-
са PS (Рис. 4). На специальным образом 
выбранной композиции P1÷P3 демонстрируют-
ся некоторые особенности поведения шести 
ветвей триады поляр. D-ветви не обязаны иметь 
U-образную форму, для них (D-polar1) возмо-
жен вариант асимптотического ухода в несоб-
ственную область – ровно так же, как это про-
исходит со всякой T- и H-полярой [3]; вероятен 
случай «примерного» пересечения (Рис. 4 сле-
ва, вблизи контура) тройки ветвей, и «ошибоч-
ную адекватность подобной гипотезы о PS» не 
может достоверно изобличить нарушение свой-
ства коллинеарности одноименных точек d-
ветвей, однако ложность выбора подтверждает-
ся невыполнением свойства вурф-функции W(i) 
для точки ошибочной гипотезы: W(i) не будет 
всюду гармонической, что присуще PS [3]. 
Рис. 4 снабжен врезкой (точно так же, как и 
Рис. 3), на которой в 10-кратном увеличении 
показана окрестность полюса PS (всегда при-
надлежащего линии горизонта HL), локализуе-
мого на пересечении D-ветвей, при том, что од-
ноименные точки d-ветвей принадлежат 
прямой ОО. Но вернемся к основному этапу 
вычисления ветвей поляры – к принципу поис-
ка пар ее точек. 

В попытках организовать для луча Ri некую 
регулярно компактную методику перебора пар 
кандидатов на роль гармонически сопряженных 
с P, Pi было обращено внимание на примеры 
использования метода итерационного уточне-
ния производимой координатной оценки (ранее 
[2, 4, 6] неоднократно обеспечивавшего поло-
жительный эффект) при условии, что признаки 
сближения с «параметрами цели» известны и 
процесс уточнения ведет себя как «сходящий-
ся» (т.е. обнаруживает гладкую монотонность в 
уменьшении «уточняющего шага»). Требуемое 
для пошагового уточнения координат Hi и hi 
свойство симметричных кривых было обнару-
жено в ходе вычислительных экспериментов с 
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овалами заданной формы. Свойство это состоит 
в том, что для произвольного луча Ri (идущего 
из фиксированного полюса P через i-yю точку 
Pi на контуре) регулярным образом выполняет-
ся правило: для случайной стартовой позиции 
H0 на Ri «в качестве пробного полюса» может 
быть вычислена точка h0 пересечения его поля-
ры p0 с Ri. Вычисление координат ее внешнего 
гармонического расширения по триаде P, h0, Pi 
дает позицию H1, не совпадающую с H0, после 
чего процесс H0 –> h0 –> H1 –> h1 –> … –> Hj –> hj 
может быть продолжен вплоть до достижения 
расстоянием между точками Hm-1 и Hm некото-
рого малого значения, избранного «порого-
вым». В результате m повторов однотипных 
шагов такой цепи итераций на луче появляется 
коллинеарный гармонический квартет P, hm, Pi, 
Hm, с заданной точностью аппроксимирующий 
искомые положения hi и Hi текущей i-ой пары 
точек для ветвей формируемой дуальной поля-

ры, поскольку позиционная оценка, полученная 
в итоге, не только согласуется с требованием 
гармонического сопряжения пар hm-Hm, и P-Pi, 
но и удовлетворяет тангенциальным свойствам 
«традиционной поляры» pm относительно ее по-
люса Hm. На Рис. 5 справа показаны первые шаги 
итерационной процедуры для луча P1-PS, даю-
щие представление о шаге сближения «уточняе-
мой гипотезы о положении поляры» с истинной 
позицией ОО. Из самых общих соображений по-
нятно, что в зависимости от самой главной при-
чины (а есть и второстепенные) – углового рас-
стояния текущего луча Ri от азимутального 
направления «точно на PS» – скорость сходимо-
сти к финальной оценке координат может упасть 
(т.е. количество шагов m вырастет), что и пока-
зывает вид кривых fk – дельт dL уточнения Hi 
как функции n номера шага (Рис. 5, слева) для 
пяти позиций H1, H2, H3, PS, H5 на ветви  
D-polar1, отмеченных на Рис. 4, где эта ветвь 

Рис. 4. Модельный пример детекции полюса PS по D7ветвям трех поляр осесимметричного овала 
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демонстрирует особенность асимптотического 
ухода от контура овала. 

На Рис. 5 показано, что сходство формы 
кривых f1, f2, f3, fS и f5 (при их асимптотиче-
ском сближении с абсциссой графика) с гипер-
болой обманчиво: специально проведенные мо-
дельные расчеты показали, что по пяти 
ординатам fk (через коэффициенты квадратич-
ной формы для коник общего вида) не удается 
вычислить финальную позицию hm, – для дос-
тижения этой цели (сокращающей длину ите-
рационной цепи) необходим набор из 7-9 най-
денных ординат fk. 

Завершая описание вычислительных прие-
мов формирования ветвей поляры, теперь уже 
на конкретном материале рассмотренной выше 
процедуры, охарактеризуем черты предлагае-
мого «дуального аппарата анализа» в отноше-
нии функциональной связи с двумя ранее вве-

денными инвариантными структурами – H- и T-
полярами. В работе [3] обсуждена важная роль 
ансамбля точек E пересечения H- и T-поляр, 
среди которых «главная» E1 согласно доказан-
ному свойству – в случае принадлежности тес-
тового полюса P (порождающего поляры) 
внутреннему отрезку прямой ОО – должна в 
обязательном порядке оказаться в позиции ис-
комого полюса PS. Можно перечислить ряд 
особенностей, проясняющих родство дуальной 
поляры с двумя «ее полярными предшествен-
ницами». При смене k позиций фиксированного 
полюса Pk на контуре, идущей по схеме «пере-
сечений» (с изменением формы 2k ветвей), для 
внешней ветви Dk прямым аналогом условия ее 
прохождения через полюс PS является факт не-
изменного совпадения координат E1 и PS в ре-
зультате смены позиций тестового полюса P 
(порождающего E1) вдоль внутреннего отрезка 

Рис. 5. Метод итеративного вычисления гармонической пары тт. для ветвей дуальной поляры 
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поляры ОО. Сама же ветвь Dk дуальной поляры 
(при порождающих ее полюсах Pk и Pki) – это 
точный эквивалент «траектории эллиптической 
точки E1», порождаемой смещениями тестово-
го полюса P вдоль кривой, лишь единожды пе-
ресекающей отрезок ОО (а порождающая кри-
вая в этом случае тождественна цепочке из i 
точек hki внутренней ветви dk поляры). Если 
для дуальной схемы перейти к ее параллелям – 
с процедурной стороной разработанных мето-
дов поиска ОЦ радиально симметричных ова-
лов [9], то теоретически гарантируемое свойст-
во для набора ветвей dk – пересекаться в 
полюсе ОЦ – соответствует сути вычислитель-
ного приема в методе М1 [5]: там аналогично 
центром пучка k «цепочек решения вурф-
уравнений» является ОЦ. Этими примерами 
функционального генезиса дуальных поляр и 
закончим данный раздел. 

Заключение 

Далеко не все аспекты разработанного под-
хода к инвариантному представлению овалов с 
ОЭ проективной симметрии осевого и радиаль-
ного типа обсуждены в предлагаемом сообще-
нии. Ряд успешно проведенных серий машин-
ных экспериментов (на репрезентативном 
материале тестирования процедуры при варьи-
ровании параметров моделируемых сцен) дал 
эмпирические «ответы» на многие из априорно 
фигурировавших (на уровне целевых устано-
вок) процедурных вопросов уже по ходу разра-
ботки алгоритма, из числа которых здесь рас-
смотрены лишь самые «идейно емкие» (не 
требующие обширной детализации в изложе-
нии «без купюр»). Необходимо продолжить 
теоретическую часть исследования – в отно-
шении возможностей достичь целей в построе-
нии инвариантного описания фигур, не прибе-
гая к повторным вычислениям дуальной 
поляры (оппозиция методу «пересечений»), то-
гда как основная роль модельных эксперимен-
тов видится в совершенствовании итеративного 
алгоритма получения гармонического оптиму-
ма (для позиций сопряженных пар точек на лу-
че Ri – при формировании ветвей поляры), что в 
случае успеха позволит произвести асимптоти-
ческую оценку вычислительной сложности для 
оптимизированной версии алгоритма, а, значит, 

и сравнить его эффективность среди аналогов 
процедуры детекции ОЭ, в которых эксплуати-
руется априорное знание типа симметрии ова-
ла. Оптимизацию алгоритма, вероятно, придет-
ся вести в двух направлениях: совершенствуя 
метод аппроксимационной оценки для «фи-
нальных» значений координат Hi и hi (на луче 
Ri) по 7-8-ми вершинам экстраполяции (что 
может дать до 10-кратного выигрыша по скоро-
сти на этом этапе) и реализовав прием исполь-
зования базы «направляющих векторов каса-
тельных», формируемой на старте процедуры и 
привлекаемой во внутреннем ее цикле (шаги по 
j, если i – индекс цикла внешнего) для «уско-
ренного получения» итерируемых координат 
точек касания «для pi(j) – по полюсам Hi(j)» 
(упрощение процедуры может достичь n-
кратного, где n – число квантованных вершин 
дискретно представляемого контура овала). По-
следнее особенно важно, поскольку акт вычис-
ления касательной в заданной точке контура 
(представленного дискретно) не зависит от па-
раметра n, тогда как операция формирования 
касательных к контуру извне (для определения 
позиций касания) требует перебора по n. Под-
ведем краткие итоги доложенной работы. 

Обрисованы: идея детекции ОЭ овалов со 
скрытой симметрией двух типов и схема ее 
процедурной реализации, проверенные в серии 
численных экспериментов на фигурах осевой и 
радиальной симметрии (в текст статьи не вклю-
чены итоги успешного моделирования случаев 
одновременного наличия у фигуры обоих типов 
симметрии, что было сделано с привлечением 
семейств выпуклых суперэллипсов). Принцип 
двойственности Плюккера, «языком проектив-
ных координат (итог обмена переменных и кон-
стант) провозгласивший на плоскости – сим-
метрию отношений точки и прямой» и давший 
для коник пример проективных связей полюса 
и поляры, в свое время не был распространен на 
более общее подсемейство овалов, у мира квад-
ратичных кривых «наследующих» их свойства 
центральной и осевой симметрии уже не в вы-
рожденной ее форме «позиционного произвола 
в полюс-полярном соответствии», а в качестве 
уникальных ОЭ инвариантного описания диф-
ференциально проективных свойств распозна-
ваемой фигуры. Попытка чего предпринята в 
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данном исследовании сначала при разработке 
приемов поиска ОЭ для овалов, обладающих 
скрытой осевой симметрией [3, 4], а затем – и 
радиальной [5, 6]. Но на уровне раздельного 
описания методов – приложимость принципа 
двойственности в качестве структурно функ-
ционального – была лишь авторской интенци-
ей; и только с момента получения алгоритми-
ческого результата – при использовании 
аппарата дуальных поляр – она стала явной. 

Касательно использования криволинейных 
поляр в давних геометрических исследованиях 
плоских кривых можно упомянуть фундамен-
тальную работу Кремоны [12]; там они вводят-
ся с помощью секущей, вращаемой в точке по-
люса с учетом гармонических правил 
пересечения с произвольной кривой порядка n, 
где поляра может оказаться криволинейной при 
условии n>2. Однако многочисленные теорем-
ные заявления относятся там исключительно  
к аналитическим кривым целочисленного по-
рядка, свойства симметрии которых не рас-
сматриваются. С другой стороны, в классиче-
ских трудах Картана [10, 11] анализируются 
дифференциально проективные свойства овала 
(вводятся локальные инварианты кривой через 
производные высоких порядков), но подсемей-
ство кривых с особенностями проективной 
симметрии не выделено на материале рассмот-
ренных им случаев в особый раздел исследова-
ния – для целей выяснения базисной роли (в 
качестве возможных ОЭ) скрытых осей и цен-
тров овальной кривой. На основании попавше-
го в поле обозрения литературного материала 
по обсуждаемой теме автором данной работы 
может быть сделано заключение относительно 
новизны развитого им подхода к распознаванию 
овалов в рамках описания, инвариантного к 
преобразованию T, как для случаев, не предпо-
лагающих свойств проективно выраженной 
(неявной) симметрии [1, 2], так и при рассмот-
рении подобных особенностей геометрии пло-
ских фигур с априорно разделяемыми типами 
симметрии [3-6], а в данной работе – примени-
тельно к предложенному алгоритмическому 
подходу их анализа, не требующего типизации 
симметрии, предваряющей обработку (что 
предполагало свои методы поиска ОЭ для осе-
вого [3, 4] и радиального [5, 6] ее типов). Уро-

вень публикуемого материала еще не позволяет 
рекомендовать его (даже в чисто теоретическом 
плане) в качестве проекта для технических 
приложений. Этому этапу должна в обязатель-
ном порядке предшествовать фаза оптимизации 
всей вычислительной цепи (особенно во вло-
женном цикле, где по итерационной схеме 
формируются оценки пар координат для внеш-
ней и внутренней ветвей поляры). И уже по мо-
дифицированной версии алгоритма предстоит 
сделать важнейшую экспертную часть работы, 
– произвести (как это ранее реализовано [9] в 
отношении процедуры проективно инвариант-
ной обработки овалов с неявной центральной 
симметрией) асимптотическую оценку его 
сложности. 

Во введении к статье были оговорены «мо-
дельно-теоретическая» и «концептуальная» це-
ли работы: сообщить о новом подходе к «еди-
ной процедуре анализа овалов с симметриями 
двух типов» и в образах синтетической геомет-
рии продемонстрировать, как предложенный 
для этой задачи аппарат дуальных поляр – че-
рез зеркальную симметрию отношений его ОЭ 
(полюсов и поляр) реализует ряд фундамен-
тальных положений плюккерова принципа 
двойственности – в предъявленной здесь по-
пытке его приложения к классу контуров, не 
принадлежащих к кривым фиксированного 
аналитического порядка. В какой мере постав-
ленных целей удалось достичь – судить читате-
лю. Во всяком случае, намерения автора были 
именно таковыми. 
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