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Идентификация билинейных  
динамических систем с помехой  
в выходном сигнале 

Д.В. Иванов, О.А. Кацюба, О.В. Усков 

Аннотация. Предложен алгоритм, являющийся обобщением метода наименьших квадратов, который позволя-
ет получать сильно состоятельные оценки  параметров билинейных динамических систем при наличии помех 
наблюдения в выходном сигнале в условиях отсутствия информации о законе распределения помех. 

Ключевые слова: параметрическая идентификация, модель выходной  ошибки, метод наименьших квадратов.

Введение 

Билинейные системы являются простейшим обобщением линейных динамических систем. Мо-
делирование физических процессов с помощью билинейных систем находит применение во мно-
гих областях науки, таких как ядерная физика, электрические сети, химическая кинетика, гидро-
динамика и т.д. [1] 

В настоящее время активно развиваются методы идентификации билинейных динамических 
систем с помехой в выходном сигнале, такие как инструментальные переменные [2], компенсиру-
ющий смещение метод наименьших квадратов [3], метод максимального правдоподобия [4] 
и методы на основе высших статистик [5]. Анализ существующих методов показал, что метод  
инструментальных переменных имеет малую точность, а остальные методы требуют априорную 
информацию, которая, обычно неизвестна: закона распределения и т.д. 

В работе предложен метод, являющийся обобщением метода наименьших квадратов [6], кото-
рый позволяет получать сильно состоятельные оценки параметров билинейных систем, и не тре-
бует, по сравнению с методом наименьших квадратов, дополнительной априорной информации о 
законе распределения помехи.  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим билинейную динамическую систему, описываемую следующими стохастическими 
уравнениями с дискретным временем ,...1,0,1...i : 
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где  iz , iy -ненаблюдаемая и наблюдаемая выходные переменные; 

ix  наблюдаемая переменная; i  – помеха наблюдения в выходном сигнале. 
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Предположим, что выполняются следующие условия: 

1. Множество 
~

 , которому априорно принадлежат истинные значения параметров устойчивой, 
наблюдаемой и управляемой билинейной динамической системы  является компактом. 

2. Случайный процесс  i  является мартингал-разностью и удовлетворяют следующим условиям:

  0/1  ii FE      п.н.,      1
2

1 / iii CFE  п.н.,   ,4   iE    ,2  iE  где iF - алгеб-

ра, индуцированная семейством  непрерывных случайных величин     cti,t{t;,),(  ii TTtt -
множество целых чисел}. 

3. Входной сигнал ix  является случайным процессом с 0)( ixE ,  22 )( xixE   и удовлетворяет 

условию постоянного возбуждения порядка 11 r , т.е. с вероятностью 1 пределы существуют 
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и матрица xx  положительно   определена. 

4. }{ ix  статистически не зависит от }.{ i  

Заметим, что из предположений 1-4, непосредственно следует, что для случайного процесса { }iz  

с начальными условиями 010  rzz   с вероятностью 1 существует  предел 
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причем H  существует, ограничена и положительно определена.        
Требуется определять оценки неизвестных коэффициентов динамической системы описывае-

мой уравнением (1) по наблюдаемым последовательностям ,, ii xy   при известных порядках, r, r1, 

r2 и r3 определить оценки истинных значений параметров. 

2. Критерий для оценивания параметров 

Система может быть записана как линейная регрессия 
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Лемма 1. Пусть выполняются  условия 1-3 , тогда математическое ожидание i  равно нулю 

0)( iE  . 

Доказательство. Из предположения, что  i - мартингал-разность  следует, что 0)( iE  , тогда 
используя предположение 3 можно показать 
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Лемма 2. Пусть выполняются условия 1-3, тогда средняя дисперсия обобщенной ошибки равна 
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Доказательство.  По определению средней дисперсии 
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Используя лемму 1.1 [6, с.12, 8] для случайного процесса i , а также условия 3, 4 получаем, что 
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Применяя лемму 2 [6, с.13, 9] для случайных процессов получаем 
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Тогда определим оценку )(ˆ N  неизвестных параметров   из условия минимума суммы взвешенных 

квадратов обобщённых ошибок  200 ),,( icbi  с весом ),( cb , т.е. 
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Имеет место, следующая  теорема: 
Теорема 1[7]. Пусть некоторый случайный процесс ,...}1,0,1...,{ iyi  описывается уравнением 

(1) с начальными нулевыми условиями и выполняются предположения 1-4. Тогда оценка )(ˆ N , опре-

деляемая выражением (3) с вероятностью 1 при N , существует, единственная и является 
сильно состоятельной оценкой, т.е. 
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Таким образом, (4) можно представить в виде  слагаемых, для каждого из которых в силу 
предположений 2, 4, и из положительной определённости матрицы HH zz    следует выполнение 
леммы [9]; аналогичное рассуждение имеет место  для 
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Покажем, что решение задачи 
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существует и достигается в единственной точке 0 , т.е. 
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где rI  - единичная матрица порядка r . 

Дифференцируя  0,,, сabV  по cab ,,  и приравнивая производные к нулю, находим 

2r
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функция  V  на интервале  2
min,    непрерывна, где min - наименьшее собственное число регу-

лярного пучка квадратичных форм, то есть наименьший корень уравнения: 
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Легко показать, что уравнение   0V имеет не более одного корня 1  на  2
min,   , так как  

на этом интервале функция  V  непрерывна и 
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ется корнем уравнения, а также 2
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2
   , т.е. корень 2

1    является единственным на этом 

интервале. Тогда из (10) непосредственно следует справедливость (7). 
Выражение (3) можно привести к виду 
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Введём новый вектор переменных    
TT1  и матрицу   Y . Имеем для (3): 
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и  0 T . 
Аналогично (10) можно получить (для конечной выборки объёма N): 
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и   0NV  имеет свойства, аналогичные   0V . (12) 

Однако нахождение корня 0)( NV  можно записать в следующей форме:  1
min1 )()(ˆ  DNN T

- минимальное характеристическое число пучка квадратичных форм, определяемых   T  и D . Одна-
ко 0D , поэтому рассмотрим [10] 
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Так как нахождение 
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Далее, неизвестные параметры можно определить из решения системы следующих линейных уравнений: 
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(это уравнение получается аналогично уравнению (12)). Тогда, очевидно, получаем 
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Из единственности решений (12), (13) и последнего выражения следует [14], что 
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Из утверждения следует, что для получения сильно состоятельных оценок параметров линейных 

разностных уравнений требуется лишь априорное знание дисперсии входного сигнала 2
x  и  несколь-

ко значений автоковариационной функции. 
В формуле (3) используется дисперсия входного сигнала, которая обычно неизвестна. Согласно 

теореме Манна-Вольда [12]: если случайные  величины 2ˆ x , )(ˆ,),1(ˆ
2rhh xx    сходятся почти 

наверное, соответственно к постоянной  2
x , ),(,),1( 2rhh xx   то любая непрерывная функция 

))(ˆ,),1(ˆ,ˆ( 2
2 rhhJ xxx   сходится почти наверное к постоянной ))(,),1(,( 2

2 rhhJ xxx  : 

,ˆ 2..2
x

нп
x     . .2 2

2 2
ˆ ˆˆ( , (1), , ( )) ( , (1), , ( ))п н

x x x x x xJ h h r J h h r     (14) 

Следовательно, если заменить в (3) )(,),1(, 2
2 rhh xxx   оценками )(ˆ,),1(ˆ,ˆ

2
2 rhh xxx   оценки 

параметров ̂   останутся состоятельными. 

Состоятельные и несмещенные оценки дисперсии 2ˆ
x и коэффициентов корреляции 

)(ˆ,),1(ˆ
2rhh xx   могут быть получены как 
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3. Численный метод оценивания параметров  

Лемма 3. Для функции  ̂NV , связанной с критерием (3), справедливы следующие утверждения: 

1. все корни уравнения   0ˆ NV   (15) 

(если они существуют) неотрицательны; 

2. уравнение (15) на полусегменте   Nmin,0   имеет не более одного корня  N1̂ , если 

  0det  x
T
x , где  Nmin  - минимальное  собственное число регулярного пучка форм, то 

есть наименьший корень уравнения  

      1 0
det 0

0

T T T
T T ry y y xy y x T T T

T T T x x y x xy x
xxy y xy xy xy x

I

D


            
                                

 ; (16) 

3. невырожденность матрицы x
T
x  и существование корня на полусегменте   Nmin,0   явля-

ется необходимым и достаточным условием существования единственного решения задачи (12). 

Доказательство леммы 3. Функция  NV  на  непрерывна, к тому же 
как собственное число положительно полуопределенной матрицы. 

Далее, 

        11   DV T
N
 . 

Тогда на интервале   NV  имеет не более одного корня, если он существует, 

  00 NV и, следовательно,    0,0  NV  (матрица   
1TT

NI  идемпотентная). 
Отсюда вытекает справедливость утверждений 1, 2 и достаточность 3. Необходимость 3 выте-

кает из экстремальных свойств регулярного пучка форм [10].  
Из теоремы 1 и леммы 3 непосредственно следует: 

  Nmin,0    0min N

  Nmin,
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Теорема 2. Пусть выполняются все условия Теоремы 1, тогда с вероятностью 1 при N
существует корень     NN min,0ˆ    и единственная оценка (16), которая является одновремен-

но решением задачи (3) и  0)(ˆ    N
N  п.н.  

Доказательство теоремы 2 следует из теоремы 1  и леммы 3. 
На основании теоремы предлагается численный метод, который позволяет: 

1. ответить на вопрос существует ли единственная оценка )(ˆ N ; 
2. определить начальное приближение, гарантирующее сходимость итерационного процесса 

к единственной оценке )(ˆ N ; 

3. вычислить с любой наперед заданной точностью оценку )(ˆ N . 

Пусть последовательность   î   определяется следующим алгоритмом: 

Шаг 0.   00ˆ  ; 

Шаг 1.     
2

1ˆ
ˆ min 

 i
i


 , min  определяется из (16); 

Шаг 2. Вычислить   iNb ̂,ˆ  ,   iNa ̂,ˆ  ,   iNс ̂,ˆ  из системы линейных уравнений  
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Шаг 3. Вычислить 
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Шаг 4. Проверить условие    0ˆ  iVN  . 

Тогда если уравнение    0ˆ  iVN  имеет корень     NN min1 ,0ˆ   , то последовательность 

     0ˆ,1ˆ,0ˆ    - конечна и       NN min1 ,ˆ0   , в противном случае последовательность бес-
конечна.  

Этот алгоритм позволяет определить начальное приближение  0̂ , необходимое для дальней-

шего применения метода Ньютона или определить, что корень  N1̂  не существует. 

Пусть существуют       NN min1 ,ˆ0ˆ   , тогда    Ni
i

1̂
ˆlim  


,     NbiNb

i

ˆˆ,ˆlim 


 , 

    Naiia
i

ˆˆ,ˆlim 


 ,     Nсiiс
i

ˆˆ,ˆlim 


 , где  î ,   iib ̂,ˆ  и   iia ̂,ˆ ,   iiс ̂,ˆ   определяется сов-

местно со следующим алгоритмом: 

Шаг 1. Вычислить   iNb ̂,ˆ  ,   iNa ̂,ˆ  ,   iiс ̂,ˆ   из системы уравнений (17); 
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Шаг 2. Вычислить 
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Шаг 3. Перейти к шагу 1. 
Процесс вычисления заканчивается, если выполняется условие 
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где  - априорно заданная точность оценок. 
Это утверждение непосредственно вытекает из метода Ньютона: 

      
  iV

iV
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ˆ
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Обоснованность использования метода Ньютона следует из того, что  ̂NV - непрерывна для 

  Nmin,0ˆ  ,   1ˆ NV для   Nmin,0ˆ   и     02ˆ 1



 DDV TT

N
  для 

  Nmin,0ˆ   . 

4. Результаты моделирования  

Предложенный алгоритм (3) был реализован в Matlab. Динамическая система описывается 
уравнениями:                  

,2.02.07.03.04.07.0 12121   iiiiiiii zxxxxzzz  

                                                  iii zy  ,                                                                (18) 

На вход подавался сигнал:  .6.08.05.0 211   iiiii xx   
Предложенный нелинейный метод наименьших квадратов сравнивался с методом наименьших 

квадратов (МНК) и расширенным методом инструментальных переменных[2]. Алгоритмы сравни-
вались по следующим характеристикам: 

относительной погрешностью  параметров:     ,100ˆ
0

0
00    

относительной погрешностью моделирования: %100ˆ  zzzz , 

где    T
Ni zzz ,,  вектор выходной ненаблюдаемой переменной, 

   T
Ni zzz ˆ,,ˆˆ   оценка вектора выходной ненаблюдаемой переменной, полученная с помощью 

модели. 
Количество наблюдений .1000N  В Табл. 1 приведены средние значения и среднеквадратиче-

ские отклонения относительных погрешностей, рассчитанные по 50 процедурам оценивания.  
Как видно из таблицы предложенный алгоритм дает наименьшие относительные погрешности, 

как для оценивания параметров, так и для моделирования. Инструментальные переменные оцени-
вают параметры точнее, чем классический МНК, однако  дают большую погрешность моделиро-
вания, а при высоком уровне помех оценивание параметров с помощью РИП, может приводить к 
неустойчивости динамической системы. 
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Табл. 1. 

 x  МНК РИП НМНК 

 ,% 
0.2 

19.88±2.26 10.40±9.54 2.61±1.01 
z , % 9.78±0.99 15.47±15.59 2.10±0.56 
 ,% 

0.5 
56.62±3.76 28.09±24.50 8.06±4.06 

z , % 22.71±0.97 75.97±180.4 5.85±2.02 
 ,% 

0.75 
70.50±3.48 58.83±50.04 12.12±5.86 

z , % 27.20±1.11 - 9.41±2.90 

Заключение 

В работе предложен алгоритм для оценивания параметров билинейных динамических систем с 
помехой наблюдения. В среде MATLAB создано программное обеспечение, результаты моделиро-
вания подтверждают эффективность работы алгоритма. Дальнейшее направление исследований 
может быть направлено на обобщение предложенного алгоритма на случай более сложных моде-
лей шума.  
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