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Один алгоритм построения регуляторов 
для нелинейных систем с формальным 
малым параметром1 

Ю.Э. Даник, М.Г. Дмитриев, Д.А. Макаров 

Аннотация. В работе рассматривается задача конструирования стабилизирующего нелинейного регулятора 
для нелинейных систем управления с дискретным и непрерывным временем. Для построения регулятора  
используется метод на основе формального уравнения Риккати с коэффициентами, зависящими от состояния 
(SDRE). Для демонстрации полученных результатов проводится ряд численных экспериментов на модели  
перевернутого маятника. Приводятся сравнительные результаты по ряду критериев качества регулирования 
для линейных и нелинейных управлений. 
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тор, построение критериев качества, уравнения Риккати с зависящими от состояния коэффициентами, модель 
перевернутого маятника.  

 

Введение 

В теории управления большое внимание 
уделяется задаче стабилизации нелинейных си-
стем управления, как с непрерывным, так и с 
дискретным временем. За последнее время по-
явились новые подходы к построению алго-
ритмов управления нелинейными системами, 
одним из которых является алгоритм конструи-
рования регуляторов, основанный на использо-
вании уравнений Риккати с коэффициентами, 
зависящими от состояния (SDRE – State 
Dependent Riccati Equation для непрерывных 
систем и D-SDRE – Discrete-Time State 
Dependent Riccati Equation,  соответственно, для 
дискретных систем) [1-8].  

Техника SDRE позволяет конструировать 
нелинейные регуляторы, устройства наблюде-
ния и фильтры. Суть подхода заключается в 
представлении исходной системы в линейном 

по состоянию и управлению виде с коэффици-
ентами, зависящими от состояния, что позволят 
формально использовать уравнения типа Рик-
кати для генерации закона управления с обрат-
ной связью.  

Первоначально этот метод был разработан 
для непрерывных систем. Существует несколь-
ко вариантов уравнений D-SDRE, например, 
основанных на дискретных алгебраических 
уравнениях Риккати (DARE) или на разностных 
уравнениях Риккати, а также оптимизирован-
ное дискретное SDRE с корректирующими тен-
зорами [6], обобщенное дискретное уравнение 
Риккати GD-RE с критерием, коэффициенты 
матриц которого зависят от состояния [7].  
В работах [6, 7] рассматриваются вопросы оп-
тимальности получающихся на основе D-SDRE 
регуляторов. Вывод D-SDRE проводится на ос-
нове поиска оптимума гамильтониана для не-
линейной дискретной системы. В работах [7, 8] 
с помощью критерия устойчивости по входу-

_________________________________________ 
1 Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект №14-11-00692). 
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состоянию (ISS – Input to state stability) форму-
лируется условие локальной устойчивости за-
мкнутой нелинейной дискретной системы.  

В настоящей работе рассматриваются алго-
ритмы построения стабилизирующего управле-
ния для класса нелинейных систем управления, 
допускающих выделение формального малого 
параметра и дальнейшее преобразование системы 
к виду линейному по состоянию и управлению, 
но с коэффициентами, зависящими от состояния, 
а также предполагающие  конструирование соот-
ветствующих квадратичных функционалов с ко-
эффициентами, зависящими от состояния. Задачи 
регулирования и оптимального управления с ма-
лым параметром активно рассматриваются в ли-
тературе в связи с развитием подходов к изуче-
нию схем декомпозиции, разделения движений с 
использованием регулярных и сингулярных воз-
мущений [9-13].  

Предлагаемые в работе регуляторы облада-
ют определенной субоптимальностью относи-
тельно построенных критериев. Целью работы 
является проведение численных эксперимен-
тов, демонстрирующих работоспособность 
предложенных алгоритмов и эффективность 
соответствующих регуляторов.  

1.Постановка задачи 

Пусть имеется нелинейная аффинная 
управляемая система  

0( ) ( ( )) ( ( )) , (0) ,

, ,n r

x f x t g x t u x x

x R u R

   

 
 (1) 

)(  обозначает dt

dx
 для систем с непрерывным 

временем ),0[ t или ( 1)x t   для систем с 

дискретным временем 0,1,2,...t  . 
Будем считать, что произвольная нели-

нейная по состоянию и линейная по управле-
нию система (1) может быть преобразована в 
систему с коэффициентами, зависящими от со-
стояния [1, 3, 7], и некоторого положительного 
параметра   вида 
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где 0  – некоторое заданное число, не обяза-

тельно малое, 0A , 0B  – постоянные матрицы, 

0 1 0 1, ( ) , , ( )n n n rA A x R B B x R   , nX R  – 

заданное ограниченное множество простран-
ства состояний такое, что для любого допусти-
мого управления траектории замкнутой систе-
мы (2) существуют и единственны на  0,  

или при всех 0,1,2,...t   

Требуется найти такое управление ),( xu  

для некоторой области 0{ ,0 }G x X      , 
чтобы положение равновесия в замкнутой си-
стеме, отвечающей (2), было асимптотически 
устойчиво по Ляпунову равномерно по 

0 0, (0, ]t t    , и сконструировать при этом 
критерий, по которому построенное управление 
обладает некоторой субоптимальностью.  

2. Конструирование регулятора  
в возмущенной нелинейной  
системе 

Будем рассматривать два вида управления. 
Первый – линейный 0 0( ) ( )u x K x t , а второй – в 
форме нелинейной обратной связи по состоянию 

0 1

0 1
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u x K x x K K x x
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 (3) 

где 1 1( ) ( )u x K x x , 1
0 0 0 0

TK R B P   или 
1

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0,T TK R B P A R R B P B       соот-

ветственно для непрерывной и дискретной за-
дачи. Для непрерывного случая P0  – положи-
тельно определенное решение матричного 
непрерывного уравнения Риккати 

0 0 0 0 0 0 0 0

1
0 0 0 0

0,

.

T

T

P A A P P S P Q

S B R B

    


 (4) 

Для дискретного случая P0  – положительно 
определенное решение матричного дискретного 
уравнения Риккати 
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Назначение матрицы 1 ( )K x  состоит в учете 

возмущений )(),( 11 xBxA  в коэффициентах си-
стемы (2). В непрерывном случае эта матрица 
задается как  

1
1 0 1 0 0 1 1 1( ) { ( ) ( ) ( )}T T TK x R B x P B P x B P х    , 

(6) 
а в дискретном случае – 
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Замкнутая система для (2) вдоль нелинейно-
го управления (3) имеет следующий вид

 

 

0 1 0 1

0 1 0 1

0 1 0 1

0

( ) ( ( ( ))) ( ) ( ( ( )))

( ( ( ))) ( ) [( ( ( )))

( ( ( )))( ( ( )))] ( )

( ( ), ) ( ), (0)                           (8)cl

x A A x t x t B B x t

K K x t x t A A x t

B B x t K K x t x t

A x t x t x x

  
 
 



    

    
   

 

 

Будем находить 0 1, ( )K K x  в процессе кон-

струирования критериев качества регулирова-
ния, которые для непрерывного и дискретного 
случая имеют соответственно вид  
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где 0 1( , ) ( )Q x Q Q x   , 0 0,Q R
 – постоянные 

матрицы, и 0 00, 0Q R  , 1( ) 0Q x  .  
Введем для непрерывного случая матрицу C(x) 
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В дискретном случае матрица C(x) опреде-
ляется как  
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Введем следующие условия. 
I. Все элементы матриц 1 1( ), ( )A x B x  непре-

рывные в области X и параметр   принадлежит 

интервалу 0(0, ] , где параметр 0  – некоторое 

положительное число, не обязательно малое. 

II. Тройка матриц 
1

2
0 0 0( , , )A B Q  стабилизиру-

ема и детектируема. 
III. Найдутся такие 1( ) 0Q x  , что соответ-

ствующие матрицы C(x(t)) являются положи-
тельно определенными для x X , начиная с 
некоторого момента 0 0t  . 

При условиях I-III можно предложить алго-
ритмы построения регуляторов для обоих случа-
ев, которые при дополнительных условиях  
(локальной управляемости или малости парамет-
ра) позволяют установить утверждения об асимп-
тотической устойчивости положения равновесия 
в замкнутых системах (например, [12]).  

3. Численно!аналитические  
алгоритмы конструирования  
регуляторов  

Таким образом, имеем следующий числен-
но-аналитический алгоритм построения нели-
нейного управления вида (3) для системы (2). 

Задача с непрерывным временем 

1. Преобразуем систему (1) к виду (2) так, 
чтобы удовлетворялись условия I-II. 

2. Находим положительно определенное 
решение 0P  матричного уравнения (4). 

3. Подбираем, если это возможно, матрицу 

0 0R  , 1( ) 0Q x   так, что условие III для С(x) 

из (10) будет выполняться.  
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4. Определяем )(1 xP  как 

1 ,0 ,0

0

( ) exp( ) ( )exp( )T
cl clP x A С x A d  



  . 

5. Получаем искомый стабилизирующий 
регулятор в виде (3),(6). 

Задача с дискретным временем 

1. Преобразуем систему (1) к виду (2) так, 
чтобы удовлетворялись условия I-II. 

2. Находим положительно определенное 
решение 0P  матричного уравнения (5). 

3. Подбираем, если это возможно, матрицу 

0 0R  , 1( ) 0Q x   так, что условие III для С(x) 
из (11) будет выполняться. 

4. Определяем )(1 xP  как 

i
cl

i

iT
cl AxCAxP )()()()( 0,

0
0,1 





 .  

5. Получаем искомый стабилизирующий 
регулятор в виде (3),(7). 

4. Численные эксперименты.  
Сравнение результатов 

Рассмотрим работу приведенных алгорит-
мов на различных примерах задачи стабилиза-
ции перевернутого маятника [6], используя 
аналитические представления решений линей-
ных матричных уравнений Ляпунова [14]. 

Пример 1 

Уравнение динамики перевернутого маят-
ника в непрерывном случае имеет вид  

1

1

0 1
0

( ) ( ) ( )sin( )
1

dx
x t x t u tg x

dt
Lx ML


 

          

,  (12) 

где первая координата соответствует углу от-
клонения маятника, а вторая – угловой скоро-
сти, )(tu  – скалярное управление. Модель име-

ет следующие параметры: 1.0M , 1.0L ,
9.8g  , 0.05  . Определим начальное усло-

вие как  (0) 2.8 ; 1x  .  

Прежде всего, согласно приведенному выше 
алгоритму, необходимо преобразовать исход-
ную модель к виду (2). Отметим, что при раз-
мерности системы n≥2 существует бесчислен-

ное множество способов приведения системы к 
виду (2). Следовательно, оба алгоритма обла-
дают достаточно большой гибкостью и позво-
ляют осуществить выбор матриц 0 1 0 1, , ,A A B B  и 

параметра   с учетом специфики задачи. При 
этом не налагается заведомых ограничений на 
величину этого параметра, в отличие, напри-
мер, от техники синтеза регуляторов на основе 
теории возмущений [9,10]. В данном примере 
определим матрицы 0 1 0 1, , ,A A B B  в виде 

0
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, A g
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 а параметр   положим равным 1. 

Иными словам, параметр   является искус-
ственно выделенным параметром. Зададим сле-
дующие матрицы критерия качества 

0

1 0

0 1
Q

 
  
 

, 
2

1
1 2
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1500 0.1 0
( )

0 30 0.1

x
Q x

x

 
   

, 

0 1R  .  
Далее приведем результаты численного мо-

делирования системы (12) с линейным регуля-
тором u0 и с нелинейным регулятором u1, по-
строенным по представленному выше 
алгоритму. Значения критерия (9) и стандарт-
ного квадратичного критерия, получающегося 
из (9) при 0  , для времени моделирования 
равного 1 с. приведены в Табл. 1. 

Построенный регулятор оказался эффектив-
нее линейного на 32.6% и на 73.8% по нели-
нейному и стандартному квадратичному крите-
риям соответственно. Графики переходных 
процессов и управляющих сигналов представ-
лены на Рис. 1 и Рис. 2 соответственно. 

Табл. 1. Значения критериев  
для непрерывной модели маятника (12) 

Критерий Линейный  
регулятор 

Нелинейный 
регулятор 

Нелинейный 
критерий  

12205.85  9203.51  

Стандартный 
квадратичный 
критерий 

9854.88  5668.43  
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Кроме критериев (9), работоспособность ре-
альных физических систем управления оцени-
вается и с помощью ряда других качественных 
показателей регулирования, популярных в тео-
рии регулирования [15]. А именно: 

1. Время регулирования pt  – минимальное 

время, по истечении которого регулируемая ве-
личина будет оставаться близкой к установив-
шемуся значению с заданной точностью, т.е. 

имеет место неравенство ( ) устh t h   , где 

( )h t
 
– координата системы, устh  – установив-

шееся значение (значение координаты в конце 
времени моделирования),   – постоянная ве-
личина. Показатель времени регулирования 
позволяет оценить быстродействие системы. 

2. Время достижения первого максимума tmax. 
3. Максимальное отклонение управляемой 

величины max  от установившегося значения 

(кроме начального отклонения), соответствую-

щее времени maxt ; рассчитывается как 

max max max( ) уст устh t h h h     , где maxh
 – 

значение первого максимума. Определяет точ-
ность системы в переходном процессе.  

4. Перерегулирование ( ) – максимальное 
отклонение регулируемой величины от устано-
вившегося значения в сторону противополож-
ную от начального значения.  

5. Статическое отклонение регулируемой 

величины (установившееся отклонение) ст  – 

отклонение регулируемой величины от задан-

ного значения по окончании переходного про-
цесса, в установившемся режиме. 

6. Квадратичная ошибка регулирования J.  
В непрерывном и дискретном случае определя-

ется соответственно как 
0

( ) ( )
T TJ e t e t dt   или 

0

( ) ( )
N

T

t

J e t e t


 , где ( ) ( ) устe t h t h  . 

Полученные показатели качества управле-
ния приведены в Табл. 2. 

Как видно, по некоторым показателям u1 
имеет явное преимущество (например, квадра-
тичная ошибка у нелинейного регулятора 
меньше приблизительно в 2 раза, также суще-
ственное улучшение есть и по max  и  ). По 
ряду других показателей нелинейный регулятор 
показывает худшие результаты, чем линейный. 
Однако подчеркнем, что основным критерием 
качества, на минимизацию которого стремился 
осуществить регулятор, является интегральный 
критерий качества (9). По этому критерию 
наблюдается существенное улучшение, связан-
ное как с учетом нелинейности исходной си-
стемы регулятором u1, так и с нелинейностью 
самого интегрального критерия, которую не 
учитывает регулятор u0. 

Пример 2 
Теперь рассмотрим задачу стабилизации 

дискретной модели перевернутого маятника  

1

1

1
0

( 1) ( ) ( )sin( )
1 1

s

s s

T

x t x t u tT g x T

Lx ML


 

           

, (13) 

где 0.05sT   – шаг дискретизации, прочие па-
раметры имеют те же значения, что и в (12).  

Рис. 1. Траектории системы при управлениях u0, u1 Рис. 2. Управления u0, u1 
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Согласно приведенному выше алгоритму, 
преобразуем модель к виду (2). Пусть матрицы 

0 1 0 1, , ,A A B B  определяются как 

0

1

1

s

s s

T
A T g T

L ML


 
 
 
  

, 1 1

1

0 0

( ) sin( )
0

A x g x g

Lx L

 
   
  

, 

0

0

1
B

 
  
 

, 1

0
( )

0
B x

 
  
 

. Матрицы критерия каче-

ства (9) 0 1 0, ( ),Q Q x R  оставим такими же, как и 

выше. Отметим, что в данном примере, модель 
содержит естественный малый параметр sT , 

который и примем в качестве μ, т.е.  
= 0.05sT  .  

После выполнения последующих пунктов 
алгоритма и проведения численного моделиро-

вания при числе шагов 40N  , получаем зна-
чения критерия (9) и стандартного критерия 
вдоль u0 и u1 для системы (13) для различных 
начальных условий (Табл. 3). 

При начальном условии (0) (2.8 ; 1)x   по-
строенный регулятор эффективнее линейного 
на 73,3% по нелинейному критерию и на 
109,4% по стандартному квадратичному крите-
рию. Графики переходных процессов и управ-
ляющих сигналов приведены на Рис. 3 и Рис. 4, 
на которых по оси абсцисс откладывается но-
мер шага моделирования. Отметим, что резуль-
таты качественно повторяют аналогичные рас-
четы, проведенные в [6]. 

Согласно Табл. 3 различие по критерию ка-
чества между регуляторами нивелируется, если 
начальное условие находится вблизи положе-
ния равновесия x≡0. С ростом же начальных 

Табл. 2. Показатели качества для непрерывной модели маятника (12) 

Показатель 
 качества 

Угол отклонения маятника,  
1-ая координата 

Угловая скорость маятника,  
2-ая координата 

 Линейный Нелинейный Линейный Нелинейный 

pt , с  при 0.1   0.36 0.73 0.66 0.95 

maxt  0 0.01 0.07 0.32 

max  2.80094 2.80770 15.28 6.07 

  0 0 15.28 6.07 

ст  46 10  21.8 10  35.3 10  11.36 10  

 Линейный регулятор Нелинейный регулятор 

J 28.99 14.33 

 

Табл. 3. Значения критериев для дискретной модели маятника (13) 

Критерий Начальное условие (0) (2.8 ; 1)x   

Линейный регулятор Нелинейный регулятор 

Нелинейный критерий 33.19 10  31.84 10  

Стандартный квадратичный критерий 774.18 369.66 

 Начальное условие (0) (0.2 ; 0.1)x   

Нелинейный критерий 12.00 11.87 

Стандартный квадратичный критерий 4.16 5.04 

 Начальное условие (0) (1 ; 1)x 
 

Нелинейный критерий 290.88 298.84 

Стандартный квадратичный критерий 99.39 116.76 
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условий, естественно, нелинейный регулятор 
демонстрирует лучшие результаты. Прочие по-
казатели качества управления приведены в 
Табл. 4.  

Здесь, как и ранее, имеем как улучшение не-
линейным регулятором некоторых показателей, 
так и ухудшение ряда других. Однако, сравни-
вая основные интегральные характеристики, 
наблюдаем очевидное превосходство нелиней-
ного регулятора.  

Очевидно, что из-за линейности регулятор 
u0 хуже учитывает специфику исходной нели-
нейной системы, что может приводить к отсут-
ствию асимптотической устойчивости нулевого 
положения равновесия замкнутой системы, что 
демонстрирует пример 3. 

Также отметим, что расчеты на этой модели 
показывают чувствительность эффективности 
нелинейного регулятора к изменению парамет-
ра  , особенно, вблизи нуля, т.к. при   малых 
различия между регуляторами исчезают, а уве-
личение значения параметра   приводит к 
большему коэффициенту усиления и эффек-
тивность нелинейного регулятора растет. 

Пример 3 

Изменение выбора матриц 0 1 0 1, , ,A A B B ,

0 1 0, ( ),Q Q x R , естественно, может сказаться на 

характеристиках регуляторов 0 1,u u . Продемон-

стрируем это на следующем примере. 
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Рис. 3. Траектории системы (13) при управлениях u0, u1 Рис. 4. Управления u0, u1 

Табл. 4. Показатели качества для дискретной модели маятника (13) 

Показатель  
качества 

Угол отклонения маятника,  
1-ая координата 

Скорость колебания маятника,  
2-ая координата 

 Линейный Нелинейный Линейный Нелинейный 

pt   при 0.1   6 12 12 17 

maxt  1 1 2 1 

max  2.85 2.85 21.17 10.82 

  0 0 21.17 10.82 

ст  41.06 10  62.31 10  43.81 10  51.45 10  

 Линейный регулятор Нелинейный регулятор 

J 983.58 429.82 
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Пусть для модели маятника (13) имеем  

следующие матрицы 0

1

0 1

s

s

T
A T

ML


 
 
 
  

, 

1 1

1

0 0

( ) sin( )
0

A x g x

Lx

 
   
  

, 
2

1
1 2

2

250 0.1 0
( )

0 30 0.1

x
Q x

x

 
  

, 

а значения всех остальных матриц и парамет-
ров остаются прежними, т.е. по сравнению с 
примером 2, имеем другое представление 

0 1,A A и сильное изменение 1Q . 

При 80N , (0) (2.8; 1)x   нелинейный ре-
гулятор превосходит линейный на 368.39% по 
нелинейному критерию и на 14.43% по стан-
дартному квадратичному критерию (Табл. 5).  
В этом примере одна координата системы 
вдоль линейного регулятора стремится к нену-
левому значению (Рис. 5), т.е. теряется асимп-
тотическая устойчивость нулевого положения 
равновесия замкнутой системы (матрица за-
мкнутой системы в установившемся режиме 
имеет одно собственное число равное единице, 
а другое равное 0.28, при этом во время пере-
ходного процесса одно из собственных чисел 
матрицы замкнутой системы находится вне 

единичного круга и в пределе стремится к гра-
нице единичного круга). Для поддержания ма-
ятника в таком положении требуется постоян-
ное ненулевое управляющее воздействие 
(Рис. 6). При использовании нелинейного регу-
лятора замкнутая система является асимптоти-
чески устойчивой.  

Прочие показатели качества управления 
приведены в Табл. 6. 

Отметим, что здесь потребовалось изменить 

1Q , т.к. при том же 1Q , что и в примере 2 нели-

нейный регулятор теряет свою эффективность. 
Значительное уменьшение первого элемента 
главной диагонали матрицы 1Q позволяет полу-

чить регулятор, большинство характеристик 
которого лучше соответствующего линейного 
регулятора, а последнее объясняется недопу-
стимостью линейного регулятора в данном 
примере, т.к. происходит потеря асимптотиче-
ской устойчивости нелинейной замкнутой си-
стемы вдоль регулятора u0.  

Заключение 

В настоящей статье приведены алгоритмы 
по конструированию нелинейных стабилизи-
рующих регуляторов для нелинейных систем с 

Табл. 5. Значения критериев для дискретной модели маятника в примере 3 

 Линейный регулятор Нелинейный регулятор 

Нелинейный критерий 34.35 10  926.67  

Стандартный квадратичный критерий 440.36  384.85  
 

    
Рис. 5. Траектории системы при управлениях u0, u1   Рис. 6. Управления u0, u1 
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непрерывным и дискретным временем на осно-
ве уравнений Риккати с зависящими от состоя-
ния коэффициентами, а также рассмотрены  
соответствующие примеры для модели пере-
вернутого маятника.  

Особенностью подхода является достаточ-
ная гибкость, обусловленная различными спо-
собами преобразования исходной нелинейной 
системы к виду, линейному по управлению и 
состоянию с коэффициентами, зависящими от 
состояния и представлением этих коэффициен-
тов в виде линейной функции искусственно 
вводимого параметра, который позволяет от-
дельно учитывать нелинейности в коэффициен-
тах и предложить на этой основе нелинейные 
коррекции обычного линейного регулятора, а 
также построить критерии, для которых нели-
нейные регуляторы обладают некоторой суб-
оптимальностью. 

Проведено сравнение значений критериев 
качества регулирования вдоль построенных  
нелинейных и соответствующих линейных ре-
гуляторов. В частности, нелинейные регулято-
ры при определенном выборе параметров обес-
печивают лучшее значение предлагаемого 
нелинейного критерия и стандартного квадра-
тичного критерия по сравнению со значениями 
этих критериев вдоль линейных регуляторов, 
значительно меньшую суммарную квадратич-
ную ошибку. Хотя переходные процессы могут 
быть более плавными вдоль нелинейных регу-
ляторов, но это может привести к увеличению 
времени регулирования. Тем не менее, основ-
ные критерии качества, а именно, строящиеся  

в работе нелинейные и стандартные квадратич-
ные критерии, говорят о значительной  
эффективности нелинейных регуляторов и сви-
детельствуют о более широкой области их 
применения по сравнению с линейными. 
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