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Представление автоматных моделей 
марковских функций на основе  
укрупнения цепей Маркова 
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Аннотация. Представлено решение задачи алгоритмического синтеза автоматных моделей марковских функ-
ций на основе укрупнения конечных цепей Маркова. Введены эквивалентные автоматные модели марковских 
функций. Определена зависимость сложности алгоритмической реализации автоматных моделей от размера 
стохастической матрицы, описывающей закон полученной укрупненной цепи Маркова, и длины имплициру-
ющего вектора этой матрицы. Дана сравнительная оценка сложности рассматриваемых моделей. 

Ключевые слова: Цепь Маркова, стохастическая матрица, автономный вероятностный автомат, автоматные 
модели марковских функций, имплицирующий вектор, оценки сложности, укрупнение цепи. 

  

Введение 

Функции конечных цепей Маркова (далее 
цепь) можно рассматривать как процессы, по-
лучаемые на выходе вероятностных автоматов 
[1, 2]. В [1] показано, что при автоматном пре-
образовании случайных последовательностей 
получаемый класс последовательностей опре-
деляется как класс функций конечных цепей 
Маркова. Подклассы вероятностных автоматов, 
получаемые при ограничениях на функции вы-
хода автомата, порождают различные подклас-
сы функций цепей Маркова [1]. Общий подход 
к построению функций цепей Маркова состоит 
в следующем: множество состояний заданной 
цепи разбивается на непересекающиеся под-
множества (классы) и исследуется поведение 
цепи при условии, что состояния, принадлежа-
щие одному классу, не различаются [1, 2]. Эф-
фективным и исследованным является подход 
синтеза вероятностных автоматов, где отражен 
взгляд на цепь как на конечный детерминиро-
ванный автомат со случайным входом [2-5]. 

В данной работе задача представления 
функций цепей Маркова рассматривается как 
задача представления вероятностных автоматов 
из класса конечных автономных вероятностных 
автоматов (АВА) [2, 6]. Данные автоматы с де-
терминированной функцией выхода и со стоха-
стической матрицей Ps, задающей функцию  
переходов состояний, можно преобразовать  
в композицию [1, 6], состоящую из источника 
случайности Бернулли, выдающего с вероятно-
стью pi букву xi из некоторого алфавита X,  
и конечного детерминированного автомата 
(КДА), заданного функциями переходов и вы-
хода. Методы синтеза [4-6] автономных авто-
матов базируются на разложении матрицы Ps 
цепи Маркова в линейную комбинацию буле-
вых стохастических матриц и стохастический 
имплицирующий вектор [2] размера l. Величи-
на l определяет сложность алгоритмической  
реализации автомата. Эффективный подход к 
решению задачи минимизации автономных ве-
роятностный автоматов основан на решении 
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задачи минимизации имплицирующего вектора 
[7-10]. Результаты решения этой задачи отра-
жены в большом числе публикаций, достаточ-
ный список которых представлен в [10].  

В [8] показана NP-полнота задачи минимиза-
ции имплицирующего вектора. Имеются резуль-
таты исследований зависимости величины l от 
размера стохастической матрицы [11], от точно-
сти представления переходных вероятностей  
[9, 10], от структуры стохастической матрицы  
(от числа нулевых элементов матрицы [8], от 
числа совпадающих элементов в отдельных стро-
ках [6]). Неисследованной является задача опре-
деления зависимости величины l от наличия в 
структуре стохастической матрицы совпадающих 
вероятностных переходов между определенными 
подмножествами, на которые разбивается множе-
ство состояний заданной цепи. 

В данной работе представление автоматных 
моделей функций цепей Маркова рассматрива-
ется на основе укрупнения цепей, получаемых 
разбиением множества состояний исходной це-
пи, и построения имплицирующего вектора 
укрупненной цепи. 

Задача укрупнения стохастических процессов 
и цепей Маркова является предметом исследова-
ний уже более 50 лет, начиная с работ Романов-
ского [12], Кемени [13] и Королюка [14]. Укруп-
нение случайного процесса в общем виде 
рассматривается как замена стохастического 
процесса с большим числом состояний на про-
цесс с укрупненными состояниями [12-14]. Впер-
вые про укрупнение цепей описано в работе [12], 
где результат укрупнения рассматривается как 
характеристическая функция (марковская функ-
ция) конечных цепей. В построенной функции 
цепи посредством разбиения множества состоя-
ний исходной цепи связь укрупненных состояний 
во времени, в общем случае, нельзя представить в 
виде простой цепи [12, 13], т.е. последователь-
ность укрупненных состояний может не обладать 
марковским свойством [13] (независимость 
"будущего" от "прошлого" при фиксированном 
"настоящем"). 

Представление марковских функций в виде 
укрупненных цепей Маркова позволяет изучать 
сложный процесс методами цепей Маркова и 
решать различные прикладные задачи, напри-
мер в сфере информационных технологий: при 

локализации узких мест в вычислительных си-
стемах и сетях [16, 17], оценки эффективности 
от увеличения числа процессоров в мультипро-
цессорных системах [16, 18], оценки алгорит-
мов диспетчирования программ в многозадач-
ной кластерной системе [16, 18, 19], оценки для 
программ времени наработки на отказ [16], 
распознавание речи с помощью скрытых мар-
ковских моделей, являющихся частным случа-
ем автономных вероятностных автоматов [20], 
представления скрытых полумарковских моде-
лей в полиномиальном виде над полем Галуа 
[21], криптоанализ алгоритмов блочного шиф-
рования [22]. 

Задача укрупнения цепей и ее приложения 
актуальны и по сегодняшний день. Этой тема-
тике посвящено большое число работ [13-31], в 
том числе и за последнее десятилетие. В обла-
сти укрупнения цепей можно выделить следу-
ющие направления исследований:  

1) алгоритмы укрупнения цепей и задачи 
снижения вычислительной сложности данных 
алгоритмов с сохранением марковского свой-
ства цепей [13, 15, 23-25];  

2) вычисление предельных характеристик 
укрупненной цепи [16, 27, 28]: предельного векто-
ра, матрицы времен попадания и времени блужда-
ния до попадания в поглощающее состояние; 

3) укрупнение с сохранением свойств стоха-
стической матрицы цепи [13, 25] (например, ре-
гулярности [13], энтропии [25]); 

4) расширение приложений укрупнения  
[21, 22, 29-31]. 

Целью работы является решение задачи 
определения зависимости сложности автоном-
ных вероятностных автоматов от размера сто-
хастической матрицы укрупненной цепи Мар-
кова и размера имплицирующего вектора этой 
стохастической матрицы. 

1. Определение автоматных 
моделей марковских функций 

Пусть задана простая однородная цепь мар-
кова системой вида [13] 

(S, Ps, 0 ), (1) 

где S = {si} – множество состояний цепи; 

Ps = (pij), 1,0,  nji  – регулярная стохастиче-
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ская матрица цепи Маркова размера n×n;  
pij – вероятности переходов между состояния-

ми; 0  - стохастический вектор начального 
распределения вероятностей состояний цепи. 

Систему (1) можно рассматривать как зада-
ние автомата (Рис. 1) с одним входным симво-
лом a, под действием которого в дискретный 
момент времени автомат разыгрывает новое со-
стояние Ss  по заданной стохастической мат-
рице Ps . Начальное состояние автомата опре-

деляется стохастическим вектором 0 . 
Определение 1. Автономным вероятност-

ным автоматом типа АВА(1), являющимся  
автоматной марковской моделью цепи, и экви-
валентным системе (1), будем называть систему 
[6] 

АВА(1) = (S, X̂ , ),( sx  = s, 0 ), (2) 

где }{ isS  , 1,0  ni  - множество состояний 

АВА(1) и цепь (1); X̂  - дискретная случайная 

величина 
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– функция переходов АВА(1), ставящая паре 
(x, s) в соответствие новое состояние Ss . 

Пару ( X̂ , ),( sx ) определим на основе раз-
ложения [11] Ps из (1): 
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где pk, 1,0  lk  - элементы стохастического 

вектора )...,,,( 110  lpppP  (элементы импли-
цирующего вектора [1] матрицы Ps); M(xk), 

1,0  lk  - булева стохастическая матрица 
размера nn, соответствующая символу xk ; ве-
личина l удовлетворяет соотношению [11] 

12  nnl .   (4) 

Элементы матриц M(xk), 1,0  lk , (обозна-

чим их через )( kij x , 1,0,  nji ) задают 

функцию ),( sx  следующим образом [11].  

Если в матрице M(xk) элемент )( kij x  = 1, то 

),( ik sx  = sj, 1,0,  nji : 
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Замечание 1. Существуют и другие оценки 
для размера l имплицирующего вектора, зави-
сящие от структуры матрицы Ps , от точности 
представления переходных вероятностей в Ps и 
др. [6, 9, 10]. Мы будем применять оценку (4). 

На Рис. 2 [11] представлена структурная 
схема системы (2). Здесь генератор случайной 
величины (ГСВ), в соответствии с дискретной 

случайной величиной X̂ , выдает символ x. Ко-
нечный детерминированный автомат на основе 
входных символов x и s, с помощью функции 

),( sx , выдает последующее состояние s си-
стемы. Последовательность состояний является 
простой цепи с законом Ps [11]. 

Рассмотрим автономный вероятностный ав-
томат (Рис. 3) [1] 

(S, Ps, Y, ys )( , 0 ), (5) 

где элементы S, 0  и Ps - те же, что и в (1); Ps 
задает вероятностную функцию переходов из si 
в sj; Y = {y0, y1, …, yt-1} - конечный выходной 
алфавит; ys )( , Yy  - функция выхода, ре-
ализующая однозначное отображение множе-
ства состояний S цепи (1) в множество Y: 

 
Ps 

s 
a 

Рис. 1. Автоматная модель системы (1) 

2 
КДА 

s 1 

ГСВ  

x 

Рис. 2. Структурная схема системы (2) 
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)(s : S → Y = {y0, y1, …, yt-1}.  (6) 

Функцию )(s  определим разбиением мно-
жества S на t подмножеств 

{A0, A1, …, At-1}, SA
t

j
j 






1

0

, 0 kj AA  

при 1,0,  tkj  и kj  . (7) 

Подмножества Aj будем называть укрупнен-
ными состояниями [13]. Обозначим через }{ tY  
процесс с t состояниями y0, y1, …, yt−1, опреде-

ляемый условием yj = i, 1,0  tj , 1,0  ni , 
если в некоторый момент времени цепь нахо-
дится в состоянии si подмножества Aj. Процесс 

}{ tY , формируемый на выходе автомата (5), яв-
ляется функцией цепи Маркова [1]. 

Определение 2. Автономным вероятност-
ным автоматом типа АВА(2), эквивалентным 
автомату (5) [1], будем называть систему 

АВА(2) = (S, X̂ , ),( sx  = s, Y, ys )( , 0 ) 
или АВА(2) = (АВА(1), Y, ys )( ),  (8) 

где элементы S, X̂ , ),( sx , 0  - те же элемен-
ты, что и в (2), а Y, )(s  - то же, что и в (5). То-
гда АВА(2) образован на основе АВА(1) со слу-
чайным входом в виде дискретной случайной 

величины X̂ : последовательность состояний 
АВА(1) является цепью Маркова, а последова-
тельность выходных букв Yy  АВА(2) - 

функцией }{ tY  цепи Маркова [1]. 

На Рис. 4 представлена структурная схема 

системы (8). Блоки "ГСВ X̂ " и КДА соответ-
ствуют обозначениям Рис. 2. Блок )(s  в соот-
ветствии с (6) выдает выходной символ y. 

Оценим сложность реализации функций 
),( sx  и )(s  автомата (8). Данные функции, 

заданные в виде автоматных таблиц [3], можно 
реализовать программно табличным способом, 
храня данные в оперативной памяти (ОЗУ).  
В этом случае сложность реализации функций 

),( sx  и )(s , измеряемая количеством ячеек в 
автоматных таблицах (соответственно количе-
ством ячеек ОЗУ), определяется, соответствен-
но, величинами 

q1 = ln,   (9) 

q2 = n,   (10) 

где l определяется из (4). Выражение (9) опре-
деляет сложность реализации отображения 

SSX  , а выражение (10) - сложность реа-
лизации отображения YS  . Тогда общая 
сложность реализации этих функций оценива-
ется величиной  

q = q1 + q2.  (11) 

Последующие оценки сложности рассмат-
риваемых далее автоматов измеряются также 
количеством ячеек ОЗУ. 

Замечание 2. Дискретную случайную вели-

чину X̂  можно реализовать табличным спосо-
бом в соответствии с [32]. 

1 
Ps 

s 2 
 

y 
a 

Рис. 3. Структурная схема системы (5) 

АВА(1) 

2 
КДА 

s 1 

ГСВ  

x 
3 

 
y 

Рис. 4. Структурная схема системы (8) 
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Процесс }{ tY , построенный посредством 
разбиения вида (7), может не обладать марков-
ским свойством [13]. Но при определенных 
ограничениях (свойствах исходной матрицы Ps 
[13]), принятых для разбиения (7), процесс }{ tY  
может являться цепью с t состояниями и опре-
деляться регулярной стохастической матрицей 

(обозначим ее символом P̂ ) размера t×t [13], 
вычислимой по заданной Ps алгоритмом [6]. 
Такой процесс }{ tY , обладающий марковским 
свойством, в [13] назван укрупненной цепью 
Маркова.  

Пусть в автомате (5) цепь Маркова задана 
матрица Ps и, при заданном разбиении (7) мно-
жества S, матрица Ps удовлетворяет следующе-
му условию укрупнения [13]. 

Обозначим 





ji

j

As
kikA pp , 1,0,  nki , 1,0  tj  (12) 

 - вероятность попасть из состояния sk в множе-
ство Aj за один шаг исходной цепи (1). 

Теорема 1 [13]. Для того чтобы состояния 
цепи Маркова можно было укрупнить посред-
ством разбиения на классы A = {A0, A1, …, At-1}, 
необходимо и достаточно, чтобы для любых 

двух классов Ai и Aj и для ik As  , 1,0  nk , 

1,0,  tji , вероятности 
jkAp  имели одно и то 

же значение. Вероятности { ijp̂ } переходов 

между классами образуют стохастическую 

матрицу P̂  укрупненной цепи. 
Проверку выполнения условия укрупнения 

для стохастической матрицы Ps в соответствии с 
[13] можно провести по алгоритму [6]. По данно-
му алгоритму матрицу Ps можно поставить в со-

ответствие стохастическую матрицу P̂  размера 
tt, nt  , которая описывает укрупненную цепь с 
множеством состояний Y = {y0, y1, …, yt-1}. Обо-
значим генератор случайной величины, форми-

рующий имплицирующий вектор для P̂ , симво-

лом "ГСВ 'X̂ ". Тогда автомат вида (5), 
способный формировать укрупненную цепь с за-

коном P̂ , можно задать по аналогии с представ-
лением АВА(1) в виде (Рис. 5) 

АВА(1)' = (Y, 'X̂ , ),( xy  = y, 0 ), (13) 

где Y = {y0, y1, …, yt-1} – множество состояний 
автомата АВА(1)'; 
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X  - входная дискретная слу-

чайная величина, принимающая l1 значений; 

пара ( 'X̂ , ),( xy ) задается на основе разложе-

ния матрицы P̂  в соответствии с (3). 
Определим следующие матрицы V и U [13]. 

Пусть матрица V = (vij), 1,0  ni , 1,0  tj  – 

булева матрица размера nt, единичный эле-
мент vij которой определяет, что состояние si 
исходной цепи входит в укрупненное состояние 

Aj из (7): 








ji

ji

ij As

As
v

,0

,1
. Пусть у матрицы 

U = (uji), 1,0  ni , 1,0  tj , размера tn, j-ая 
строка (стохастический вектор) задает инфор-
мацию о классе Aj : ненулевой элемент uji пока-
зывает, что укрупненное состояние Aj содержит 
состояние si из исходной цепи, а значение эле-
мента uji принимается вероятностным и вычис-
ляется как 
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где 




1

0

n

i
ijv  - число всех состояний si исходной 

цепи, принадлежащих классу Aj. 

2. Эквивалентные автоматные  
модели марковских функций  
и их сложность 

Введем эквивалентность автоматов (5) и (13). 
Обозначим: 

),...,,( 1-10 nпр    - предельный стохасти-

ческий вектор [13] матрицы Ps в автомате (5); 

2 
КДА 

y 1 

ГСВ  

x 

Рис. 5. Структурная схема автомата АВА(1)'
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))(),...,(,)(( 1-1-1100
)(

tt
y
пр yyy    - стохасти-

ческий вектор, описывающий предельное рас-
пределение букв Yy  процесса }{ tY  на выхо-
де автомата (5); 

))'(),...,'(,)'((ˆ
1-1-1100 ttпр yyy    - предель-

ный стохастический вектор укрупненной цепи, 

вычисленный по стохастической матрице P̂  и 
описывающий предельное распределение со-
стояний укрупненной цепи в автомате (13). 

Замечание 3. Стохастический вектор )( y
пр  

можно вычислить по формуле  

Vпр
y
пр   )( .  (14) 

При заданном разбиении (7) стохастическая 

матрица P̂ , описывающая укрупненную цепь 
Маркова, определяется равенством [13] 

VUPP sˆ . (15) 

Равенство [13]   VPVVUP ss   (16) 

при заданных Ps, (7), U и V будем рассматри-
вать в соответствии с [13] в качестве условия 
возможности укрупнения цепи. 

Замечание 4 [13]. Из равенства (16) следует 
справедливость равенства  

VUPP kk ˆ ,  (17) 

где k – натуральное число. 
Теорема 2. Если: 1) матрица Ps  при задан-

ном разбиении (7) удовлетворяет условию 
укрупнения в соответствии с (16); 2) укрупнен-

ная матрица P̂  построена по матрице Ps и раз-
биению (7), то  

пр
y
пр  ˆ)(  . (18) 

Доказательство теоремы. 
Лемма 1. Пусть задана предельная матрица 

Pпр регулярной цепи Маркова. Тогда цепь, за-
данная стохастической матрицей Pпр, при лю-
бом разбиении (7) является укрупняемой. 

Доказательство. У регулярной цепи суще-
ствует стохастическая предельная матрица Pпр. 
Все строки этой матрицы одинаковы и равны 
предельному вектору пр . Зададим некоторую 

простую цепь, определяемую законом в виде 
стохастической матрицы Pпр. При любом раз-

биении (7), для любых двух классов Ad и Aj  

и для dk As  , 1,0  nk , 1,0,  tjd , веро-

ятности 
jkAp  (12) имеют одно и то же значение 

(значения 
jkAp  для всех k-ых строк являются 

одинаковыми). Т.е. по условию теоремы 1 дан-
ная цепь укрупняема. Лемма доказана. 

Лемма 2. Если исходная регулярная цепь 
Маркова укрупняема по разбиению (7) и мат-
рицы U и V определены как выше, то результа-
том ее укрупнения также будет регулярная 
цепь. 

Доказательство. Для регулярной цепи суще-
ствует предельная матрица Pпр. Тогда, в соот-
ветствии с леммой 1, заданная стохастической 
матрицей Pпр цепь при любом разбиении (7) яв-
ляется укрупняемой. Тогда в соответствии 
с равенством (15) справедлива формула 

VUPP прпр ˆ , где прP̂  - стохастическая матрица 

укрупненной цепи, полученной на основе цепи 
со стохастической матрицей Pпр. 

Из (17) следует справедливость формулы: 

VUPP k
пр

k
пр ˆ . Т.к. матрица Pпр - предельная,  

то Pпр = k
прP . Соответственно при неизменности 

Pпр, U, V, значение k
прP̂  будет равно прP̂ . Т.е. прP̂  

не изменяется и является предельной. Тогда со-
гласно теореме 4.1.2 из работы [13, стр. 93] полу-
ченная укрупненная цепь со стохастической мат-

рицей P̂  является регулярной. Лемма доказана. 
Лемма 2 устанавливает, что у цепи, получен-

ной укрупнением регулярной цепи, существуют 

предельный вектор )ˆ...,,ˆ,ˆ(ˆ
1-10
прпрпр

пр t
   и 

предельная матрица прP̂ . 

С учетом замечания 3 заменим )( y
пр  в дока-

зываемом равенстве на правую часть формулы 

(14): получим Vпрпр  ̂ . Докажем верность 

этого равенства. 

Матрицу прP̂  можно вычислить через предел 

от P̂ : k

kпр PP ˆlimˆ


 . По формуле (17) из замеча-

ния 4 распишем kP̂ : ˆ ˆlim limk k
пр

k k
P P UP V

 
  

lim k

k
U P V


  Т.к. k

kпр PP


 lim , то VUPP прпр ˆ . 
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Матрицу прP̂  можно представить как произ-

ведение прtпрP  ˆˆ
1   , где 1t  - единичный 

вектор-столбец из t элементов. Матрицу прP  

можно представить как произведение 

прnпрP   1 , где 1n  - единичный вектор-

столбец из n элементов. Тогда равенство 

VUPP прпр ˆ  можно расписать как 

VU прnпрt    11
ˆ . 

Из определения матрицы U = (uji), 1,0  ni , 

1,0  tj , имеющей размеры tn, следует усло-

вие стохастичности по строкам 





1

0

1
n

i
jiu . Тогда 

результатом умножения 1 nU   будет единич-

ный вектор-столбец 1t  из t элементов. С уче-
том вышесказанного основное равенство мож-

но записать как Vпрtпрt    11
ˆ . Сократив 

в обеих частях равенства вектор 1t , получим 

Vпрпр  ̂ . Теорема доказана. 

Определение 3. Автоматы (5) и (13) эквива-
ленты, если для их выходных последовательно-
стей - процесса {Yt} и укрупненной цепи - вы-
полняется условие (18). 

Размер имплицирующего вектора для мат-

рицы P̂ , определяемого по разложению вида 
(3), удовлетворяет соотношению 12

1  ttl . 
Тогда сложность автомата (13), эквивалентного 
автомату (5), можно оценить по аналогии с 
формулой (9) как 

qy = l1t.  (19) 

Замечание 5. Для случая, когда l1 < l, из (11) 
и (19) следует справедливость соотношения 
qy < q. С увеличением разности n − t, при фик-
сированном значении t, разность q−qy  возрас-
тает нелинейно. 

Пусть q = q1 + q2 = n(l + 1), 12  nnl , 

qy = l1t и 12
1  ttl . Тогда 

tttnnnqq y )1()2( 22  . Вычислим 

изменения q−qy при разных n и фиксированных 
t = 2, 10, 15. Полученные значения представим на 
общем графике (Рис. 6), где по абсциссе задаются 
значения n, а по ординате - значения величины 
q−qy. Рис. 6 характеризует уменьшение сложно-
сти автоматных схем, построенных на основе 
укрупнения цепи в зависимости от n и t. 

Рассмотрим иной способ задания в автомате 

(8) элементов X̂  и ),( sx . Элементы S, Y, )(s  
остаются те же самые. 
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Рис. 6. График изменения величины q−qy от n и t 
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Зададим некоторую конечную дискретную 

случайную величину 
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X , 

nm  , и некоторую функцию ),(1 sx  автомат-
ной таблицей размера m×n, где в столбце, соот-
ветствующем текущему состоянию Ssi  , за-

даны состояния Ss j  , 1,0,  nji , в которые 

автомат переходит под действием букв Xxk  , 

1,0  mk . Заданный автомат имеет вид 

АВА(2)1 = (S, 1X̂ , ),(1 sx , Y, ys )( , 0 ). (20) 

Последовательность состояний Ss  этого 
автомата является цепью, описываемой матри-
цей P размера n×n [4], однозначно определяе-

мой по заданной паре ( 1X̂ , ),(1 sx ). Матрицу P 
можно вычислить по алгоритму [3]. Выходная 
последовательность автомата является функци-
ей цепи Маркова вида }{ tY . 

Сложность автомата (20) оценивается вели-
чиной q3 = mn + n. 

Следствие 1 (из теоремы 2). Пусть получен-
ная стохастическая матрица P для автомата (20) 
является регулярной, задаваемая ею цепь обла-
дает свойством укрупнения вида (16) при  
заданной функции (6) и по матрице P вычислена 

соответствующая стохастическая матрица 1̂P . 
Тогда автомат вида (13), формирующий укруп-
ненную цепь с множеством состояний  

Y = {y0, y1, …, yt-1} и с законом 1̂P , эквивалентен 
автомату (20) по критерию (18). 

Справедливость следствия 1 следует из со-
отношения (16). 

Сложность данного автомата, эквивалентно-
го автомату (20), оценивается величиной qy. 
Для случая, когда l1 < m, выполняется неравен-
ство qy < q3. 

Определение 4. Автономным вероятност-
ным автоматом типа АВА(3) будем называть 
систему  

АВА(3) = (S, X̂ , ),( sx  = s, Y1, ysy )/`( , 0 ), 
(21) 

где S, X̂ , ),( sx , 0  - те же элементы, что и в 
(8); Y1 = {y0, y1, …, yd-1}; )/`( sy  - вероятност-

ная функция выхода, определяемая стохастиче-

ской матрицей P(y / s) = (p(yj /si)), 1,0  ni , 

1,0  dj , размера n×d, где nd   в общем 
случае. 

Элементы p(yj /si) матрицы P(y / s) задают ве-

роятность появления буквы yj , 1,0  dj , при 
условии поступления на вход функции )/`( sy  

состояния si , 1,0  ni . Т.е. функция )/`( sy  

при состоянии is  принимает значения 
y0, y1, …, yd-1 с вероятностями pi 0, pi 1, …, pi d-1. 
Обозначим данный процесс - последователь-
ность выходных букв 1Yy  автомата АВА(3) - 

как процесс }'{ tY . Данный процесс относится к 
классу функций цепей Маркова [1, 13]. 

Матрицу P(y / s) представим на основе разло-
жения вида (3) выражением  







1

0
)/(

2

)(
l

i
iisy uMpP , 

где pi, 1,0 2  li  - элементы стохастического 

вектора )...,,,( 1102
2

 lpppP , определяющего 

распределение дискретной случайной величи-

ны Û ; Û  принимает конечное множество зна-

чений },...,,{ 110 2
 luuuU ; M(ui), 1,0 2  li  - 

булева стохастическая матрица размера nd, 
соответствующая символу ui ; величина l2 опре-
деляется величиной [33] 

12  ddnl . 

Т.е. автомат (21) можно задать эквивалент-
ным автономным вероятностным автоматом [1] 
(Рис. 7) вида 

АВА(3)э = (АВА(1), Û , ),( su = y) (22) 

где "ГСВ Û " формирует дискретную случай-

ную величину Û  со значением ui, 1,0 2  li ,  

с распределением 2P . Блок 2 формирует цепь  
с n состояниями, блок 4 реализует функцию 
выхода ),( su  с t возможными значениями 

1Yy . 

При заданных q4 = l2d и q1 из (9) сложность 
системы (22) равна 

q5 = q1 + q4 .  (23) 



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ Б.Ф. Эминов и др. 

40 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 1/2016 

Замечание 6. Для случая nd   стохастиче-
ский процесс }'{ tY , задаваемый матрицей P(y / s), 
не удовлетворяет условию (16) укрупнения цепи. 

Модификацией системы (22) служит полу-
чение на выходе цепи Маркова, когда d = n,  
а матрицы Ps и P(y / s) допускают укрупнение в 
соответствии с (16) при заданных разбиениях 
вида (7). Сложность полученной системы (обо-
значим ее как АВА(3)м) при данных ограниче-
ниях можно оценить величиной  

q6 = 2qy, 

где величина qy определена в (19); q6 < q5. 
Определение 5. Автономным вероятност-

ным автоматом типа АВА(4) будем называть 
систему 

(S, X̂ , ),( sx  = s, Y, ys )( , 0 , Z, )/( yz ) 
или АВА(4) = (АВА(2), Z, )/( yz ), (24) 

где АВА(2) задается системой (8), )/( yz  - ве-
роятностная функция, задаваемая, аналогично 
функции ysy )/`( , стохастической матрицей 

P(z / y) = (p(zj /yi)), 1,0  ti , 1,0  dj , размера 
dt  , где dt   в общем случае и элемент 

p(zj /yi) определяет вероятность появления  

буквы zj при условии, что на выходе автомата 
АВА(2) появилась буква yi. 

На Рис. 8 представлена структурная схема 
АВА(4), где пунктирной линией очерчен базо-
вый АВА(2), вырабатывающий последователь-
ность состояний y процесса {Yt}. Блоки 4-5 реа-
лизуют функцию )/( yz  по аналогии с 
блоками 3-4 на Рис.6. Процесс, представляю-
щий собой последовательность букв z автомата 
АВА(4), является функцией цепи Маркова [1]. 

Оценим сложность системы (24) для следу-
ющих случаев. 

1. Без укрупнения матрицы Ps , d > t. Тогда 
размер l3 имплицирующего вектора, формиру-
емого блоком 5, определяется величиной [33] 

13  dtdl , 
и сложность автомата (24) оценивается как 
q8 = q + q7, где q7 = l3t, q7 > qy. 

2. Без укрупнения матрицы Ps, d = t. Тогда 
сложность автомата (24) оценивается величи-
ной q9 = q + qy , q9 < q8. 

3. С укрупнением матрицы Ps. Пусть d = t  
и существует возможность укрупнения матрицы 
Ps при разбиении вида (7). Тогда задание автома-
та (24) сводится к заданию автомата АВА(3)м и 
его сложность оценивается величиной q6, q6 < q9. 

Следствие 2 (из теоремы 2). Автоматы вида 
(24), представленные для случаев 2-3, эквива-
лентны: характеристики их выходных последо-
вательностей отвечают условию 

)/()/( ˆ yzпрyzпр PPV   , 

где левая и правая части описывают предель-
ные распределения выходных последователь-
ностей автомата (24) для случая 2 и 3 соответ-
ственно. 
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Рис. 7. Структурная схема системы (22) 
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Рис. 8. Структурная схема системы (24)
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Заключение 

Определены оценки сложности алгоритмиче-
ской реализации автономных вероятностных  
автоматов, формирующих функции цепей Мар-
кова. Рассматриваемым автономным вероятност-
ным автоматам поставлены в соответствие экви-
валентные автоматы, представленные на основе 
укрупненных цепей Маркова. Приведенные 
оценки сложности эквивалентных автоматов ха-
рактеризуют высокую эффективность примене-
ния аппарата укрупнения цепей для уменьшения 
сложности рассматриваемых автоматов. 

Отметим следующее приложение модели 
(13). В работе [34] рассмотрен метод моделиро-
вания марковских функций вида (5) полинома-
ми над конечным полем GF(2n), где порядок 
поля (величина 2n) зависит от величины l. Ак-
туальной задачей при построении рассматрива-
емых полиномов является задача понижения 
порядка поля. Применение модели (13) для за-
дачи моделирования марковских функций над 
полем GF(2n) позволит понизить порядок поля 
в соответствии с зависимостью, представлен-
ной на Рис.6. 
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