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Математическая модель  
возникновения клеточной специализации  
в колониальных организмах. Случай 
различных типов клеток1 

Д.Н. Тверской 

Аннотация. Представлены результаты моделирования и исследования процессов возникновения клеточной 
специализации в колониальных организмах. Предполагается, что каждая клетка может выполнять одну из двух 
биологических функций – репродуктивную или соматическую. Каждая клетка тратит некоторые усилия на вы-
полнение биологической функции, причем, клетка не может увеличивать затраты на выполнение одной из 
функций, не уменьшив затрат на выполнение другой функции. Оптимальное распределение усилий клетки 
между двумя функциями определяется исходя из принципа максимизации жизнеспособности всей колонии. 
Мутации и позиционные эффекты могут приводить к тому, что различные клетки внутри колонии могут иметь 
различную внутреннюю структуру. Показано, как различие в структуре клеток влияет на возможности возник-
новения клеточной специализации в колонии в зависимости от размера колонии. Описаны различного рода пе-
реходные формы между неспециализированными колониями и полностью специализированными многокле-
точными организмами и условия их возникновения. 
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Введение 

В настоящее время математическое модели-
рование биологических процессов представляет 
собой бурно развивающееся и весьма перспек-
тивное направление в биологической науке. 
Методы математического моделирования ис-
пользуются как для построения теоретических 
моделей, позволяющих описывать биологиче-
ские системы, так и для анализа эмпирических 
данных, полученных экспериментальным пу-
тем. Многие работы по биоинформатике [1-3], 
теоретической и прикладной геронтологии  

[4; 5], биомедицине, теории самоорганизации 
биологических сообществ [6-8], эволюционной 
биологии [9] являются прекрасными образцами 
применения методов математического модели-
рования в биологических системах. 

Переход от одноклеточных форм жизни к 
многоклеточным формам является важнейшим 
вопросом, изучаемым в рамках эволюционной 
биологии. Данный процесс может быть описан 
также в рамках теории самоорганизации биоло-
гических сообществ [6-8]. Одним из ключевых 
аспектов данного перехода считается возникно-
вение клеточной специализации в колониальном 
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1 Статья подготовлена в результате работы в рамках Программы фундаментальных исследований Национального иссле-
довательского университета «Высшая школа экономики» (НИУ ВШЭ) и с использованием средств субсидии в рамках
государственной поддержки ведущих университетов Российской Федерации "5-100" (автор благодарит Ф.Т. Алескерова
за формулировку модели), а также в рамках молодежной научной школы ИПУ РАН «Модели индивидуального, коллек-
тивного и многокритериального выбора». 
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организме [10]. Под специализацией понимается 
следующее. Рассмотрим колонию клеток. Суще-
ствует некоторый конечный набор биологиче-
ских функций, выполнение которых должно быть 
распределено между клетками рассматриваемой 
колонии. Клетка называется специализирован-
ной, если она выполняет одну и только одну из 
данных биологических функций. Клетка считает-
ся неспециализированной, если она может сов-
мещать выполнение нескольких биологических 
функций. Будем называть колонию полностью 
специализированной, если все клетки данной ко-
лонии специализированы. 

Существует ряд работ, занимающихся моде-
лированием и предсказанием возникновения 
специализации в колониях клеток. В [11] пред-
ложена модель возникновения специализации в 
некоторой сложной системе, состоящей из ко-
нечного числа элементов, где каждый элемент 
может выполнять одну или несколько функций. 
В [12] рассматривается совокупность клеток, 
которые могут обмениваться друг с другом ме-
таболитами. Исследуется вопрос возникнове-
ния специализации в данной системе. Частым 
допущением в этих моделях является предпо-
ложение о том, что существует только две био-
логические функции, условно называемые ре-
продуктивной и соматической. Репродуктивная 
функция – все то, что касается размножения 
клеток. Под соматической функцией можно 
понимать некоторую композитную функцию, 
которая есть объединение всех биологических 
функций, за исключением репродуктивной. Ра-
бота [13] посвящена изучению соматических 
клеток, то есть клеток, специализирующихся на 
выполнении соматической функции. В [14] ко-
лония клеток и предпосылки к возникновению 
специализации рассматриваются через призму 
химических и физических процессов, происхо-
дящих внутри колонии.  

В [15] изучается колония абсолютно иден-
тичных клеток. Предполагается существование 
ровно двух биологических функций – репро-
дуктивной и соматической. Каждая клетка тра-
тит некоторые усилия на выполнение биологи-
ческой функции, причем, клетка не может 
увеличивать затраты на выполнение одной из 
функций, не уменьшив затрат на выполнение 
другой функции. Поэтому для каждой клетки 

возникает некоторое соотношение, связываю-
щее выполнение клеткой репродуктивной и со-
матических функций, называемое функцией 
компромиссов данной клетки. Функция ком-
промиссов определяется внутренней структу-
рой клетки. Предполагается, что абсолютно 
идентичные клетки имеют одинаковые функ-
ции компромиссов. Авторы показывают, что 
форма графика функции компромиссов являет-
ся важнейшим фактором, влияющим на воз-
никновение специализации в колонии. Так,  
колонии маленького размера будут характери-
зоваться вогнутой функцией компромиссов, а 
большие колонии – выпуклой функцией ком-
промиссов. В качестве исследуемой биологиче-
ской системы рассматриваются вольвоксовые 
водоросли. Считается, что это наиболее подхо-
дящая для изучения процесса перехода от од-
ноклеточных форм жизни к многоклеточным 
биологическая система [16-18]. Однако в каче-
стве подходящей биологической системы мож-
но рассматривать и цианобактерии [19; 20], и 
микобактерии [12]. 

В данной работе мы рассматриваем колони-
альный организм, различные клетки которого 
могут иметь различные функции компромис-
сов. Наша цель – исследовать то, как влияет не-
однородность клеток на возможности возник-
новения специализации в рассматриваемой 
колонии. Будем говорить, что две клетки имеют 
один и тот же тип, если у них одинаковые 
функции компромиссов. В противном случае, 
будем говорить, что клетки имеют различные 
типы. Существуют некоторые причины, по ко-
торым мы считаем правомерным рассматривать 
колонии клеток с различными типами. Первая 
причина – это мутации [12; 21-24]. Мутации 
возникают в процессе деления клеток и изме-
няют внутреннюю структуру клеток. В рамках 
рассматриваемой терминологии это означает, 
что мутации приводят к изменению функции 
компромиссов. Даже если изначально клетки в 
колонии идентичны, в дальнейшем ситуация 
может измениться благодаря мутациям. Вторая 
причина – это позиционные эффекты [11]. Под 
позиционными эффектами понимается следу-
ющее – пространственное расположение клетки 
в колонии может оказывать влияние на внут-
реннюю структуру клетки, то есть, на ее тип. 
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1. Модель 

Рассмотрим колонию, состоящую из N кле-
ток. Каждой клетке присвоен некоторый индекс 
i = 1,…,N. Рассматриваются ровно две биоло-
гические функции – соматическая и репродук-
тивная, на выполнение которых каждая клетка 

может направлять свои усилия. Пусть ib  - выпол-
нение клеткой с индексом i репродуктивной 

функции, iv  - выполнение клеткой с индексом i 

соматической функции. Введем следующие обо-
значения: b = (b1,..,bN), v = (v1,..,vN). Теперь наша 
задача – определить внутреннюю функцию ком-
промиссов для каждой клетки. Для каждой клет-

ки i введем число max
ib R , max0 ib  , характе-

ризующее максимальный уровень 
репродуктивной функции, которая потенциально 
может быть выполнена клеткой с индексом i, и 

рассмотрим отображение max: 0,i ib R    . 

Внутреннюю функцию компромиссов клетки за-
дадим следующим образом [15]: 

( ),   1,...,i i iv b i N  . (1) 

Для упрощения дальнейшего анализа задачи 

предположим, что все функции i  являются 

непрерывными на соответствующих отрезках 
max0, ib   , дважды непрерывно-дифференцируе-

мыми на соответствующих интервалах 

 max,0 ib . Кроме того, если клетка начинает 

концентрироваться на выполнении одной 
функции, то выполнение ею другой функции 
должно уменьшаться. Это свойство формализу-

ется следующим образом: 1,..., : 0i

i

d
i N

db


   . 

Кроме того, предположим, что 
max max1,..., :   ( ) 0,   (0)i i i ii N b v     , где 

max max,   0i iv R v   . Это значит, что если 
клетка максимально концентрируется на вы-
полнении некоторой функции, то уровень вы-
полнения другой функции должен быть мини-
мально возможным (в данном случае, 
нулевым). 

Репродуктивная функция колонии B, есть 
аддитивная функция переменных bi. Соматиче-

ская функция колонии V есть аддитивная функ-
ция переменных vi. Тогда 
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Аддитивность репродуктивной функции ор-
ганизма с точки зрения биологии выглядит 
убедительно. Это связано с тем, что репродук-
тивную функцию клетки можно связывать с 
числом клеток, получающихся в результате де-
ления данной клетки. Аддитивность соматиче-
ской функции – есть вопрос дискуссионный 
[15]. Здесь мы следуем [15] и рассматриваем 
флагеллярное движение в качестве аппрокси-
мации для соматической функции. Таким обра-
зом, предположение об аддитивности становит-
ся уместным.  

Теперь нам необходимо описать математи-
чески жизнеспособность организма. Жизнеспо-
собность W есть функция от двух неотрица-
тельных аргументов, B и V, удовлетворяющая 
следующим свойствам: функция W(B,V) есть 
неотрицательная функция, такая, что 
W(B,V) = 0 тогда и только тогда, когда либо 
B = 0, либо V = 0. Кроме того, необходимо по-
требовать, чтобы функция жизнеспособности 
колонии была неубывающей функцией по обо-
им аргументам при всех неотрицательных зна-
чениях этих аргументов [25-27]. В качестве 
жизнеспособности колонии в нашей работе мы 
будем рассматривать следующую мультипли-
кативную функцию: 

BVW  . (3) 

Данный вид функции жизнеспособности от-
ражает тот факт, что обе биологические функ-
ции – репродуктивная и соматическая, являют-
ся жизненно необходимыми для нормального 
функционирования колонии. Кроме того, дан-
ная функция обладает одним важным свой-
ством [15]. Рассмотрим две клетки. Одна клетка 
имеет большое значение репродуктивной 
функции и маленькое значение соматической. 
Напротив, вторая клетка имеет большое значе-
ние соматической функции и маленькое значе-
ние репродуктивной. Каждая клетка в отдель-
ности имеет низкий уровень жизнеспособности, 
но вместе, внутри колонии, клетки могут взаи-
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модействовать друг с другом и благодаря этому 
достичь большего уровня жизнеспособности. 

Оптимальной стратегией колонии мы будем 
называть набор (b*, v*), который максимизирует 
жизнеспособность организма. Таким образом, 
мы приходим к следующей оптимизационной 
задаче: 
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Будем говорить, что клетка с индексом i 
специализируется на репродуктивной функции, 

если * max
i ib b  (равносильно * 0iv  ). Будем го-

ворить, что клетка с индексом i специализиру-

ется на вегетативной функции, если max*
ii vv   

(равносильно * 0ib  ).  
Как уже было отмечено ранее, в колониях 

маленького размера все внутренние функции 
компромиссов предполагаются вогнутыми, а в 
колониях большого размера – выпуклыми [15]. 
Таким образом, наша цель – исследовать, каким 
образом наличие различных типов клеток в ко-
лониях различного размера влияет на возмож-
ности возникновения специализации в этих  
колониях. 

2. Результаты и обсуждение 

Как было показано в [15], размер колонии 
оказывает влияние на функции компромиссов 
клеток рассматриваемой колонии. Предполага-
ется, что клетки в колониях маленького разме-
ра имеют вогнутые функции компромиссов. По 
мере увеличения размера колонии, увеличива-
ется число дочерних клеток каждой колонии. 
Это приводит к тому, что для того, чтобы клет-
ка увеличила свой вклад в репродуктивную 
функцию, требуется большое снижение вклада 
этой клетки в соматическую функцию. Данное 
снижение связано с потребностью запасать 
большее число ресурсов внутри клетки, необ-
ходимое для деления на большее число дочер-

них клеток. В [15] данное явление названо пер-
воначальными издержками воспроизводства. 
Наличие данного вида издержек приводит к 
тому, что внутренние функции компромиссов 
для клеток колоний большого размера стано-
вятся выпуклыми (или могут быть приближены 
некоторыми выпуклыми функциями). Таким 
образом, следуя [15], мы рассматриваем три 
различных формы внутренних функций ком-
промиссов – линейную (в качестве первого 
приближения), выпуклую (колонии большого 
размера) и вогнутую (колонии маленького раз-
мера). Опишем полученные результаты для 
каждого из указанных случаев. 

Случай линейных функций компромис-
сов. В данном случае все функции компромис-
сов будут иметь следующий вид: 

max( )   где  0,   1,...,i i i i i ib v b i N      . (5) 

Для удобства анализа модели предположим, 
что ,  i j i j    . Назовем данное условие 

условием строгой дифференциации типов в ли-
нейной модели. Если же в модели имеются 

клетки mii ,...,1  с функциями компромиссов 
max( ) , 1,...,

l l l li i i ib v b l m     , мы можем рас-

сматривать эти клетки как одну композитную 

клетку I с репродуктивной функцией 
1

l

m

I i
l

b b



и соматической функцией max ,I I Iv v b  

max max

1

где  
l

m

I i
l

v v


 . При условии строгой диф-

ференциации типов в линейной модели получа-
ем, что в оптимальном состоянии в колонии 
клеток с линейными функциями компромиссов 
будет не более одной неспециализированной 
клетки. Это означает, что каждая клетка, кроме, 
возможно, одной, будет либо специализиро-
ванной соматической, либо специализирован-
ной репродуктивной. Теперь рассмотрим ли-
нейную модель, где условие строгой 
дифференциации типов не выполняется. Дан-
ная модель может быть сведена к линейной мо-
дели относительно композитных клеток с усло-
вием строгой дифференциации типов. Для 
последней мы получим, что в оптимуме в коло-
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нии будет не более одной неспециализирован-
ной композитной клетки. Таким образом, для 
произвольной колонии клеток с линейными 
функциями компромиссов получаем, что воз-
можны два качественных случая. Первый слу-
чай - колония является полностью специализи-
рованной. Второй случай - все клетки колонии 
специализированы, кроме прослойки клеток, 
состоящей из клеток с некоторыми одинаковы-
ми коэффициентами α функций компромиссов 
этих клеток. Какой из этих двух случаев реали-
зуется – зависит от параметров модели.  

Важным частным случаем модели является 
ситуация, когда все клетки в колонии имеют 
одинаковый тип [15]: 

max( )   где  0,   1,...,i i ib v b i N       . (6) 

Тогда реализуется второй качественный 
случай для решения, и неспециализированная 
прослойка состоит из всех клеток колонии.  

По полученным результатам можно сделать 
два ключевых вывода. 

1. Линейные функции компромиссов можно 
рассматривать как некоторое приближение ре-
альных функций компромиссов (истинную 
форму которых мы, возможно, не знаем), не 
учитывающее размер колонии (за который от-
вечают члены второго порядка в разложении в 
ряд Тейлора функции компромиссов). Таким 
образом, модель с линейными функциями ком-
промиссов будет выявлять «чистое» влияние 
мутаций и позиционных эффектов на возмож-
ности специализации в колонии. Как мы видим, 
при появлении в колонии клеток с различными 
типами в колонии также начинает возникать 
специализация. 

2. Кроме того, колонии с описанной выше 
неспециализированной прослойкой можно ха-
рактеризовать как переходные формы между 
неспециализированными колониальными орга-
низмами и полностью специализированными 
многоклеточными организмами. Таким обра-
зом, модель позволяет описать существование 
подобного рода переходных форм. 

Случай выпуклых функций компромис-
сов. Для каждой клетки предположим, что ее 
функция компромиссов является строго выпук-
лой на всей области определения этой функции. 

В случае идентичных типов клеток [15], в ко-
лонии будет наблюдаться не более одной не-
специализированной клетки. Точно такой же 
качественный результат мы получаем и для бо-
лее общего случая, когда типы клеток могут 
быть разными. В этом результате нет ничего 
удивительного. И размер колонии, и степень 
разнообразия клеток внутри колонии есть фак-
торы, одинаково влияющие на возможности 
возникновения специализации в колонии. А 
именно: увеличение числа клеток в колонии, 
точно так же, как и появление клеток различ-
ных типов ведет к возникновению специализа-
ции в колонии. 

Случай вогнутых функций компромис-
сов. Для каждой клетки предположим, что ее 
функция компромиссов является строго вогну-
той на всей области определения этой функции. 
Вогнутые функции компромиссов присущи 
клеткам в колониях маленького размера. Как 
показано в [15], если все клетки в колонии ма-
ленького размера будут абсолютно идентичны-
ми, то такая колония будет неспециализиро-
ванной (то есть в колонии не будет ни одной 
специализированной клетки). Теперь рассмот-
рим, что произойдет в модели на качественном 
уровне, если мы позволим клеткам иметь  
различные типы. Рассмотрим множества 
ଵܫ
 ⊂ ሼ1, . . , ܰሽ; ଶܫ

 ⊂ ሼ1, . . , ܰሽ; ଷܫ	
 ⊆ ሼ1, . . , ܰሽ, 

ଵܫ
 ∪ ଶܫ

 ∪ ଷܫ
 ൌ ሼ1, . . , ܰሽ, ܫଵ

 ∩ ଶܫ
 ൌ ଵܫ

 ∩ ଷܫ
 ൌ

ଶܫ
 ∩ ଷܫ

 ൌ ∅ и หܫଷ
ห  1 (параметр p индексирует 

всевозможные разбиения (ܫଵ
, ଶܫ

, ଷܫ
ሻ множества 

ሼ1, . . , ܰሽ, такие, что หܫଷ
ห  1). Тогда решение 

задачи (4) для вогнутых функций компромис-
сов b* будет содержаться среди точек ܾ ∈ ܴே 
таких, что ܾ ൌ ܾ

௫ для	всех ݅ ∈ ଵܫ
	и	ܾ ൌ 0	 

для всех ݅ ∈ ଶܫ
, а для всех ݅ ∈ ଷܫ

 выполняется 
следующее свойство: 

ௗఝ
ௗ

൫ܾ൯ ൌ െ
ሺሻ

ሺሻ
. (7) 

В частности, имеем: 

ௗఝ
ௗ

൫ܾ൯ ൌ
ௗఝೕ
ௗೕ

൫ܾ൯, ∀݅, ݆ ∈ ଷܫ
. (8) 

Рассмотрим подробнее условия (7)-(8) для 
разбиения (ܫଵ

, ଶܫ
, ଷܫ

ሻ ൌ ሺ∅, ∅, ሼ1, . . , ܰሽሻ: 
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ௗఝ
ௗ

ሺܾሻ ൌ
ௗఝೕ
ௗೕ

൫ ܾ൯ ൌ െ
ሺሻ

ሺሻ
, ∀݅, ݆ ∈ ሼ1, . . , ܰሽ. (9) 

Если все клетки в колонии идентичные, то, 
как показано в [15], условие (9) определяет оп-
тимальный уровень репродуктивной функции 
организма. При этом данное условие равно-
сильно следующей системе: 

൝
ܾ ൌ ܾ, ∀݅, ݆ ∈ ሼ1, . . , ܰሽ

߮ᇱሺܾሻ ൌ െ
ఝሺሻ



. (10) 

Из нее мы видим, что все клетки в рассмат-
риваемой колонии будут неспециализирован-
ными и будут иметь одинаковые уровни репро-
дуктивной функции. Теперь рассмотрим условие 
(9) при предположении, что клетки в колонии 
могут иметь различные типы. Пусть клетки i, j 
имеют различные типы, то есть различные 
функции компромиссов. Тогда, если различие в 
типах клеток будет достаточно велико, следую-
щее условие вообще может не выполняться при 
любых допустимых значениях ܾ, ܾ: 

ௗఝ
ௗ

ሺܾሻ ൌ
ௗఝೕ
ௗೕ

൫ ܾ൯	. (11) 

Таким образом, мы вынуждены будем пере-
ходить к отличному от ሺܫଵ

, ଶܫ
, ଷܫ

ሻ ൌ
ሺ∅, ∅, ሼ1, . . , ܰሽሻ разбиению p множества 
ሼ1, . . , ܰሽ. Соответствующая этому новому раз-
биению точка ܾ ∈ ܴே будет иметь хотя бы од-
ну координату i, равную ܾ

௫ или 0. А это 
означает, что в оптимальной стратегии рас-
сматриваемой колонии будет хотя бы одна спе-
циализированная клетка. 

Таким образом, мы можем подытожить ска-
занное выше. С одной стороны, маленький раз-
мер колонии отрицательно сказывается на воз-
можности возникновения специализации в 
колонии. С другой стороны, мутации и позици-
онные эффекты, наоборот, положительно вли-
яют на возможность возникновения специали-
зации в колонии. Таким образом, в небольших 
колониях с различными типами клеток имеют-
ся два разнонаправленных по своему влиянию 
на специализацию эффекта. Чем сильнее сте-
пень дифференциации клеток в колонии, тем 
выше вероятность того, что данная колония бу-

дет специализированной. Если предположить, 
что с ростом числа клеток в колонии усилива-
ется степень дифференциации их типов, то 
можно сделать два вывода: 

1. Увеличение размера колонии влияет на 
возникновение специализации явно и косвенно. 
Явное влияние – через первоначальные  
издержки воспроизводства, которые растут с 
увеличением размера колонии и, тем самым, 
увеличивая шансы на возникновение специали-
зации. Косвенное влияние – через увеличение 
степени дифференцированности типов клеток. 

2. Колонии небольшого размера с различ-
ными типами клеток, в которых возникла ча-
стичная специализация можно также рассмат-
ривать как некоторую переходную форму 
между неспециализированными колониальны-
ми организмами и полностью специализиро-
ванными, многоклеточными. 

Заключение 

Была рассмотрена модель колониального 
организма, каждая клетка которого может вы-
полнять одну из двух функций – репродуктив-
ную или соматическую. При этом предполага-
ется, что клетка не может увеличить свой вклад 
в репродуктивную функцию, не уменьшив 
вклада в соматическую функцию, и наоборот. В 
[15] рассматривается случай абсолютно иден-
тичных клеток в колонии. В этой работе пока-
зано, что размер колонии является важнейшим 
фактором, влияющим на возникновение специ-
ализации в колонии. Мы обобщили модель [15] 
на тот случай, когда клетки в колонии могут 
иметь различную внутреннюю структуру (раз-
личные типы). Такое различие во внутренней 
структуре может быть обусловлено влиянием 
мутаций или позиционными эффектами (то 
есть пространственное расположение клетки 
внутри колонии может оказывать влияние на ее 
внутреннюю структуру). Было показано, что 
дифференциация типов клеток и размер коло-
нии – есть два фактора, сонаправленно влияю-
щих на возможности возникновения специали-
зации в колониях. Увеличение размера 
колонии, как и увеличение степени дифферен-
цированности типов клеток приводит к возник-
новению специализации. Было показано, что 
даже в колониях небольшого размера при 
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наличии клеток различных типов возможно 
возникновение клеточной специализации. Кро-
ме того, в модели были описаны различного 
рода переходные формы между неспециализи-
рованными колониальными организмами и 
полностью специализированными многокле-
точными и условия их возникновения. 
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Mathematical model of the process of specialization emergence in colonial organisms.  
The case of different types of cells 
D.N. Tverskoi 
 
Abstract. In this paper we consider a colony of cells. We assume that each cell can contribute to two  
biological functions: reproductive and somatic. Each cell cannot increase its contributions to one function, 
without decreasing its contributions to another, i.e., cells efforts to reproductive and somatic functions are 
traded off. Optimal contributions of each cell to viability and fecundity are determined using the principle 
of fitness maximization for the whole colony. Mutations and positional effects can lead to the situations, 
where different cells in the colony have different inner structures. We show how this difference in inner 
structures influences the emergence of cells specialization in the colony, and how this influence depends 
on the size of the colony. Moreover, different intermediate form between unspecialized colonies and  
full-specialized multicellular individuals are derived from our model.  
Keywords: colonies, specialization, viability, fecundity, mutations, positional effects. 
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