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Аннотация. Предложен метод оценки эффективности уменьшения размерности пространства признаков, ори-
ентированный на использование в процедурах рандомизированнго машинного обучения. Эффективность из-
меряется в терминах функции Кульбака-Ляйблера, интерпретируемой как информационное расстояние между 
энтропийно-оптимальными функциями плотности распределения вероятностей для исходной и редуцирован-
ной входной обучающей коллекции. 
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Введение 

Существенное расширение возможностей и 
ресурсов современных средств вычислительной 
техники позволило реализовать многочисленные 
ранее созданные методы машинного обучения 
(МО) и на основе их синтеза построить эффек-
тивные прикладные системные платформы для 
решения задач классификации, кластеризации и 
динамической регрессии. Их эксплуатация про-
явила некоторые особенности процедур МО, 
наиболее неприятная из которых есть следствие 
неопределенности в данных и моделях соответ-
ствующих объектов. 

В [1] было предложено применить оптимизи-
рованную рандомизацию моделей для снижения 
влияния неопределенности. В результате появи-
лась новая ветвь в МО - рандомизированное ма-
шинное обучение (РМО), которое для некоторых 
задач классификации, регрессии и кластеризации 
оказалось достаточно эффективным средством их 
решения в условиях неопределенности [2, 3]. 

Важной компонентой РМО являются дан-
ные, входящие в состав обучающей коллекции. 
Обучающая коллекция включают два блока 
данных. Входные данные, характеризуемые 
матрицами определенных размеров ሺ݉ ൈ  ,ሻݏ
где ݉ - количество объектов в обучающей кол-
лекции и ݏ - размерность пространства призна-
ков, в терминах которых характеризуются объ-
екты. Выходные данные характеризуются 
݉ -мерным вектором, компонентами которого 
являются параметры принадлежности классу, 
либо параметры состояния объектов. 

По разным причинам в перечисленных выше 
задачах возникает необходимость <<сжать>> 
входную компоненту обучающей коллекции, 
т.е. описывать ее ሺ݉ ൈ -ሻ-матрицей вместо исݎ
ходной ሺ݉ ൈ  ሻ-матрицы. Содержательно этоݏ
сводится к редукции пространства признаков, 
на массиве которых проводится обучение мо-
дели. Существует довольно много методов  
редукции, среди которых наиболее популярен 
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метод главных компонент (МГК) [4-7]. В [8] 
предложен метод энтропийной редукции мат-
рицы (DIP-метод) данных со случайными эле-
ментами до заданного размера ݎ признакового 
пространства. 

Однако практическое применение всех ме-
тодов редукции связано с количественной 
оценкой последствий редукции. Причем, такая 
оценка либо связана только с матрицей данных 
и не зависит от ее применения в различных за-
дачах МО, либо зависит от класса задач МО. 
Так, оценивание эффекта от применения МГК 
зависит только от матрицы данных. К тому же, 
оно весьма чувствительно к вариациям 
значений ее элементов. 

Данная статья посвящена процедуре оценки 
эффективности DIP-метода, ориентированного на 
решение задач РМО с линейными стохастиче-
скими моделями. Решением задач РМО являются 
функции плотности распределения вероятностей 
(ПРВ) параметров модели и шумов измерений 
[1]. Поэтому оценивание эффективности редук-
ции сводится к оцениванию информационного 
расстояния между ПРВ выхода модели с исход-
ной и редуцированной матрицей данных. Разви-
вается метод оценивания с использованием рас-
стояния Кульбака-Ляйблера [9, 10]. 

1. Характеризация линейных  
статических моделей с исходной 
и редуцированной входной  
обучающей коллекцией 

Линейные статические модели являются до-
вольно распространенным средством описания 
объекта в задачах РМО. Рассмотрим более де-
тально это описание для случая исходной и ре-
дуцированной входной обучающей коллекции. 

Пусть имеется линейный статический объ-
ект с одним выходом ݖ и ݏ входами ݑ ∈ ܴ௦, со-
стояние которого характеризуется ݏ признака-
ми с весами-параметрами ܽ. Математическая 
модель объекта - рандомизированная, т.е. па-
раметры ܽ случайные, интервальные:  

ܽ ∈ ࣛ ൌ ሼܽି ൑ ܽ ൑ ܽାሽ. (1) 

Вероятностные свойства параметров харак-
теризуются функцией плотности распределения 
вероятности (ПРВ) ܲሺܽሻ. Поскольку объект ли-

нейный и статический, выход ݖ его модели свя-
зан со входами следующим соотношением:  

ݖ ൌ ,ݑ〉 ܽ〉, (2) 
где 〈, 〉 - скалярное произведение соответству-
ющих векторов. 

Допустим, что имеется входная обучающая 
коллекция ࣯ из ݉ таких объектов, состояние ко-
торых характеризуются векторами ݑሺଵሻ, … ,  ሺ௠ሻݑ
из пространства признаков ܴ௦, а выход характе-
ризуется вектором ݕ ൌ ሼݕଵ, … , -௠ሽ. В силу лиݕ
нейности объекта выход модели будет иметь сле-
дующий вид:  

ݖ ൌ ݖ								,ܷܽ ൌ ሼݖଵ,… , 	,௠ሽݖ (3) 

где ܷ ൌ ሺܷ௠ൈ௦ሻ - ሺ݉ ൈ -ሻ-матрица с неотрицаݏ
тельными элементами, вектор  

ݖ ∈ ࣴ ൌ ሾିݖ, ିݖ								,ାሿݖ ൌ ାݖ		;ିܷܽ ൌ ܷܽା.	(4) 

Обычно предполагается, что выходы объектов 
содержат измерительные ошибки, которые ими-
тируются случайным вектором ̅ߦ ൌ ሼߦଵ,… ,  ௠ሽߦ
интервального типа, т.е.  

̅ߦ ∈ ࣥ ൌ ሼି̅ߦ ൑ ̅ߦ ൑  ାሽ, (5)̅ߦ

с функцией плотности ܮሺ̅ߦሻ. Предполагается, 
что ПРВ параметров и шумов - непрерывно-
дифференцируемые функции. 

Наблюдаемый выход модели искажен шу-
мом и имеет вид:  

ݒ ൌ ݖ ൅ ̅ߦ ൌ ሺܷ௠ൈ௦ሻ	ܽ ൅  (6) .̅ߦ

Вектор ݒ принадлежит m-мерному паралле-
лепипеду  

ࣰ ൌ ሾିݒ, ିݒ				,ାሿݒ ൌ ିݖ ൅ ାݒ		;ି̅ߦ ൌ ାݖ ൅  ା. (7)̅ߦ

В процедурах РМО строятся оценки ෠ܲሺܽሻ и 
-ሻ соответствующих ПРВ. При этом исполь̅ߦ෠ሺܮ
зуются обучающая коллекция ሺ࣯, -ሻ и рандоݕ
мизированная модель (6). Полученные оценки 
позволяют реализовать эту модель, т.е. сгене-
рировать ансамбль ࣰ случайных векторов 
ݒ ∈ ܴ௠. Это - одна из задач рандомизированно-
го машинного обучения [1], которую будем 
обозначать как s-задачу РМО. 

Часто размерность ݏ признакового про-
странства оказывается слишком большой для 
возможностей компьютера, на котором реали-
зуется тот или иной алгоритм рандомизирован-
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ного машинного обучения. Поэтому имеет 
смысл его редуцировать до некоторой заданной 
размерности ݎ ൏  .ݏ

Введем матрицу входных данных ሺܹ௠ൈ௥ሻ, 
которая характеризует коллекцию ࣱ из ݉ объ-
ектов в редуцированном признаковом про-
странстве ܴ௥, и рандомизированную модель с 
параметрами ܾ ൌ ሼܾଵ,… , ܾ௥ሽ ∈ ܴ௥:  

ݓ ൌ ሺܹ௠ൈ௥ሻܾ,								ܾ ∈ ܴ௥, ݓ ∈ ܴ௠. (8) 

Вектор параметров ܾ имеет случайные ком-
поненты интервального типа, т.е.  

ܾ ∈ ࣜ ൌ ሾܾି, ܾାሿ, (9) 

с ПРВ ܤሺܾሻ. Наблюдаемый вектор  

ݐ ൌ ݓ ൅ ߞ								̅,ߞ ̅ ∈ ܴ௠. (10) 

Случайный вектор ߞ ,̅ имитирующий ошибки 
измерений, интервального типа, т.е.  

̅ߞ ∈ ࣤ ൌ ሾି̅ߞ ,  ା̅ሿ, (11)ߞ

с ПРВ ܳሺߞሻ̅. Векторы  

ݐ ∈ ࣮ ൌ ሾିݐ, 				,ାሿݐ
ିݐ	 ൌ ܹܾି ൅ ି̅ߞ , ାݐ ൌ ܹܾା ൅  .ା̅ߞ

(12)

Все функции плотности, характеризующие 
параметры модели и измерительные шумы, 
предполагаются непрерывно-дифференцируе-
мыми функциями. Задача оценивания ПРВ 
 ሺܾሻ и генерация соответствующего ансамбляܤ
࣮ есть r-задача РМО. 

2. Метод сравнения  
s$ и r$задач РМО 

Развиваемый метод сравнения состоит из 
следующих этапов. На первом, с помощью 
процедуры РМО решаются ݏ- и r-задачи с ис-
пользованием обучающих коллекций ሺ࣯,  ሻ иݕ
ሺࣱ,  ሻ соответственно. Результатом этого этапаݕ
являются энтропийно-оптимальные ПРВ пара-
метров и щумов: ܲ∗ሺܽሻ,  ሻ - для s-задачи, и̅ߦሺ∗ܮ
,ሺܾሻ∗ܤ ܳ∗ሺߞሻ̅ - для r-задачи. На втором этапе, 
используя линейные модели (6, 10), вычисля-
ются ПРВ ܨ௦ሺݒሻ и ܨ௥ሺݐሻ, нормированные на 
множестве ࣝ ൌ ࣰ ∩ ࣮. Наконец, на третьем 
этапе вычисляется функция Кульбака-Ляйблера 
[9], значение которой характеризует абсолют-
ное расхождение между ПРВ ܨ௦ሺݒሻ и ܨ௥ሺݐሻ.  

Будем обозначать данный метод сравнения - 
 .<<comparison (SRC) ݎ&ݏ>>

Рассмотрим первый этап и напомним проце-
дуру РМО для решения s-задачи, модель в ко-
торой характеризуется равенством (6). 

Критерий качества обучения, который позво-
ляет получать наилучшие решения при макси-
мальной неопределенности, формулируется как 
задача максимизации энтропийного функциона-
ла, определенного на функциях ПРВ ܲሺܽሻ,   ሻ̅ߦሺܮ

࣢ൣܲሺܽሻ, ൯൧̅ߦ൫ܮ ൌ െ׬ 	ࣛ ܲሺܽሻlnܲሺܽሻ݀ܽ െ
െ׬ 	ࣥ ̅ߦሻ݀̅ߦሺܮሻln̅ߦሺܮ ⇒ max, (13) 

при ограничениях:  

׬ 	ࣛ ܲሺܽሻ݀ܽ ൌ 1,								 ׬ 	ࣥ ̅ߦሻ݀̅ߦሺܮ ൌ 1, (14) 

ࣧሼݖሽ ൌ ׬ 	ࣛ ܷܲሺܽሻ݀ܽ ൅ ׬ 	ࣥ ̅ߦሻ݀̅ߦሺܮ̅ߦ ൌ  (15) ݕ

Эта задача энтропийно-линейного функцио-
нального программирования [1]. Ее решение 
имеет вид:  

ܲ∗ሺܽሻ ൌ ,ߠሻexp〈െ̅ߠଵሺ̅ିߨ ܷ	ܽ〉, 
ሻ̅ߦሺ∗ܮ ൌ ߸ିଵሺ̅ߠሻexp〈െ̅ߠ,  (16) ,〈̅ߦ

где  ߨሺ̅ߠሻ ൌ ׬ 	ࣛ exp〈െ̅ߠ, ܷ	ܽ〉݀ܽ, 
߸ሺ̅ߠሻ ൌ ׬ 	ࣥ exp〈െ̅ߠ,  (17) .̅ߦ݀〈̅ߦ

Множители Лагранжа ̅ߠ определяются ре-
шением балансовых уравнений (15):  

׬ 	ࣛ ܷܲ∗ሺܽሻ݀ܽ ൅ ׬ 	ࣥ ̅ߦሻ݀̅ߦሺ∗ܮ̅ߦ ൌ  (18) .ݕ

Итак, в результате решения s-задачи РМО 
получаем две энтропийно-оптимальных ПРВ 
параметров ܲ∗ሺܽሻ и шумов ܮ∗ሺ̅ߦሻ. 

На втором этапе используем линейную модель 
(6), параметры и шумы в которой - независимы. 
Функция плотности распределения вероятностей 
  :имеет вид ݒ ሻ наблюдаемого вектораݒሺܨ

ሻݒሺܨ ൌ ׬ 	ࣥ ݒሺܩ െ  (19) ,̅ߦሻ݀̅ߦሺ∗ܮሻ̅ߦ

где ܩሺ•ሻ -плотность вектора (6) ݖ. Согласно 
этому равенству имеем:  

ܽ ൌ ሺ்ܷܷሻିଵ	்ܷ(20) .ݖ 
Поэтому  

ܲ∗ሺሺܷܷܶሻିଵ	ܷܶݖሻ ൌ  ሻ, (21)ݖሺߟ

где вектор ݖ определен на множестве ࣴ (4). 
Нормируя эту функцию, получим функцию 
ПРВ вектора ݖ:  
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ሻݖሺܩ ൌ
ఎሺ௭ሻ

׬ 	ࣴ ఎሺ௭ሻ
 (22) ,ݖ݀

нормированную на множестве ࣴ (4). 
Итак, используя равенство (19), получим 

ПРВ ܨሺݒሻ, ݒ ∈ ࣰ (7) для рандомизированной 
модели s -задачи. Обозначим ее ܨ௦ሺݒሻ. 

Аналогичную процедуру нужно проделать 
для r-задачи (8 - 10) с редуцированной матри-
цей данных ܹ (1) и получить ПРВ ܨ௥ሺݐሻ нор-
мированную на множестве ࣮ (12). 

Для сравнения ПРВ ܨ௦ሺݒሻ и ܨ௥ሺݐሻ введем 
множество  

ࣝ ൌ ࣰ⋂ 	࣮ , (23) 

и пронормируем указанные функции на этом 
множестве. Получим следующие функции ПРВ: 

෨௦ሺܿሻܨ  ൌ
ிೞሺ௖ሻ

׬ 	ࣝ ிೞሺ௖ሻௗ௖
, ෨௥ሺܿሻܨ ൌ

ிೝሺ௖ሻ

׬ 	ࣝ ிೝሺ௖ሻௗ௖
. 

На третьем этапе, сравнение полученных 
функций ПРВ будем проводить, используя 
функцию Кульбака-Ляйблера в качестве меры 
абсолютной информационной ошибки ߂ между 
ПРВ ܨ෨௥ሺܿሻ и ܨ෨௦ሺܿሻ:  

,෨௦ܨሺܮܭ ෨௥ሻܨ ൌ ׬ 	ࣝ ܨ
෨௥ሺܿሻln

ி෨ೝሺ௖ሻ

ி෨ೞሺ௖ሻ
ൌ Δ ൒ 0, (24) 

Заметим, что минимум Δ ൌ 0 достигается 
при ܨ෨௥ሺܿሻ ൌ  .෨௦ሺܿሻܨ

Введем также относительную информаци-
онную ошибку ߜ в виде:  

ߜ ൌ
୼

ுೞାுೝ
, (25) 

где ܪ௦ ൌ ׬ 	ࣝ ܨ
෨௦ሺܿሻlnܨ෨௦ሺܿሻ݀ܿ, 

௥ܪ ൌ ׬ 	ࣝ ܨ
෨௥ሺܿሻlnܨ෨௥ሺܿሻ݀ܿ. (26) 

Последние равенства представляют собой 
информационные энтропии функций ПРВ ܨ෨௦  
и ܨ෨௥, определенные на носителе ࣝ (23). 

Заключение 

В статье предложен метод оценки эффектив-
ности уменьшения размерности пространства 
признаков, ориентированный на использование в 
процедурах рандомизированного машинного 
обучения. Эффективность измеряется в терминах 
функции Кульбака-Ляйблера, интерпретируемой 
как информационное расстояние между энтро-
пийно-оптимальными функциями ПРВ для ис-
ходной и редуцированное входной обучающей 
коллекции. 
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Effectiveness estimation of matrices compression in the procedures of randomized machine learning 
Yu.S. Popkov 
 
The metod of estimation effectiveness of the matrices compressions? That oriented to the procedures 
ranomized machine learning. It is proposed to measure of effectiveness in the term of the Kullback-
Leibler function. 
Keywords: randomized machine learning, entropy, KL-distance. 
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