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О программных пакетах быстрого  
автоматического дифференцирования1 
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Аннотация. В статье проводится сравнительный анализ пакетов быстрого автоматического дифференцирова-
ния Adept, CoDiPack и FADBAD. На примере обратной коэффициентной задачи показано преимущество пря-
мого метода быстрого автоматического дифференцирования, реализованного в пакете CoDiPack, над прямым и 
обратным методами, реализованными в пакете Adept, и над прямым методом, реализованным в пакете 
FADBAD. В качестве численных методов оптимизации использовались метод градиентного спуска и метод 
Левенберга-Марквардта. Даны рекомендации по выбору методов оптимизации и быстрого автоматического 
дифференцирования в зависимости от размерности задачи. 
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Введение 

При численном решении задач оптимального 
управления часто используются градиентные ме-
тоды минимизации функций, которые требуют 
умения вычислять значения не только оптимизи-
руемых функций, но и их градиентов. При этом 
крайне важно вычислять точные значения гради-
ентов за минимально возможное время. 

Вычисление градиентов методом конечных 
разностей иногда связано с большими трудно-
стями, и занимает достаточно много времени в 
случае задач большой размерности.  

Более перспективным представляется ис-
пользование методологии быстрого автомати-
ческого дифференцирования (обобщенная 
БАД-методология, [1-5]). Непосредственное 
применение данной методологии дает прекрас-
ные результаты как по точности, так и по ско-
рости вычисления градиента [6], но в ряде слу-
чаев может оказаться слишком трудоемким, 
требующим большой аналитической работы по 

выводу необходимых формул. С целью умень-
шения трудозатрат предлагается использовать 
уже существующие пакеты быстрого автомати-
ческого дифференцирования. В статье рассмат-
ривается применение пакетов Adept [7], Codi-
Pack [8], FADBAD [9], на примере обратной 
коэффициентной задачи для уравнения тепло-
проводности [10]. 

1. Методология быстрого  
автоматического  
дифференцирования 

Пусть ݖ ∈ ܴ и ݑ ∈ ܴ - векторы. Диффе-
ренцируемые функции W(z, u) и ߔ(z, u) опреде-
ляют отображения ܹ:ܴ ൈ ܴ → ܴଵ, :ߔ ܴ ൈ
ܴ → ܴ. Векторы z и u удовлетворяют следу-
ющей системе из n нелинейных скалярных 
уравнений ߔ(z, u) = 0. Если матрица ߔ௭்ሺݖ,  ሻݑ
невырождена, то сложная функция Ω(u) = 
W(z(u), u) дифференцируема и ее градиент  

_________________________________________ 
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относительно переменных u вычисляется по 
формулам (1)-(2) для прямого метода диффе-
ренцирования: 

ௗஐ

ୢ୳
ൌ 	 ௨ܹሺzሺuሻ, uሻ  ܰሺݑሻܹ௭ሺݖሺݑሻ,    (1)	ሻ,ݑ

где прямоугольная r×m матрица N(u) находится 
из решения линейной алгебраической системы: 

ܹ௭ሺz, uሻ  ܰሺuሻΦ௭
்ሺݖ, ሻݑ ൌ 0,				  (2) 

и (3)-(4) для обратного метода дифференциро-
вания: 

ௗஐ

ୢ୳
ൌ 	 ௨ܹሺzሺuሻ, uሻ  Φ௨

்ሺݖሺݑሻ, ሻݑ ∙    (3)	ሻ,ݑሺ

где вектор  ∈ ܴ находится из решения ли-
нейной алгебраической системы: 

௭ܹሺz, uሻ  Φ௭
்ሺݖ, ሻݑ ∙  ൌ 0,						  (4) 

Здесь и далее индекс T обозначает транспо-
нирование, нижние индексы z, u обозначают 
частные производные функций по векторам z и 

u: ௨ܹ ൌ
డௐ

డ௨
, ௭ܹ ൌ

డௐ

డ௭
,Φ௨

் ൌ 	
డ

డ௨
,Φ௭

் ൌ 	
డ

డ௭
. 

Так же будем обозначать i-е, j-е компоненты 
векторов z и u как ݖ, ,ݖ ,ݑ  .ݑ

Прямой метод позволяет вычислить гради-
ент функции за время ܶ൫݃݀ܽݎሺ݂ሻ൯	,	 не превы-
шающее: 

ܶ൫݃݀ܽݎሺ݂ሻ൯  ௪ௗܥ ∗ ݎ ∗ ܶሺ݂ሻ, (5) 

а обратный метод за время  

ܶ൫݃݀ܽݎሺ݂ሻ൯  ௩௦ܥ ∗ ܶሺ݂ሻ,  (6) 

где T(f) - время вычисления функции и 
,௪ௗܥ -௩௦ - некоторые константы. Теоܥ
ретические оценки данных констант (без учета 
времени доступа к оперативной памяти и воз-
можности параллельных вычислений) приведе-
ны в работе [1]: ܥ௪ௗ= 3, ܥ௩௦ ൌ 3. 
Практически достижимые оценки для ܥ௩௦ 
приведены в работе [7]: 2-4 для ручного спосо-
ба кодирования производных и 2.7-4 для пакета 
Adept. Для прямого метода дифференцирова-
ния практически достижимые оценки ܥ௪ௗ , 
как правило, не превышают теоретических. 

В случае векторной функции ݂ሺݑሻ: ܴ → ܴ. 
Матрица первых производных функции (мат-
рица Якоби) вычисляется за время, не превы-
шающее: 

ܶ൫݃݀ܽݎሺ݂ሻ൯  ௪ௗܥ ∗ ݎ ∗ ܶሺ݂ሻ, (7) 

а обратный метод за время  

ܶ൫݃݀ܽݎሺ݂ሻ൯  ௩௦ܥ ∗ ݉ ∗ ܶሺ݂ሻ  (8) 

Как видно из (7) и (8), обратный метод диффе-
ренцирования эффективен при r >> m.  

Наиболее простой и распространенный спо-
соб реализации методов быстрого автоматиче-
ского дифференцирования - это использование 
механизма перегрузки операторов (англ. - oper-
ator overloading), доступного во многих совре-
менных языках программирования. Прямой  
метод дифференцирования реализуется доста-
точно прямолинейно – вводится новый тип 
данных, который содержит не только значение 
переменной, но и все значения ее производных 
по одной или нескольким входным перемен-
ным [12]. Обратный метод более сложен в реа-
лизации, так как при вычислении функции 
необходимо записать в память результаты вы-
числения каждой основной элементарной 
функции, создавая «информационный граф», и 
затем пройти этот граф в обратном порядке, 
вычисляя производные [11].  

2. Пакеты быстрого автоматического 
дифференцирования 

Наиболее простой способ применить методы 
автоматического дифференцирования к уже 
существующей программе, написанной на 
C/C++, - использовать один из следующих па-
кетов: Adept [7], CoDiPack [8], FADBAD [9]. 

Программа модифицируется с помощью фор-
мальных преобразований – тип данных double 
заменяется на специальный тип adouble (Adept), 
F<double> или B<double> (FADBAD), codi:: Real-
Forward или codi::RealReverse (CoDiPack – прим.: 
всего 23 различных типа данных, реализующих 
разновидности того или иного метода дифферен-
цирования); затем добавляется несколько строк 
инициализации и расчета градиента. 

Пример такого преобразования: 
Исходная программа 

double W(const double x[2]) {  
   double y = 4.0;  
   double s = 2.0*x[0] + 3.0*x[1]*x[1];  
   y *= sin(s); return y; 
 } 
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Модифицированная программа 
adouble W(const adouble x[2]) {  
   adouble y = 4.0;  
   adouble s = 2.0*x[0] + 3.0*x[1]*x[1];  
   y *= sin(s); return y; 
 } 
 
using namespace adept; 
Stack stack; 
adouble x[2] = {x_val[0], x_val[1]}; 

stack.new_recording(); 
adouble Y = W(x);  
Y.set_gradient(*Y_ad); 
stack.reverse(); 
x_ad[0] = x[0].get_gradient(); 
x_ad[1] = x[1].get_gradient(); 
*Y_ad = Y.get_gradient(); 
 

3. Постановка обратной  
коэффициентной задачи 

В качестве тестовой была выбрана обратная 
коэффициентная задача для уравнения тепло-
проводности [10]. Рассматривается слой мате-
риала ширины L. Температура этого слоя в 
начальный момент времени известна. Также 
известно, как изменяется со временем темпера-
тура на краях этого слоя. Распределение темпе-
ратурного поля в слое в каждый момент време-
ни описывается решением следующей 
начально-краевой (смешанной) задачи: 

Сߩ
డ்ሺ௫,௧ሻ

డ௧
െ

డ

డ௫
ቀܭሺܶሻ

డ்ሺ௫,௧ሻ

డ௫
ቁ ൌ 0, ሺݔ, ሻݐ ∈ ܳ,	  (9) 

ܶሺݔ, 0ሻ ൌ ,ሻݔሺݓ ሺ0  ݔ     (10)			ሻ,ܮ

ܶሺ0, ሻݐ ൌ ,ሻݐଵሺݓ ܶሺܮ, ሻݐ ൌ  ሻ,  (11)ݐଶሺݓ
		ሺ0  ݐ   		,ሻ߆	

где x – декартова координата точки в слое, t – 
время, ܳ ൌ ሼሺ0 ൏ ݔ ൏ ሻܮ ൈ ሺ0 ൏ ݐ   ሻሽ, T(x, t)߆
– температура вещества в точке с координатой 
x в момент времени t, ρ и C – плотность веще-
ства и его теплоемкость соответственно, K(T) – 
коэффициент конвективной теплопроводности, 
 ሻ - заданная температура слоя в начальныйݔሺݓ
момент времени, ݓଵሺݐሻ - заданная температура 
на левом краю слоя, ݓଶሺݐሻ - заданная темпера-
тура на правом краю слоя.  

Задача оптимального управления состоит в 
определении оптимального управления K(T) и 
соответствующего оптимального решения T(x,t) 
задачи (9)-(11), при котором функционал 

ܹ൫ܭሺܶሻ൯ ൌ   ሾܶሺݔ, ሻݐ െ ܻሺݔ, 	ݐ݀ݔሻሿଶ݀ݐ



௵
  до-

стигает минимального значения. Здесь 
ܻሺݔ, ,ሻݐ ሺݔ, ሻݐ ∈ ܳ- заданная функция. 

Для численного эксперимента рассматрива-
лась задача нахождения эффективного коэффи-
циента конвективной теплопроводности при 
следующих входных данных: 

ܮ ൌ 1, ߆ ൌ 1,
,ሺܶߩ ሻݔ ≡ ,ሺܶܥ ሻݔ ≡ 1,
ሻݔሺݓ ൌ 	,ݔ2
ሻݐଵሺݓ ൌ 0,	
ሻݐଶሺݓ ൌ 2, 

ܳ ൌ ሺ0,1ሻ ൈ ሺ0,1ሻ,
ሺ0  ݔ  1ሻ,	
ሺ0  ݔ  1ሻ,	
ሺ0  ݐ  1ሻ,	
ሺ0  ݐ  1ሻ 

 

(12)

Функция Y(x,t) была получена как решение 
смешанной задачи (9)-(11) с указанными выше 

параметрами при ܭሺܶሻ 	ൌ ቄ
1, ܶ  1
3, ܶ  1  

При решении прямой задачи использовалась 
равномерная сетка с параметрами I1=300 - ко-
личество интервалов вдоль оси x, I2=6000 
(3000) - количество интервалов по времени, ис-
комая функция K(T) аппроксимировалась не-
прерывной кусочно-линейной функцией, коли-
чество интервалов по температуре 19 
(соответственно размерность вектора управле-
ния равна 20).  

4. Метод Левенберга!Марквардта 

Вышеупомянутая задача относится к классу 
задач о наименьших квадратах: 

ሻݔሺܨ ൌ
ଵ

ଶ
∑ ݂

ଶሺݔሻ ൌ
ଵ

ଶ
‖݂ሺݔሻ‖ଶ

ଶ 	→
ୀଵ min, (13) 

где f(x) – нелинейная вектор-функция с m ком-
понентами ݂ሺݔሻ, ݔ ∈ ܴ, ‖݂ሺݔሻ‖ଶ	- евклидова 
норма. 

Хотя для решения задач (13) можно исполь-
зовать универсальные методы, более эффек-
тивным будет применение специальных алго-
ритмов, разработанных именно для задач о 
наименьших квадратах. Примерами таких алго-
ритмов являются метод Гаусса-Ньютона и Ле-
венберга-Марквардта [13]. Оба метода исполь-
зуют особую структуру градиента функции и её 
матрицы Гессе.  
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Пусть J(x) - матрица Якоби для f(x) и ܪሺݔሻ - 
матрица Гессе для ݂ሺݔሻ. Тогда градиент g(x) и 
матрицу Гессе H(x) для F(x) можно записать как: 

݃ሺݔሻ ൌ   (14)	ሻ,ݔሻ்݂ሺݔሺܬ

ሻݔሺܪ ൌ ሻݔሺܬሻ்ݔሺܬ  ܳሺݔሻ,	  (15) 

где	ܳሺݔሻ ൌ ∑ ݂ሺݔሻܪሺݔሻ

ୀଵ . Сделав предполо-

жения о том, что слагаемое ܬሺݔሻ்ܬሺݔሻ домини-
рует над Q(x), получаем следующие итераци-
онные схемы методов.  

Для метода Гаусса-Ньютона: 

ାଵݔ ൌ ݔ    (16)			,ߙ

где 0 ൏ ߙ  1 - шаг метода, - направление 
поиска, определяемое из решения системы 
уравнений 

ܬ
ܬ் ൌ െܬ

்
݂		  (17) 

Для метода Левенберга-Марквардта:  

ାଵݔ ൌ ݔ     (18)	,

где - направление поиска, определяемое из 
решения системы уравнений 

൫ܬ
ܬ்  ൯ܫߣ ൌ െܬ

்
݂,	  (19) 

I - единичная матрица, ߣ – некоторая неотри-
цательная константа, своя для каждого шага. 

5. Численный эксперимент 

Эксперименты проводились на компьютере с 
процессором Intel Core-i7 4770, 8 Гб оперативной 
памяти. Необходимо отметить, кроме того, что 
процессор содержит 4 ядра с поддержкой техно-
логии Hyper-Trading (8 логических ядер), в нем 
поддерживается технология AVX2, позволяющая 
оперировать с 256 битными векторными реги-
страми (относительно рассматриваемой задачи 
одновременно обрабатывается 4 числа двойной 
точности). Исходный код был написан на С/С++ 

и компилировался с помощью gcc версии 5.4.0. 
При этом использовались флаги оптимизации -
O2, -O3,-Ofast и поддержки многопоточности -O2 
-fopenmp.  

В первом эксперименте сравнивается время 
расчета градиента с помощью пакетов Adept 
(прямой-forward и обратный-reverse методы 
БАД), CoDiPack (forward), FADBAD (forward) и 
различными флагами оптимизации. В Табл. 1 
приведено время расчетов функции и ее гради-
ента для расчетной сетки 300х3000 (300 интер-
валов по оси х и 3000 интервалов по оси време-
ни). Данная сетка была подобрана таким обра-
образом, чтобы обратный метод БАД пакета 
Adept при расчетах использовал только опера-
тивную память.  

Как видно из таблицы, при включенном флаге 
оптимизации –O2 метод показывает быстродей-
ствие, близкое к теоретической оценке. Приведем 
теоретическую оценку времени вычисления 
функции и градиента для данной задачи: если 
расчет функции занимает 1 секунду, то для об-
ратного метода быстрого автоматического диф-
ференцирования время вычисления функции и 
градиента не должно превышать 4 секунд, а для 
прямого метода 1+3*20=61 секунды. Прямой ме-
тод БАД для пакетов Adept, CodiPack, FADBAD 
показывает худший результат, так как оценка 
быстродействия линейно зависит от размерности 
задачи (размерности вектора управления). Ис-
ключение составляет пакет CoDiPack с ключем 
оптимизации –Ofast, где за счет эффективной ре-
ализации прямого метода и использования техно-
логии AVX2 удается получить незначительное 
преимущество. 

В Табл. 2 приведено время расчетов функ-
ции и ее градиента для расчетной сетки 
300х6000 (300 интервалов по оси х и 6000 ин-
тервалов по оси времени). На данной расчетной 

Табл. 1. Время расчета функции и градиента при I2=3000 

 Пакет Метод  -O2 -O3 -Ofast -O2 -
fopenmp 

Функция - - 1.06 1.02 0.27 - 
Функция и градиент Adept обратный 3.78 5.66 4.93 - 
Функция и градиент Adept прямой 12.22 14.77 13.71 7.87 
Функция и градиент CoDiPack прямой 11.57 6.72 2.78 - 
Функция и градиент FADBAD прямой 51.35 52.53 51.40 - 
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сетке пакету Adept требуется более 8Гб для 
хранения «информационного графа» и при рас-
четах используется виртуальная память. 

Как видно из Табл. 2, нехватка оперативной 
памяти привела к существенной деградации 
производительности обратного метода пакета 
Adept. На основании Табл. 1 и Табл. 2 можно 
сделать вывод, что реализация прямого метода 
в пакете FADBAD существенно хуже, чем в па-
кете CoDiPack. 

Во втором эксперименте сравниваются ме-
тод градиентного спуска и метод Левенберга-
Марквардта. Для расчета градиента и матрицы 
Якоби используется наиболее эффективный для 
этой задачи пакет CoDiPack (прямой метод 
БАД). Расчеты производятся на сетке 300х6000 
(300 интервалов по оси х и 6000 интервалов по 
оси времени). 

Как мы видим, метод Левенберга-Марквардта 
обладает существенно более высокой скоростью 
сходимости. А так как время вычисления гради-
ента и матрицы Якоби при прямом методе БАД 
практически совпадают, и матричное произведе-

ние ܬሺݔሻ்ܬሺݔሻ (J(x) матрица Якоби размерности 
20х1 800 000 (размерность вектора управлений на 
количество экспериментальных данных) не тре-
бует значительного времени, то метод Левенбер-
га-Марквардта оказывается вне конкуренции. На 
Рис. 1 и Рис. 2 приведены распределение управ-
ления K(T) для метода градиентного спуска и ме-
тода Левенберга-Марквардта соответственно. 
  

Табл. 2. Время расчета функции и градиента при I2=6000 

 Пакет Метод  -O2 -O3 -Ofast -O2 -
fopenmp 

Функция - - 1.85 1.80 0.44 1.85 

Функция и градиент Adept обратный 106.20 193.49 170.77 106.20 

Функция и градиент CoDiPack прямой 20.02 12.05 5.00 20.02 

Функция и градиент FADBAD прямой 86.02 88.79 88.97 86.02 
 
 

Табл. 3. Сходимость метода градиентного спуска и метода Левенберга-Марквардта 

Номер шага/значение 
 найденного минимума 

Метод градиентного спуска Метод Левенберга-Марквардта 

Начальная точка 9.526582e-03 9.526582e-03 

1 5.489041e-03 1.254659e-03 

2 3.349420e-03 9.806420e-05 

3 2.306810e-03 2.254612e-06 

4 1.451139e-03 1.623696e-08 

5 1.292372e-03 2.172197e-10 

6 9.722118e-04 1.751552e-11 

7 8.386604e-04 1.394123e-12 

8 6.620138e-04 1.124777e-13 

9 6.620138e-04 9.093626e-15 

10 6.620138e-04 7.356306e-16 

Время расчета 85 секунд 105 секунд 
 

Рис. 1. Сходимость метода градиентного спуска 
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Заключение 

Сравнительный анализ показал, что при  
решении задач оптимального управления, сво-
дящихся к задаче о наименьших квадратах и 
имеющих небольшие размерности вектора 
управлений, для расчета градиента и матрицы 
Якоби целесообразно использовать прямой ме-
тод быстрого автоматического дифференциро-
вания (например, пакет CoDiPack) и метод  
Левенберга-Марквардта (при условии его при-
менимости). Исходя из опыта работы рекомен-
дуется применять прямой метод при расчетах на 
персональных компьютерах без графических 
ускорителей для размерностей вектора управле-
ний - 102, с графическими ускорителями -  
103-104. В случае больших размерностей необ-
ходимо использовать обратный метод быстрого 
автоматического дифференцирования. При этом 
выбор используемого метода зависит от количе-
ства экспериментальных данных. 
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Рис. 2.  Сходимость метода Левенберга-Марквардта 
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About software packages for fast automatic differentiation  
A.Y. Gorchakov 
 
In the article, a comparative analysis of the packets of fast automatic differentiation Adept, CoDiPack  
and FADBAD is carried out. The example of the inverse coefficient problem shows the advantage of the 
direct method of fast automatic differentiation implemented in the CoDiPack package over the direct  
and inverse methods implemented in the Adept package and over the direct method implemented in the 
FADBAD package. As numerical optimization methods, the gradient descent method and the Levenberg-
Marquardt method were used. Recommendations are given on the choice of optimization methods  
and rapid automatic differentiation, depending on the dimension of the problem. 
Keywords: optimal control, fast automatic differentiation, gradient, Jacobi matrix, Levenberg-Marquardt 
method. 
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