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Метод проективного сопоставления  
для овалов с двумя отмеченными  
точками1 

А.В. Савчик, П.П. Николаев 

Аннотация. В работе исследуется проективно инвариантное построение для конфигурации общего вида, со-
стоящей из овала и двух отмеченных точек на его контуре. Доказывается возможность не менее чем двумя 
способами дополнить такую конфигурацию до тройки точек контура, обладающей проективно инвариантным 
свойством пересечения чевиан. Доказательство основано на построении эллипсов, касающихся овала в трёх 
точках: вписанного в овал и описанного вокруг него. Представлен алгоритм проективного сравнения двух ова-

лов общего вида, с вычислительной сложностью 2( ( ))O n log n . Алгоритм основан на переборе отмеченных то-

чек и использует указанное построение в качестве промежуточного шага. 
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Введение 

В приложениях, связанных с областью ма-
шинного зрения, возникает задача сопоставления 
плоских объектов на различных изображениях 
[1]. Один из используемых для её решения под-
ходов состоит в сопоставлении проективно пре-
образованных плоских замкнутых контуров. На 
практике иногда оказывается возможным прене-
бречь проективной природой преобразования [2]. 
Однако для преобразований, которые сильно от-
личаются от аффинных в исследуемой части 
плоскости, ее следует учитывать. В общем случае 
контуры можно сопоставлять, используя точки, 
выбранные проективно инвариантным способом. 
Например, опирающиеся на те или иные особен-
ности, такие как точки перегиба или точки каса-
ния общих касательных [3]. Однако этот метод не 
работает в случае выпуклого контура, или, иначе, 
овала, в котором таких точек нет. 

В некоторых случаях можно использовать 
скрытую симметрию какого-либо вида (напри-
мер, [4]) или же – алгебраичность кривой [5]. 
Однако для сопоставления овалов общего вида 
эти методы не работают и приходится упро-
щать задачу, искусственно добавляя отмечен-
ные точки в конфигурацию [6, 7]. Конкретнее, 
задача сопоставления овалов общего вида пе-
ребором положения отмеченных точек может 
быть сведена к задаче сопоставления контуров 
с отмеченными точками. В подобном случае 
(из-за перебора большого количества вариан-
тов) увеличиваются время работы и вероят-
ность ошибки на выходе алгоритма (из-за 
ненулевой на практике вероятности ошибки  
у применяемой много раз подпрограммы срав-
нения). При таком подходе для овалов общего 
вида используются методы, вычислительная 

сложность которых не менее 3( )O n , где  

_________________________________________ 
1 Работа выполнена при поддержке РФФИ по проекту №16-07-00836. 
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n – количество вершин, привлекаемое для ап-
проксимации овала многоугольником.  

В данной статье предлагается способ по-
строения двух дополнительных проективно ин-
вариантных точек по овалу с двумя априорно 
выделенными точками контура и доказывается 
его корректность в теоретически идеальном 

случае, что позволяет заменить перебор 3n  

случаев на 2n . Ниже рассмотрен переборный 
алгоритм для сопоставления овалов общего ви-
да, основанный на этом построении, и приво-
дятся оценки его вычислительной сложности. 

Показано, как с помощью замены перебора 2n  
случаев на перебор n2  случаев удается полу-
чить алгоритм, в теории требующий для сопо-

ставления овалов лишь 2( )O n logn  действий. 

1. Определения, модель вычисления 

Под овалом будем подразумевать гладкую 
границу с конечным радиусом кривизны непу-
стого компактного строго выпуклого множества 

на плоскости 2R . 
Касательную к овалу, проходящую через его 

точку A , будем обозначать через Al . В доказа-
тельстве будем также использовать проектив-

ную плоскость 22 RR P , задавая точки на ней 
однородными координатами ),(=,1),( yxyx . 

2. Обоснование выбора  
третьей и четвертой точек.  
Теорема о пересечении чевиан 

Пусть нам дана конфигурация – овал с дву-
мя выделенными точками контура. Покажем, 
как в эту конфигурацию можно проективно ин-
вариантно добавить еще две точки. Для этого 
докажем несколько вспомогательных лемм. 

2.1. Лемма о семействе эллипсов 

Лемма. Пусть даны две (пересекающиеся) 
прямые и на каждой выбрано по точке, отлич-
ной от точки пересечения. Тогда коники, каса-
ющиеся этих прямых в этих точках, образуют 
пучок кривых. Более того, они образуют два 
независимых вложенных семейства по одному 
в каждой части, на которую две прямые делят 
проективную плоскость. 

Доказательство. Проективным преобразова-
нием переведем эти прямые в оси Ox  и Oy , а 

точки касания в точки (0,1)  и (1,0) . Рассмотрим 
множество коник, касающихся в этих точках  
координатных осей. В однородных координатах 
коника задаётся уравнением 2

,( , , ) = x xf x y z a x 
2 2

, , , ,y y z z x y x za y a z a xy a xz     , = 0y za yz . 

Подставляя в условия 
(1,0,1) (0,1,1)

(1,0,1) = (0,1,1) = = = 0
df df

f f
dx dy

, 

получим следующую систему: 
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Решением полученной системы уравнений 
является семейство  

, , , 1 , , 1 , 2{ = = = , = = 2 , = }x x y y z z x z y z x ya a a C a a C a C . 

Подставляя выражения для коэффициентов в 
уравнение кривой второго порядка, получим: 

2 2 2
1 1 1 1 1 22 2 = 0C x C y C z C xz C yz C xy       

 2 2 2
1 2( ) ( ) ( ) = 0C x z y z z C xy      . 

Уравнение 2 2 2( ) ( ) = 0x z y z z     описы-
вает окружность радиуса 1 с центром в точке 

1),(1 . Уравнение 0=xy  соответствует объеди-

нению осей Ox  и Oy . Получаем, что решени-
ем исходного уравнения является пучок кривых 
(Рис. 1). Следовательно, для любой точки на 
плоскости, кроме точек (0,1)  и (1,0) , суще-
ствует единственная проходящая через неё 
кривая из этого пучка (для её нахождения до-
статочно подставить координаты точки в урав-
нение этой кривой и получить требуемое соот-
ношение коэффициентов 1C  и 2C ). 

Исследуем, в каких случаях данная кривая 
второго порядка вырождается и оказывается не 
коникой. Так, уравнение кривой может ока-
заться произведением двух уравнений прямых 

0=ml  . Такое возможно только для уравнения 

0=xy  в случае ml   при 0=1C  и только для 

уравнения 0=)( 2zyx   в случае ml =  при 

2 1= 2C C . Другие случаи вырождения не реали-
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зуются, так как кривая содержит хотя бы две 
(действительные) точки. Из проективной клас-
сификации кривых второго порядка следует, 
что при остальных отношениях параметров 1C  

и 2C  кривая является коникой. 

2.2. Лемма о тройке точек  
с пересекающимися чевианами 

Пусть дан произвольный овал и тройка то-
чек A , B  и C  на нём. Назовём тройку A , B , 
C  удовлетворяющей свойству пересечения че-
виан, если в треугольнике A B C   , образован-

ном касательными Al , Bl , Cl , чевианы AA , 

BB , CC   пересекаются в одной точке. 
Лемма. Три точки обладают свойством пе-

ресечения чевиан тогда и только тогда, когда 
существует эллипс, проходящий через точки 

,A  B  и C  и касающийся в них прямых Al , Bl  

и Cl  соответственно (Рис. 2).  
Доказательство. Для проверки достаточно-

сти нужно убедиться, что любые три точки эл-
липса обладают свойством пересечения чевиан. 
Действительно, проективным преобразованием 
можно свести задачу к аналогичной для окруж-
ности. В свою очередь для окружности это сле-
дует из теоремы Чевы.  

= = 1
A B C A B C A B C A B C

BC AB CA C A B C A B

     
     

 

Для доказательства необходимости заметим, 
что для любого треугольника CBA   с точка-
ми B  и C  на сторонах CA   и AB  , соответ-

ственно, существует эллипс, вписанный во все 
три стороны треугольника и проходящий через 
точки B  и C . Действительно, по лемме о се-
мействе эллипсов существует семейство вло-
женных коник в этой части плоскости. Возьмём 
эллипс, настолько близкий к отрезку BC , что-
бы он находился внутри треугольника, и рас-
смотрим процесс его непрерывного увеличения 
(формально говоря, непрерывного изменения 
значения отношения 1 2/C C  в терминах леммы). 
В некоторый момент эллипс достигнет третей 
стороны треугольника. В этот момент эллипс 
будет пересекать эту сторону лишь в одной 
точке и, следовательно, касаться в ней стороны 
треугольника. 

Пусть вписанный в треугольник эллипс ка-
сается его в точках B , C , A  . Как доказано 
выше, точка A   дополняет точки B  и C  до 
тройки, обладающей свойством пересечения 
чевиан. Однако такая точка на стороне CB   
единственна, т.к. лежит на одной прямой с 
вершиной A  и точкой пересечения чевиан 

BB  и CC  . 

2.3. Теоремы о дополнении до тройки,  
удовлетворяющей свойству пересечения 
чевиан 

В статье [8] была сформулирована гипотеза 
о существовании для любой пары точек A  и B  
на овале третьей точки C , дополняющей A , B  
до тройки, удовлетворяющей свойству пересе-
чения чевиан. С помощью лемм, доказанных 
выше, вопрос о существовании таких троек 
сводится к вопросу о существовании эллипсов, 
касающихся овала в трёх точках. Используя ту 

Рис. 1. Семейство коник, касающихся осей  
в точках (0,1) и (1,0), для разных значений C2/C1  

Рис. 2. Тройка точек касания эллипса и овала,  
обладает свойством пересечения чевиан 
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же идею увеличения эллипсов, что и в доказа-
тельстве леммы 2, можно было бы предполо-
жить возможность всегда дополнить две точки 
на овале до тройки, в которой какой-либо эл-
липс касается овала. Однако, строго говоря, это 
неверно, как показывает следующая теорема. 

Теорема 1. Существует овал v  и такие две 
точки A  и B  на нём, что не существует ни од-
ной отличной от A  и B  точки C  овала, до-
полняющей A  и B  до тройки, обладающей 
свойством пересечения чевиан.  
Доказательство. Пусть = ( 1,0)A  , 

= (1,0)B . Рассмотрим семейство эллипсов, у 

которых в точках A  и B  вертикальные каса-
тельные. Такое семейство задаётся уравнения-

ми 2 2 =1x Cy . Пусть овал удовлетворяет 

уравнению 2 2( ) =1x C x y  при ( )C x  линейно 

увеличивающемся от 1 до 4 при [ 1,1]x  . То-
гда вписанный и описанный эллипсы, прохо-
дящие через точки A  и B , будут соответ-

ственно эллипсами 2 24 =1x y  и 2 2 =1x y  
(Рис. 3). Из них каждый пересекает исходный 
эллипс только в точках A  и B . 

Любой промежуточный эллипс не касается 
овала ни в какой точке, отличной от A  и B . 
Действительно, предположим он пересекает 
овал в точке 0 0= ( , )P x y , ,P A B . Продиффе-
ренцируем уравнения эллипса и овала, чтобы 
рассмотреть нормали к овалу и эллипсу в этой 
точке.  

2 2
0 0( ( ) 1) = 2 2 ( )d x C x y xdx C x уdy    

2 2

2
0

( ( ) 1) =

( )
2 2 ( )

d x C x y

dC x
x y dx C x уdy

dx

 

    
 

 

Так как 0( )C x , 
( )dC x

dx
, y  не равны нулю в 

точках, отличных от A  и B , нормали не сона-
правлены, и, следовательно, точка P  не явля-
ется точкой касания. 

Тем не менее, если ограничиться только об-
щим случаем (а именно исключить вырожден-
ные случаи равенства нулю пары действитель-
ных коэффициентов), такая точка C существует 
и даже не единственна. 

Теорема 2. Для овала v  и двух точек A  и 
B  на нём существует, в общем (невырожден-
ном) случае, не менее двух точек C  овала, до-
полняющих A  и B  до тройки, обладающей 
свойством пересечения чевиан.  
Доказательство. Рассмотрим семейство эл-

липсов, проходящих через точки A  и B  и 

имеющих в них общие касательные Al  и Bl  с 

овалом v . Среди этого семейства можно вы-
брать конику, столь близкую к отрезку AB , 
что она полностью расположена внутри овала 
v , не считая точек A  и B . С другой стороны, 
можно выбрать конику столь близкую к объ-

единению прямых Al  и Bl , что овал v  полно-
стью расположен внутри неё (с тем же исклю-
чением точек A  и B ). 

Тогда рассмотрим процесс непрерывного 
увеличения первой коники, продолжающийся 
до тех пор, пока она не окажется тождествен-

ной второй. Найдем моменты времени 0= tt  в 

который коника tf  перестаёт лежать полно-

стью внутри, и 1= tt  в который коника оказы-

вается полностью снаружи. Для v , не являю-

щегося эллипсом, 10 tt  . 

Покажем, что в момент it  существует третья 

точка касания для точек A  и B  общего положе-
ния. Действительно, найденная граничная коника 

it
f  локально разделяет случаи двух точек пере-

сечения с эллипсом (для полностью лежащей 
внутри либо снаружи) и не менее чем трёх. 

Рис. 3. Овал x2+(1+1.5(x+1))y2 = 1  
и вписанный/описанный эллипсы 
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Рассмотрим предел положения третьей точ-

ки пересечения при itt  . Если предел отли-

чен от точек A  и B , то он соответствует тре-
тьей точке касания. Рассмотрим, в каких 
случаях эта точка может совпасть с A  (или, 
аналогично, сB ). Во-первых, это означает, что 

при itt   в окрестности точки A  существует 

еще одна точка пересечения v  с tf . Следова-

тельно, 
it

f  не только имеет общую касатель-

ную с v  в точке A , но и имеет такую же кри-

визну. Во-вторых, для того, чтобы коника 
it

f  

оказалась граничной, требуется, чтобы овал в 
окрестности точки A  проходил по одну сторо-
ну от эллипса 

it
f . 

Покажем, что овал, в общем случае, прохо-
дит по разные стороны от такого эллипса. Дей-

ствительно, переведём A  в точку (0,0) , Al  в 

Ox , а B  в точку (0,1) . В таком случае локаль-

но в окрестности образа точки A  эллипс зада-

ётся чётной функцией 2 4
2 4= 0 ...y a x a x   , а 

овал функцией 2 3
2 3= 0 0 ...y x v x v x      Кри-

визна (в исходной системе координат) у них 

одинакова, 22 = av . Однако в общем случае, 

коэффициент 03 v . Значит, овал v  в окрест-

ности точки A  проходит по разные стороны от 
эллипса 

it
f . 

Следовательно, коники 
1t

f , 
2t

f  касаются 

овала не менее, чем в трех точках.  

3. Алгоритм сопоставления 

В этом разделе предлагается алгоритм сопо-
ставления овалов, основанный на вышеизло-
женном методе получения третьей точки. В ал-
горитме используется модель, в рамках которой 
овалы заданы идеальным положением n точек и 
направлениями касательных в них. Причем 
точки на овалах выбраны соответствующим 
образом, т.е. каждая выбранная точка второго 
овала является образом некоторой точки перво-
го при проективном преобразовании, перево-
дящем один овал в другой. Оценка вычисли-

тельной сложности алгоритма также проводит-
ся в модели идеальных вычислений, не учиты-
вающей погрешностей, возникающих при рабо-
те с вещественными числами.  

При практическом применении алгоритма 
могут возникнуть сложности, связанные с 
ошибками оценки положения на контуре вы-
бранных n точек, с ошибками оценки направле-
ния касательных в этих точках, вычислитель-
ные ошибки и, как следствие, ошибки при 
сопоставлении дескрипторов, однако эти во-
просы не рассматриваются в данной статье. 

3.1.  Переборный поиск общей пары точек 

Пусть даны два овала 1v  и 2v . Алгоритм 
начинается с выбора общей пары точек на овалах. 
Вместо прямого перебора всех возможных пар 
(требующего перебора 2n  вариантов), будем ис-
пользовать перебор, требующий 2n  вариантов. 

Возьмём произвольную точку 1A  на овале 

1v  и произвольную точку 2B  на овале 2v . По-
сле чего будем перебирать все возможные по-

ложения точек 11 vB   и 22 vA  . Если овалы 
проективно соответствуют друг другу 

)(= 12 vfv , то среди вариантов положений то-

чек 2A  и 1B  будут соответствующие точкам на 

другом овале 2 1= ( )A f A , 1
1 2= ( )B f B . 

Таким образом, задача свелась к построению 
n2  дескрипторов по конфигурациям вида овал 

и две точки на нём и сравнению n  дескрипто-

ров, соответствующих 1v , с n  дескрипторами, 

соответствующими 2v . 

3.2.  Нахождение третьей и четвертой точки 

Пусть дан овал v  и две точки A , B  на нём. 
Воспользуемся аппаратом из раздела 2, чтобы 
построить еще две точки, а именно точки каса-
ния вписанного и описанного эллипса, прохо-
дящих через точки A , B  и имеющих в них 

общие касательные Al , Bl  с v . 
Для нахождения этих точек рассмотрим си-

стему координат, в которой A , Al , B , Bl  име-
ют удобный вид, рассмотренный в лемме о се-
мействе эллипсов. В такой системе координат 
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эллипс этого семейства, проходящий через не-
которую точку = ( , , ), =1P x y z z , задаётся урав-

нением  2 2 2
1 2( ) ( ) ( ) = 0C x z y z z C xy     . 

Таким образом, соотношение 2 1/C C  может 

быть выражено как 2
2 2 2

1

=
( ) ( )

C xy

C x z y z z


   

. 

Отличные от A  и B  точки с наибольшим и 
наименьшим отношением являются искомыми. 
Перевод в другую систему координат и поиск 
минимума и максимума значения алгебраиче-
ского выражения могут быть выполнены за 

)(nO  действий. 

3.3. Построение дескриптора  
по четырём точкам 

При данных четырех точках на овале можно 
предложить большое количество различных де-
скрипторов. Например, построим касательные к 
овалу в каждой из этих точек и их пересечения. 
Тогда на каждой из этих прямых будут отмече-
ны четыре точки: точка, в которой взята эта ка-
сательная, и три точки пересечения с другими. 
Что даёт четыре вурфа (двойных отношения), 
независимых для общего случая положения че-
тырех точек на овале (так как существует дру-
гой овал, в котором касательные такие же, а 
произвольная из точек касания отличается). Та-
кое построение требует фиксированного коли-
чества действий. Таким образом, мы получим 
дескриптор, состоящий из четырех чисел. 

Иной дескриптор можно построить, если 
рассмотреть диагонали четырехугольника, по-
лученного из точек пересечения соседних каса-
тельных. Диагонали этого описанного вокруг 
овала четырехугольника пересекаются и пере-
секают овал ровно в двух точках каждая. Таким 
образом, на каждой диагонали оказывается 
пять точек, по которым можно построить два 
независимых вурфа. Таким образом, мы полу-
чили другой дескриптор, состоящий из четырех 
чисел. Вычислительная сложность его построе-
ния O(log(n)), т.к. единственные точки пересе-
чения дуг и прямых могут быть найдены би-
нарным поиском. 

3.4. Поиск совпадающих дескрипторов 

Если овалы проективно совпадают, то ка-
кой-то из дескрипторов, построенных по пер-

вому овалу, совпадёт с каким-либо из постро-
енных по второму. Попробуем найти эту пару. 
Можно ожидать, что она единственна, т.к. 
наборы дескрипторов соответствуют некото-
рым кривым в четырехмерном пространстве. 

Сравнение двух дескрипторов проводится за 
константное количество действий. Для нахож-
дения всех соответствующих пар и минималь-
ного из них достаточно ( * )O n n  действий. 

3.5. Сравнение овалов 

Найдя соответствующие дескрипторы, сопо-
ставим кривые друг другу, переведя проектив-
ным преобразованием в общую систему коор-
динат. Так как сопоставление некоторых точек 
фиксировано, для сравнения можно использо-
вать какую-либо метрику расстояния между не-
замкнутыми кривыми, например, расстояние 
Фреше. Оно может быть посчитано с помощью 

2( ( ))O n log n  действий [9]. 

3.6. Общая сложность алгоритма 

• Построение дескрипторов требует 2( )O n  
действий в случае дескрипторов первого вида и 

2( ( ))O n log n  во втором случае.  

• Сравнение дескрипторов требует 2( )O n  
действий.  

• Сравнение кривых для найденной пары 
соответствующих дескрипторов требует 

2( ( ))O n log n  действий для нахождения расстоя-
ния Фреше.  

Суммируя, получаем общую сложность ал-

горитма 2( ( ))O n log n . 

Заключение 

В работе предложено проективно инвари-
антное свойство трех точек на овале удовле-
творять свойству пересечения чевиан. Постро-
ен искусственный пример, в котором 
конфигурацию из двух точек на овале нельзя 
дополнить до тройки, обладающей этим свой-
ством. Конструктивно доказано, что в общем 
(невырожденном) случае достроить до тройки, 
обладающей этим свойством, возможно не ме-
нее чем двумя способами. 

Предложен переборный алгоритм для сопо-
ставления овалов общего вида вычислительной 
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сложности 2( ( ))O n log n  в отличие от ранее 

предложенных алгоритмов сложности 3( )O n . 
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Projective correspondence method for an oval with two fixed points 
A. V. Savchik P. P. Nikolaev 
 
In this paper, we study projective invariants for general configuration of an oval and two fixed points on 
its contour. We prove that there are at least two ways to extend such a configuration to an oval with three 
fixed points, which has a projectively invariant property of Cevians intersection. The proof is based on 
the construction of ellipses tangent to the oval at three points: inscribed and outscribed. An algorithm for 

the projective comparison of two ovals of a general type with computational complexity 2( ( ))O n log n  is 
presented. The algorithm is based on the full search of the fixed points. The specified construction is used 
as an intermediate step. 
Keywords: projective geometry, projective invariants, inellipse, inscribed and outscribed ellipses. 
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