
78 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 1/2018 

Кусочно�непрерывные пути в задачах 
построения и оптимизации расписаний1 

А.М. Магомедов 

Аннотация. Исходные данные к расписанию заданы в виде двудольного графа, где вершинам двух долей гра-
фа соотнесены специализированные процессоры и задания соответственно, ребрам – предписанные операции 
единичной длительности по обработке заданий процессорами. Расписание рассматривается как отображение 
множества ребер графа в множество положительных целых чисел – «цветов» ребер (множество дискретных 
временны́х промежутков единичной длительности, назначенных для выполнения той или иной операции). В 
качестве теоретико-графовой модели расписания для мультипроцессорной системы без простоев процессоров 
и прерываний заданий рассматривается реберная интервальная раскраска двудольного графа. Определены не-
обходимые для анализа конструкции графа, с их использованием установлен ряд свойств интервальной рас-
краски. На основе понятия кусочно-непрерывного пути разработан эвристический алгоритм интервальной рас-
краски, эффективный для случаев, представляющих интерес как для теории, так и для прикладных задач 
оптимизации расписаний. Обсуждаются результаты применения программного обеспечения, разработанного 
на основе эвристического алгоритма, и перспективы работы. 
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Введение 

При исследовании задач теории расписаний 
часто прибегают к методам теории графов. В ка-
честве примеров укажем на формулировку задачи 
составления расписания учебных занятий в  
[1, с. 403], исследование приводимости «школь-
ного» расписания к «безоконному» виду [2] и на 
обсуждение расписаний обслуживания множе-
ства заданий в мультипроцессорной системе без 
простоя процессоров и прерываний обработки 
каждого задания [3], а также [4-7]. 

Последний случай рассмотрим подробнее. 
Пусть предписано обработать множество зада-
ний 	ܺ ൌ ሼݔ, … , -ିଵሽ в системе специализироݔ
ванных процессоров ܻ ൌ ሼݕ, … ,  ିଵሽ. Дляݕ
каждого задания ݔ определен набор процессо-
ров, каждый из которых должен выполнить од-

ну операцию по обработке ݔ; длительность 
операции равна единице, запрещено одновре-
менное участие объекта (задания, процессора) в 
двух и более операциях, условия предшество-
вания отсутствуют. Требуется выяснить, суще-
ствует ли расписание без простоев объектов. 

Рассмотрим двудольный граф ܩ ൌ ሺܺ, ܻ,  ,ሻܧ
где ൫ݔ, ൯ݕ ∈  если и только если процессору ܧ	
- предписано выполнить операцию по обраݕ
ботке задания ݔ. Составить расписание означа-
ет указать для каждого ൫ݔ, ൯ݕ ∈  некоторое ܧ	
целое положительное число ܿሺݔ,  ሻ – номерݕ
дискретного момента времени, в течение кото-
рого ݕ выполняет операцию над ݔ. Если рас-
сматривать ܿሺݔ,  ሻ в качестве цвета ребраݕ
,ݔ) -), получим эквивалентную задачу реберݕ

_________________________________________ 
1 Работа выполнена при финансовой поддержке гос. задания 0202-2016-0007, выполняемого Отделом математики и ин-
форматики ДНЦ РАН. 



Кусочно!непрерывные пути в задачах построения и оптимизации расписаний  

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 1/2018 79 

ной раскраски двудольного графа. Запрет на 
одновременное участие объекта в двух и более 
операциях в терминологии теории графов озна-
чает, что раскраска должна быть правильной, 
т.е. в каждой вершине все представленные в 
ней цвета (цвета всех инцидентных ребер) 
должны быть различны. А требование отсут-
ствия простоев означает, что раскраска должна 
быть не только правильной, но и интервальной, 
т.е. в каждой вершине графа все представлен-
ные в ней цвета должны образовать целочис-
ленный интервал. 

Следующее определение взято из [2]. Интер-
вальной t-раскраской графа ܩ ൌ ሺܸ, -ሻ называܧ
ется правильная раскраска ребер ܩ в цвета 
1,2, … ,  при которой в каждый цвет окрашено ,ݐ
хотя бы одно ребро, а для каждой вершины 
ݒ ∈ ܸ ребра, инцидентные ݒ, окрашены в ݀ሺݒሻ 
последовательных цветов. Когда значение ݐ без-
различно, в приведенном определении упомина-
ние ݐ опускается. В разделе 1 (Утверждение 2) 
мы покажем, что приведенное определение ин-
тервальной раскраски избыточно.  

В [2] доказано, что задача об интервальной 
раскраске заданного графа ܩ ൌ 	ሺܸ,  ;ሻ ܰܲ-полнаܧ
свойство -полноты сохраняется и для класса дву-
дольных графов [8]. Однако для регулярных гра-
фов аналогичная преемственность не наблюдает-
ся: задача об интервальной раскрашиваемости 
обыкновенного регулярного графа -полна [2], при 
этом, как мы увидим в разделе 1 (Утверждение 
4), любой регулярный двудольный граф допуска-
ет интервальную раскраску. 

В утверждениях раздела 1 используется по-
нятие цепи. Напомним [9], что цепью в связном 
графе ܩ ൌ ሺܸ, -ሻ называется последовательܧ
ность вершин ܽ и попарно различных ребер ܾ: 

ܲ ൌ ሺܽ, ܾ, ܽଵ, ܾଵ, … , ܾିଵ, ܽሻ,  (1) 
где каждые два соседних ребра ܾିଵ и ܾ имеют 
общую вершину ܽ. Если все вершины в (1) по-
парно различны, то цепь называется простой. 
Если концевые вершины ܽ и ܽ простой цепи 
(1) совпадают, то (1) называется простым циклом. 
Цепь (1) в графе ܩ назовем непродолжимой, если 
ܲ содержит все ребра, инцидентные вершине ܽ. 
Для дальнейших наших целей естественным 
представляется вместо «просто» непродолжимой 
цепи рассматривать самую длинную цепь в гра-
фе. Однако задача вычисления самой длинной 

цепи в заданном графе ܩ ൌ ሺܸ, -ሻ является NPܧ
полной [10, c. 104]; как показано в [10, с. 269], к 
этой задаче сводится задача «Гамильтонов путь 
между двумя вершинами». 

В основе изложенного в разделе 2 алгоритма 
интервальной раскраски лежит понятие кусоч-
но-непрерывного пути. Приведем рекурсивное 
определение кусочно-непрерывного пути в 
связном графе ܩ. Пусть ܲ – произвольная не-
продолжимая цепь. Пока не все ребра графа 
включены в ܲ, выполним действия: 1) обозна-
чим через ܽ последнюю из вершин цепи ܲ, 
имеющих инцидентное ребро, не входящее в ܲ 
(ввиду свойства связности такая вершина все-
гда найдется); 2) построим непродолжимую 
цепь ଵܲ, начинающуюся с вершины ܽ и со-
держащую лишь ребра, не включенные в ܲ; 3) 
результат конкатенации ܲ и ଵܲ и обозначим 
снова через ܲ. Последовательность ребер графа 
 перечисленных в том порядке, в каком они ,ܩ
следуют в итоговом ܲ, будем называть кусоч-
но-непрерывным путем в графе ܩ. Очевидно, 
что кусочно-непрерывных путей в графе ܩ мо-
жет быть несколько.  

В разделе 1 доказаны утверждения об интер-
вальной раскраске и расписаниях. В разделе 2 
приведен алгоритм проверки существования ин-
тервальной раскраски, представляющий резуль-
тат глубокой переработки алгоритма, приведен-
ного в [7]; достаточно сказать, что количество 
попыток, необходимых для раскраски очередного 
ребра без перекрашивания остальных ребер, уда-
лось уменьшить с восьми [7] до двух. 

1. Интервальная раскраска  
связного графа 

В случае несвязного графа задача об интер-
вальной раскраске графа сводится к рассмотре-
нию каждой связной компоненты графа, поэто-
му ограничимся случаем связного графа. 

Утверждение 1. Пусть задана интервальная 
раскраска связного графа и  

ܲ ൌ ሺܽ, ܾ, ܽଵ, ܾଵ, … , ܾିଵ, ܽሻ 

– цепь, соединяющая два ребра: ܾ ൌ ሺܽ, 	ܽଵሻ и 
ܾିଵ ൌ ሺܽିଵ, ܽ) с цветами ݐ и ݐିଵ соответ-
ственно, ݐ ൏  ,߬ ିଵ. Тогда для любогоݐ
ݐ ൏ ߬ ൏ 	 -ିଵ найдется ребро цвета ߬, инциݐ
дентное некоторой вершине из ܲ. 
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Доказательство. Обозначим интервал цветов, 
представленных в вершине ܽ, через ሾ݉,ܯሿ; 
݉′ ൌ min ݉ ′ܯ, ൌ ݔܽ݉  . Т.к. каждые два	ܯ
соседних интервала последовательности 

ሾ݉,ܯሿ, ሾ݉ଵ,ܯଵሿ, … , ሾ݉ିଵ,ܯିଵሿ 
имеют непустое пересечение, то каждый цвет 
из интервала [݉′,ܯ′] представлен в некоторой 
вершине цепи ܲ. Поскольку ݐ ∈ ሾ݉,ܯሿ,
ିଵݐ	 ∈ ሾ݉ିଵ,ܯିଵሿ, то ݐ, ିଵݐ ∈ ሾ݉ᇱ,ܯᇱሿ; 
следовательно, и ߬ ∈ ሾ݉ᇱ,ܯᇱሿ, поэтому цвет ߬ 
представлен в некоторой вершине цепи ܲ. 

Утверждение 2. Определение интервальной  
t-раскраски, приведенное во Введении, равно-
сильно следующему: «Интервальной t-раскрас-
кой связного графа ܩ называется раскраска ребер 
,в цвета 1,2 ܩ … ,  ,при которой найдутся ребра ,ݐ
окрашенные в цвета 1 и ݐ, и для каждой вершины 
-образуют множе ,ݒ цвета, представленные в ݒ
ство последовательных чисел». 

Доказательство. Утверждение немедленно 
следует из Утверждения 1.  

Утверждение 3. Простой цикл четной дли-
ны всегда обладает интервальной раскраской, а 
простой цикл нечетной длины не имеет интер-
вальной раскраски. 

Доказательство. Пусть для простого цикла 
с N вершинами (и N ребрами) интервальная 
раскраска существует. Тогда каждой из его 
вершин инцидентно одно ребро с цветом 1 
(mod 2) и одно ребро с цветом 0 (mod 2); отсю-
да следует, что число ребер N четно. С другой 
стороны, в случае четной длины простого цик-
ла для получения интервальной раскраски до-
статочно выполнить обход цикла, попеременно 
раскрашивая ребра в цвета 1, 2, 1, 2, …  

Утверждение 4. Если некоторый граф 
ܩ ൌ ሺܸ,  ሻ обладает интервальной раскраской, тоܧ
граф, полученный добавлением к ܩ висячего реб-
ра, также обладает интервальной раскраской. 

Доказательство. В самом деле, пусть граф 
 – ሿܯ,обладает интервальной раскраской, ሾ݉ ܩ
интервал цветов, представленных в вершине 
ݑ ∈ ܸ, а		ܩ′ – граф, полученный добавлением к 
,ݑвисячего ребра ሺ ܩ ,ݑሻ. Окрасив ребро ሺݒ  ሻ вݒ
цвет ܯ  1, получим искомую интервальную 
раскраску графа ܩ′.  

Из теоремы Эйлера [9, с. 192] следует, что 
связный регулярный граф ܩ четной степени Δ 
обладает эйлеровым циклом (под степенью ре-

гулярного графа будем понимать степень вер-
шины графа); по теореме Ю. Петерсена [11] 
связный регулярный граф четной степени 2݇ 
допускает разложение на ݇ 2-факторов (каждая 
связная компонента 2-фактора является га-
мильтоновым циклом). Если каждый из этих  
2-факторов является набором циклов четной 
длины в графе ܩ, то, помечивая последователь-
ные ребра каждого цикла i-го набора метками  
2݅, 			2݅  1, 		2݅,			2݅  1, . . .		ሺ݅ ൌ 0, 1, … , ݇ െ 1ሻ, 
получим интервальную раскраску.  

Из перечисленных свойств графа сохраним 
лишь требование четности длины любого цик-
ла. Но последнее, согласно теореме Кенига 
(1936 г.), означает двудольный характер графа, 
а как уже отмечалось ранее, не всякий двудоль-
ный граф интервально раскрашиваем. Более то-
го, проверка интервальной раскрашиваемости 
заданного двудольного графа является NP-
полной задачей, следовательно, не существует 
эффективно проверяемых необходимых и до-
статочных условий интервальной раскрашива-
емости (в предположении истинности гипотезы 
ܲ ് ܰܲ). Поэтому для обеспечения свойства 
интервальной раскрашиваемости следует доба-
вить некоторое дополнительное условие (разу-
меется, слабее регулярности с четной степе-
нью). Потребуем выполнение свойства 
регулярности без условия четности степени 
графа Δ. В случае нечетного Δ достаточно 
найти в заданном регулярном двудольном гра-
фе ܩ ൌ ሺܺ, ܻ,  ܻ ሻ полное паросочетание ܺ cܧ
(существование такого паросочетания следует 
из [1, следствие 8.16.1, с. 165]), раскрасить его 
ребра цветом Δ െ 1 и удалить его, затем вос-
пользоваться теоремой Ю. Петерсена для ин-
тервальной раскраски оставшегося графа Δ-1 
цветами: 0, 1, …, Δ-2. Таким образом, мы полу-
чили доказательство следующего известного 
утверждения [12]. 

Утверждение 5. Любой регулярный дву-
дольный граф допускает интервальную рас-
краску. 

Проверка существования расписания обра-
ботки ݊ объектов ݔ, xଵ, … , xିଵ с заданными 
условиями частичного предшествования (для 
некоторых пар объектов указано, что один из 
объектов пары должен быть обработан раньше 
другого) в однопроцессорной системе сводится 
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к проверке существования сортировки объектов 
в соответствии с условиями частичного пред-
шествования (назовем искомое расписание 
«тривиальным»). 

Сопоставим множеству объектов 
,ݔ} xଵ, … , xିଵሽ множество вершин  
ܸ ൌ	 {ݒ, ,ଵݒ … ,  ିଵ} и рассмотрим орграфݒ
ܩ ൌ 	ሺܸ,  ሻ, где дуги соответствуют условиямܧ
частичного предшествования: из вершины ݒ в 
вершину ݒ дуга проведена тогда и только то-
гда, когда объект ݔ предшествует объекту ݔ. 

Утверждение 6. Тривиальное расписание 
существует тогда и только тогда, когда орграф 
 .является ациклическим ܩ

Доказательство. Если в орграфе ܩ имеется 
цикл, то тривиальное расписание, очевидно, не 
существует (ориентированный граф имеет цикл 
в том и только в том случае, когда алгоритм 
поиска в глубину находит обратную дугу [13]). 
Если ܩ – ациклический орграф, то [1, c. 95] его 
вершины можно пометить числами из множе-
ства ሼ0, 1, … , ݊ െ 1ሽ таким образом, что если 
(݅, ݆ሻ ∈ ݅ то ,ܧ	 ൏ ݆. 

Замечание. Определенное в доказательстве 
Утверждения 6 упорядочение вершин называ-
ется топологической сортировкой; процедура 
топологической сортировки приведена в  
[1, с. 96]. Задача топологической сортировки 
«текстуально» близка к задаче поиска ориенти-
рованного гамильтонова пути в каждой компо-
ненте ориентированного графа. Как уже отме-
чалось, в общем случае задача о гамильтоновом 
пути NP-полна, но для ациклических ориенти-
рованных графов задача разрешима за полино-
миальное время [14].  

2. Жадный алгоритм интервальной 
раскраски 

Требуется проверить, существует ли интер-
вальная раскраска заданного связного двудоль-
ного графа ܩ ൌ ሺܸ, ,ሻܧ |ܸ| ൌ ݊, |ܧ| ൌ ݉, не бо-
лее чем ݐ цветами (и выполнить раскраску в 
случае существования). Известно [11], что ݐ не 
может быть более ݊ െ 1; положим ݐ равным 
݊ െ 1 (заметим, что это единственный пункт 
алгоритма, учитывающий двудольную природу 
графа ܩ). 

Далее использованы некоторые обозначения 
языков программирования, понятные без до-
полнительных объяснений (например, ݅++ 
означает увеличение значения переменной ݅ на 
единицу). 

Построим кусочно-непрерывный путь 
ܲ ൌ ሼ݁,… , ݁ିଵሽ и будем последовательно 
окрашивать ориентированные ребра ݁= (ݒ,  (ݓ
цветами из целочисленного интервала ሾ1. .  ሿݐ
так, что в любой момент времени в каждой 
вершине ݒ цвета окрашенных инцидентных ре-
бер образуют некоторый список ܮ௩, составлен-
ный из последовательных целых чисел. Алго-
ритм раскраски, обладающий таким свойством, 
будем называть жадным алгоритмом. Массив 
текущих списков цветов в вершинах множества 
ܸ будем обозначать через ܮ ,ܮ ൌ ሼܮ௩బ, … ,  .௩షభሽܮ
Приграничным цветом для пустого интервала 
назовем любой цвет из интервала ሾ1. .  ሿ. Дляݐ
непустого интервала ሾܽ. . ܾሿ нижним пригра-
ничным цветом назовем цвет ܽ െ 1, если 
1  ܽ െ 1   – верхним приграничным цветом ,ݐ
цвет ܾ  1, если 1  ܾ  1  -в случае суще ;ݐ
ствования, нижний и верхний приграничные 
цвета для списка ܮ௩  будем обозначать через 
 .ሻ соответственноݒሻ и ݄݄݅݃ሺݒሺݓ݈

Рассмотрим ситуацию, когда ребра 
݁,… , ݁ିଵ уже окрашены и требуется окрасить 
ребро ݁, ݅  0. Список цветов в начальной 
вершине ݒ ориентированного ребра ݁= (ݒ,  (ݓ
не пуст, т.к. содержит цвет ребра ݁ିଵ. Очевид-
но, что окраска ребра ݁ без изменений цветов 
ранее окрашенных ݅ ребер возможна только в 
следующих двух случаях: 1) ݈ݓሺݒሻ существу-
ет и является приграничным цветом для ݓ; 2) 
݄݄݅݃ሺݒሻ существует и является приграничным 
цветом для ݓ. Соответственно допустимы две 
попытки окрасить ребро ݁ без изменений цве-
тов ранее окрашенных ребер; номера 1 или 2 
предпринятых попыток будем сохранять в 
ячейке ݍ (удобно использовать и третье значе-
ние ݍ ൌ0 в качестве признака, что ни одна из 
двух попыток пока не предпринята). Заметим, 
что элементы массива ݍ индексируются, начи-
ная с единицы, в отличие от всех других масси-
вов, используемых в нашем алгоритме.  

Для записи и хранения цвета ребра ݁ будем 
использовать ячейку ܥ. В качестве признака 
успешного (т.е. с генерацией интервальной 
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раскраски) или неудачного (т.е. без получения 
интервальной раскраски) завершения жадного 
алгоритма используется логическая переменная 
 .ݏݏ݁ܿܿݑܵ

Перейдем к изложению жадного алгоритма, 
который осуществляет перебор с возвратами  
и включает стадию инициализации и итерации 
с двумя пунктами: «Прямой шаг» и «Возврат-
ный шаг».  

2.1. Инициализация 

ݏݏ݁ܿܿݑܵ ≔ -интервальная раскраска от) ݁ݏ݈݂ܽ
сутствует); всем ݒ (соответственно ݓ) присво-
ить номера начальных (конечных) вершин ориен-
тированных ребер ݁ из кусочно-непрерывного 
пути ܲ, ݅ ൌ 	0, … ,݉ െ 	1; для всех вершин вы-
брать пустые списки цветов: ܮ௩బ: ൌ 	∅;	… ;	
-при ܥ и ݍ ௩షభ:=∅; всем элементам массивовܮ	
своить нулевые значения: ݍଵ: ൌ 0;… :ିଵݍ	; ൌ 0;	
:ܥ ൌ 0;… ିଵ:ൌܥ	; 0; начальное ребро ݁	 окра-
сить в наименьший допустимый цвет: ܥ:ൌ 1; 
௩బ:ൌܮ ሼ1ሽ;	ܮ௪బ

 ൌ ሼ1ሽ;	в качестве очередного реб-
ра для окрашивания выбрать ребро с номером 1: 
݅: ൌ 1. 

2.2. Прямой шаг 

FWRD: данный пункт выполняется сразу 
после инициализации или после возвратного 
шага и заключается в окрашивании (более точ-
но, в попытке окрашивания) ребра, номер кото-
рого записан в ячейке ݅. 

2.2.1. Рассмотрим сначала случай ݅ ൌ 0: 

если ܥ ൏   в спискиܥ ++; добавитьܥто ሼ ,ݐ
௩ܮ  и ܮ௪

; ݅++; перейти к метке FWRD} 
иначе {ܵݏݏ݁ܿܿݑ: ൌ -завершить алго ;݁ݏ݈݂ܽ

ритм}. 
Замечание. При первом выполнении прямо-

го шага сразу после инициализации ݅ равно 
единице, однако переход к прямому шагу после 
возвратных шагов может быть осуществлен и 
при ݅ ൌ 0. 

2.2.2. Рассмотрим случай ݅  0. 

Увеличить на единицу текущий номер по-
пытки раскрасить ребро ݁: ݍ++. 

В зависимости от равенств: ݍ=1 или ݍ=2 
перейти к пунктам а) или б) соответственно. 

а) Данный пункт выполняется при ݍ = 1.  

Если ݈ݓሺݒሻ для начальной вершины ݒ 
рассматриваемого ребра ݁ существует и явля-
ется приграничным цветом для конечной вер-
шины ݓ этого ребра, 
то  
{  
  ;௪ܮ ௩ иܮ ሻ в спискиݒሺݓ݈ ሻ; добавитьݒሺݓ݈	=:ܥ
если ݅ ൏ ݉ െ 1, то {݅++; перейти к метке FWRD},  
иначе {ܵݏݏ݁ܿܿݑ: ൌ  {завершить алгоритм ;݁ݑݎݐ
} 

иначе {ݍ: ൌ 2; перейти к следующему пункту б}. 
б) Данный пункт выполняется при ݍ = 2.  
Если 	݄݄݅݃ሺݒሻ для начальной вершины ݒ 

рассматриваемого ребра ݁ существует и явля-
ется приграничным цветом для конечной вер-
шины ݓ этого ребра, 

то  
{  
  ;௪ܮ ௩ иܮ ሻ в спискиݒሻ; добавить ݄݄݅݃ሺݒ݄݄݅݃ሺ	:=ܥ
если ݅ ൏ ݉ െ 1, то {݅++; перейти к метке FWRD},  
иначе {ܵݏݏ݁ܿܿݑ: ൌ  {завершить алгоритм ;݁ݑݎݐ
} 
иначе перейти к метке BACK. 

2.3. Обратный шаг 

BACK:  
данный пункт выполняется, если в прямом шаге 

не удалось окрасить ребро ݁, 0 ൏ ݅, ݍ ൌ 2. 
Пока (݅  0) и (ݍ ൌ 2)  
{ 
ݍ ൌ 0; 	݅--; удалить ܥ из списков ܮ௩ и ܮ௪; 
если ݅ ൌ 	0, перейти к метке FWRD;  
если ݍ ൏ 2, перейти к метке FWRD;  
} 

Конец алгоритма. 

Заключение 

Известно [15], что все двудольные графы с 
числом вершин ݊ ൏ 15 допускают интерваль-
ную раскраску, для ݊ ൌ 15, 16, 17, 18 вопрос 
остается открытым. Программное обеспечение 
[16; 17], разработанное на основе жадного ал-
горитма, было протестировано на значительном 
количестве (> 366 тыс.) двудольных графов 
ܩ ൌ ሺܺ, ܻ, ,ሻܧ |ܺ| ൌ 4, |ܻ| ൌ 11. В 97% случаях 
компьютерной программе удалось найти ин-
тервальную раскраску, что можно считать при-
знаком высокой надежности жадного алгорит-
ма. Пример интервальной раскраски приведен 
на Рис. 1. 



Кусочно!непрерывные пути в задачах построения и оптимизации расписаний  

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 1/2018 83 

Ближайшей перспективой является разра-
ботка алгоритма (и соответствующего про-
граммного обеспечения), способного с полной 
определенностью ответить на вопрос об интер-
вальной раскрашиваемости всех двудольных 
графов вида ܩ ൌ ሺܺ, ܻ, ,ሻܧ |ܺ| ൌ 4, |ܻ| ൌ 11. 
Однако полное решение даже для случая 
݊ ൌ 	 |ܺ| 	 |ܻ| ൌ 15 представляется автору не-
тривиальной задачей. При этом, с учетом ре-
зультатов статьи [15] и Утверждения 4 из раз-
дела 1 данной статьи, достаточно ограничиться 
связными двудольными графами без висячих 
ребер. В этой связи заметим, что жадному ал-
горитму (более точно, программному обеспе-
чению [17]) не удалось найти интервальной 
раскраски для графа, приведенного на Рис. 2, в 
то время как из сказанного следует, что такая 
раскраска существует: ሺݔଶ, уଵ) – висячее ребро, 
݊ ൌ 15.  
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Рис. 1. Интервальная раскраска, сгенерированная 
программным обеспечением [17] 

Рис. 2. Пример графа, для которого жадный алгоритм 
не смог найти интервальной раскраски 
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Piecewise continuous paths in the task of building and optimizing schedules 
A.M. Magomedov 
 
Data for the schedule is given in a form of a bipartite graph where the vertices of the two parts of the graph are asso-
ciated with specialized processors and tasks, and the edges are associated with prescribed operations of single-unit 
duration for processing by the processors. The schedule is viewed as a mapping from a set of graph edges to the set 
of positive integers – "colors" of edges (the set of discrete time intervals of single-unit duration assigned to perform 
a particular operation). Problem of edge interval coloring of a bipartite graph is considered as a theoretical-graph 
model for schedule of a multiprocessor system without downtime of the processors and job interruptions. Graph 
structures necessary for subsequent sections are defined in the Introduction. Using those in section 1 a number  
of properties of interval coloring are defined. Based on the concept of piecewise continuous path in section 2,  
we developed a heuristic algorithm for interval coloring, effective for both theoretical and practical problems of 
schedule optimizations. In the Conclusion we discuss the results of the application of software developed on the  
basis of that heuristic algorithm and future prospects. 
Keywords: schedule, graph, algorithm, colors, complexity 
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