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Энтропийный метод сжатия матриц  
со случайными значениями элементов1 

Ю.С. Попков 

Аннотация. Предлагается двухэтапный метод сжатия матрицы со случайными значениями элементов, имити-
рующей входные данные (прецеденты) в задачах рандомизированного машинного обучении (РМО). Ядро ме-
тода составляют операции <<прямого>> и <<обратного>> проектирования, оптимизация которых осуществля-
ется посредством максимизации информационной относительной энтропии. Соответствующие этим 
операциям модули могут применяться в виде последовательной или параллельной процедуры. Разработаны ал-
горитмы максимизации информационной относительной энтропии, использующие покоординатную модифи-
кацию метода проекций градиента. 

Ключевые слова: относительная информационная энтропия, операторы проектирования, матричные произ-
водные, градиентный метод, прямые и обратные проекции.  

Введение 

Процедуры рандомизированного машинного 
обучения (РМО) являются эффективным ин-
струментальным средством решения задач 
классификации, регрессии и кластеризации в 
условиях неопределенности. Источниками ее 
являются модели и данные, входящие в состав 
обучающих коллекций. Обучающие коллекции 
включают две компоненты. Входные данные, 
характеризуемые матрицами определенных 
размеров ሺ݉ ൈ  ሻ, где ݉ - количество объектовݏ
в обучающей коллекции, и ݏ - размерность  
пространства признаков, в терминах которых 
характеризуются объекты. Выходные данные 
характеризуются m-мерным вектором, компо-
нентами которого являются параметры принад-
лежности классу, либо параметры состояния 
объектов. 

Основу концепции рандомизированного 
машинного обучения составляет гипотеза о 
случайной природе данных. Вообще говоря, 
обучающая коллекция (обе ее компоненты) со-
держит ошибки, но в процедурах обучения 

предполагается, что основные ошибки, порож-
дающие неопределенность, сосредоточены в 
выходных данных. 

По разным причинам в перечисленных выше 
задачах возникает необходимость <<сжать>> 
обучающую коллекцию, т.е. входную компонен-
ту описывать ሺ݊ ൈ  ሻ-матрицей. Содержательноݎ
это сводится к редукции пространства признаков 
и уменьшению количества объектов, на массиве 
которых проводится обучение модели. 

Данная проблема вложена в более общую: 
приближение заданного набора многомерных 
точек маломерным аффинным многообразием 
[4]. Наиболее распространенным для ее реше-
ния является метод главных компонент (МГК) 
[5, 6], его робастные версии [7] и многочислен-
ные эмпирические модификации. Следует так-
же отметить, что МГК представляет собой ком-
бинацию математического метода получения 
упорядоченной последовательности собствен-
ных чисел матрицы данных и эвристических 
соображений по поводу <<обрезания>> этой 
последовательности. 

 

_________________________________________ 
1Работа поддержана РФФИ (гранты 17-07-00286, 17-29-03119). 
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Однако часто можно задать числа ݊,  Здесь .ݎ
развиваются энтропийный метод сжатия мат-
рицы данных и его реализации в виде последо-
вательной и параллельной процедур. При  
последовательной процедуре сначала произво-
дится сжатие по размерности признакового 
пространства (ݎ ൏  а затем по количеству ,(ݏ
объектов во входной обучающей коллекции 
(݊ ൏ ݉). При параллельной процедуре произ-
водится одновременное сжатие по обеим раз-
мерностям. Технологически в обеих методах 
реализуется процедура <<прямого>> и <<об-
ратного>> проектирования с помощью матриц-
<<проекторов>> соответствующих размеров. 
Поскольку метод сжатия ориентирован на при-
ложения в РМО, то матрицы-<<проекторы>> 
определяются путем максимизации информа-
ционной относительной энтропии [10]. 

1. Энтропийное <<прямое>> 
и <<обратное>> проектирование 

Рассмотрим пространство ܴேெ матриц 
 ሺேൈெሻ с вещественными элементами, которыеܣ
принимают случайные значения 1. Преобразуем 
матрицу ܣேൈெ к матрице ܤேൈ, где ݉ ൏  .ܯ
Это можно сделать с помощью двухшаговой 
процедуры. Сначала проектируем пространство 
ܴேெ на пространство ܴே (ܴேெ ⇒ ܴே) c по-
мощью матрицы-<<проектора>> ܵሺேൈሻ. Полу-
чаем матрицу ܦሺேൈሻ ൌ  ሺேൈெሻܵሺெൈሻ. Этуܣ
операцию будем назвать <<прямым>> проек-
тированием. 

Переход от пространства ܴேெ к простран-
ству меньшей размерности ܴே связан с поте-
рей информации, заключенной в элементах  
исходного пространства. Для оценки этих по-
терь нужно вернуться в исходное пространство, 
т.е. осуществить операцию <<обратного>> 
проектирования: ܴே ⇒ ܴேெ. Эта операция 
осуществляется с помощью матрицы-<<проек-
тора>> ܬሺൈெሻ. Получаем матрицу ܺሺேൈெሻ ൌ
ሺൈெሻܬሺேൈሻܦ ∈ ܴேெ. Матрицы ܺሺேൈெሻ,  ሺேൈெሻܣ
являются элементами одного пространства, что 
дает возможность привлечь подходящий крите-
рий оценки качества осуществляемого сжатия 
исходной матрицы. 

                                                           
1 При этом используется векторизация  матрицы [12] 

Поскольку предполагается, что матрица 
-ሺேൈெሻ имеет элементы со случайными значеܣ
ниями, то целесообразно оценивать качество  
ее сжатия, которое зависит от матриц-
<<проекторов>> ܵሺேൈሻ, -ሺൈெሻ, в терминах энܬ
тропии, которая является характеристикой не-
определенности, свойственной задачам РМО. 
Здесь будет использоваться информационная 
энтропия [10] матрицы ܺሺேൈெሻ относительно 
реализации матрицы ܣሺேൈெሻ, которую далее 
будем называть информационной относитель-
ной энтропией:  

ሻܣ	|	ሺܺܪ ൌ െ∑ 	ே
ୀଵ ∑ 	ெ

ୀଵ ݈݊ݔ
௫ೕ
ೕ

ൌ 	,ሺܺтܻሻݎݐ (1) 

где ݎݐ - след матрицы, заключенной в скобках; 
ܻ - ሺܰ ൈ   :ሻ- матрица с элементамиܯ

ݕ ൌ ln
௫ೕ
ೕ
. (2) 

Описанный метод <<прямого>> и 
<<обратного>> проектирования составляет 
ядро метода сжатия матрицы со случайными 
значениями элементов. 

2. Последовательная процедура 
сжатия 

Рассмотрим матрицу со случайным проис-
хождением данных ܷ размерности ሺ݉ ൈ  ሻ иݏ
неотрицательными элементами. Ее нужно 
<<сжать>> до матрицы ܼ, размером ሺ݊ ൈ ,ሻݎ
ݎ ൏ ,ݏ ݊ ൏ ݉. Будем решать эту задачу после-
довательно в два этапа. Сначала редуцируем 
матрицу ሺܷൈ௦ሻ до матрицы ሺܻൈሻ, а затем  
последнюю <<сожмем>> до матрицы ܼሺൈሻ. 
Указанные операции будем осуществлять с по-
мощью матриц-<<проекторов>>, упомянутых в 
предыдущем разделе. 

1. Первый этап. Введем матрицу ܳሺ௦ൈሻ  
и осуществим операцию <<прямого>> проек-
тирования для получения сжатой по количеству 
столбцов матрицы  

ሺܻൈሻ ൌ ሺܷൈ௦ሻܳሺ௦ൈሻ. (3) 

Введем матрицу ሺܶൈ௦ሻ и осуществим 
операцию <<обратного>> проектирования. 
Получим матрицу  

ሺܺൈ௦ሻ ൌ ሺܷൈ௦ሻܳሺ௦ൈሻ ሺܶൈ௦ሻ. (4) 
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Матрица ܺሺൈ௦ሻ имеет ту же размерность, 
что и исходная матрица ሺܷൈ௦ሻ, и является ха-
рактеристикой последствий (потерь) операций 
<<прямого>> и <<обратного>> проектирования 
на первом этапе. 

Редукция матрицы данных сопровождается 
потерей информации, которая заключена в ис-
ходной матрице, или увеличением относитель-
ной информационной энтропии [10]. Так, для 
первого этапа данного метода относительная 
информационная энтропия матрицы ܺሺൈ௦ሻ при 
фиксированной исходной матрице ሺܷൈ௦ሻ опре-
деляется следующим равенством:  

ܷሻ	|	ଵሺܺܪ ൌ െ∑ 	
ୀଵ ∑ 	௦

ୀଵ ,ሺܳݔ ܶ	|	ܷሻln
௫ೕሺொ,்	|	ሻ

௨ೕ
ൌ

ൌ ,ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ ⇒ max
ሺொ,்ሻஹ

, (5) 

где согласно (4)  

,ሺܳݔ ܶ	|	ܷሻ ൌ ∑ 	
ఓୀଵ ∑ 	௦

ఔୀଵ  ఔ. (6)ݑఔ,ఓݍఓ,ݐ

В результате максимизации функции (5) 
получаем энтропийно-оптимальную матрицу-
<<проектор>> ܳሺ௦ൈሻ

∗  и <<сжатую>> матрицу 
первого этапа  

ሺܻൈሻ
∗ ൌ ሺܷൈ௦ሻܳሺ௦ൈሻ

∗  . (7) 

2. Второй этап. Матрица данных второго 
этапа ሺܻൈሻ имеет сокращенное количество 
столбцов ݎ ൏ -и требуется сжать ее по коли ,ݏ
честву строк до заданной величины ݊ ൏ ݉. 
Введем матрицы ܤሺൈሻ,  ሺൈሻ, с помощьюܣ
которых реализуем снова операции <<прямо-
го>> и <<обратного>> проектирования:  

ܼሺൈሻ ൌ ሺൈሻܤ ሺܻൈሻ,				
ሺൈሻܩ ൌ  .ሺൈሻܼሺൈሻܣ

 

(8)

Матрица ܩሺൈሻ имеет ту же размерность, 
что и исходная матрица второго этапа ሺܻൈሻ, и 
является характеристикой последствий (потерь) 
операций <<прямого>> и <<обратного>> про-
ектирования на втором этапе. Используем ин-
формационную относительную энтропию для 
характеризации этих потерь:  

ሻ∗ܻ	|	ܩଶሺܪ ൌ െ∑ 	
ୀଵ ∑ 	

ୀଵ ݃ሺܤ, ሻlnܻ	|	ܣ
ೕሺ,	|	

∗ሻ

௬ೕ
ൌ

ൌ ,ܤଶሺܪ ሻ∗ܻ	|	ܣ ⇒ max
ሺ,ሻஹ

,  (9) 

где  
݃ሺܤ, ሻ∗ܻ	|	ܣ ൌ ∑ 	

ఉୀଵ ∑ 	
ఈୀଵ ܽ,ఉ ఉܾ,ఈݕఈ,

∗ . (10) 

ఈ,ݕ 
∗ ൌ ∑ 	௦

ఎୀଵ ఎ,ݍఈ,ఎݑ
∗ . (11) 

3. Энтропийная оптимизация  
последовательной процедуры 

Итак, первый этап последовательной проце-
дуры состоит в определении оптимальных эле-
ментов неотрицательных матриц ܳ, ܶ:  

ሺܳ∗, ܶ∗ሻ ൌ arg max
ሺொ,்ሻஹ

,ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ. (12) 

Численное решение этой задачи будем 
осуществляеть с помощью итерационного 
алгоритма, основанного на методе проекций 
градиента ( комбинация градиентного спуска и 
отсечения отрицательных элементов). 

Компоненты градиента функции 
,ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ по элементам матриц ܳ, ܶ имеют 
следующий вид:  
 
,ሺܳܪ∂ ܶ	|	ܷሻ

ఔ,ఓݍ∂
ൌ	



ୀଵ

	

௦

ୀଵ

∂݄ሺܳ, ܶ	|	ܷሻ
ݔ∂

,ሺܳݔ∂ ܶ	|	ܷሻ
ఔ,ఓݍ∂

,			 

(13) 
ߥ ൌ 1, ,ݏ ߤ ൌ 1,  ,ݎ

 
,ሺܳܪ∂ ܶ	|	ܷሻ

ఓ,ݐ∂
ൌ	

௦

ୀଵ

 	



ୀଵ

∂݄ሺܳ, ܶ	|	ܷሻ
ݔ∂

,ሺܳݔ∂ ܶ	|	ܷሻ
ఓ,ݐ∂

,		 

(14) 
ߤ ൌ 1, ,ݎ ݆ ൌ 1,  ,ݏ

где  

݄ሺܶ, ܳ	|	ܺሻ ൌ lnݔ
ݔ
ݑ
, 

பೕሺ்,ொ	|	ሻ

ப௫ೕ
ൌ ln

௫ೕ
௨ೕ
 1,							݅ ൌ 1,݉, ݆ ൌ 1,  (15)			;ݏ

  
ப௫ೕሺሺொ,்	|	ሻሻ

பഌ,ഋ
ൌ ߥ			,,ఔݑ	ఓ,ݐ ൌ 1, ,ݏ ߤ ൌ 1,  (16)	;ݎ

ப௫ೕሺሺொ,்	|	ሻሻ

ப௧ഋ,ೕ
ൌ ∑ 	௦

ఔୀଵ ߤ								,,ఔݑఔ,ఓݍ ൌ 1,  (17)		;ݎ

݅ ൌ 1,݉,				݆ ൌ 1,  .ݏ

Произведем векторизацию [12] матриц ܳ, ܶ 
и введем соответствующие векторы ݍ, -Обо .ݐ
значим ொሺݍ, -ሻ - вектор градиента функционаݐ
ла относительной энтропии ܪሺܳ, ܶ	|	ܷሻ с ком-
понентами (15),(16), ்ሺݍ,  ሻ - вектор градиентаݐ
функционала относительной энтропии 
,ሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ с компонентами (15),(17). 
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Алгоритм max ࡴ имеет вид: 
a). начальный шаг 

ݍ  ݐ				,0  0; 
б).݊-ый итерационный шаг  

ܺ ൌ ܷ	ܳ	ܶ; 

,ሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ ൌ	



ୀଵ

	



ୀଵ

ݔ
 ln

ݔ


ݑ
ൌ  .ܪ

 

ሺାଵሻݍ ൌ ቊ
ሺݍ  ,ݍொሺߛ ,ሻݐ если	ݍሺ1ሻ  0,

,ݍ если	ݍሺ1ሻ  0
 

 

ሺାଵሻݍ								 ⇒ ܳሺାଵሻ; 
 

ሺାଵሻݐ ൌ ቊ
ݐ  ,ݍሺ்௧ߛ ,ሻݐ если	ݐሺାଵሻ  0,
,ݐ если	ݐሺାଵሻ ൏ 0.

 

 

ሺାଵሻݐ								 ⇒ ܶሺାଵሻ; 
 

ܺሺାଵሻ ൌ ܷ	ܳሺାଵሻ	ܶሺାଵሻ; 
 

,ሺܳሺାଵሻܪ ܶሺାଵሻ	|	ܷሻ ൌ	



ୀଵ

	



ୀଵ

ݔ
ሺାଵሻln

ݔ
ሺାଵሻ

ݑ
ൌ

ൌ  .ሺାଵሻܪ
в). Условие остановки.  

	если		ܪሺାଵሻ െ ሺሻܪ  ,ߜ то		ܱܵܶܲ. 

Аппроксимация функционала относитель-
ной энтропии. Иногда может оказаться доста-
точным для определения элементов редуциро-
ванной матрицы ܳ приближенное выражение -
функционала, построенное на аппроксимации 
логарифмической функции в окрестности точки 
ݔ ൌ ܽ, где ܽ  ܽ:  

lnݔ ൏ lnܽ 
ଵ


ሺݔ െ ܽሻ.   

Применяя эту аппроксимацию для ܽ ൌ  ,ݔ
получим следующее приближенное выражение:  
,ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ ൎ 
ൎ ∑ 	௦

ୀଵ ∑ 	
ୀଵ ݔൣ

ଶ ሺܳ, ܶ	|	ܷሻ െ ,ሺܳݔ ܶ	|	ܷሻݑ൧ ൌ
ൌ ,෩ሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ. (18) 

Представим это равенство в матричной 
форме:  

,෩ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ ൌ ሺܺܺܶሻݎݐ െ ሺܷܺܶሻݎݐ ൌ	
ൌ ,ሺܳܺڿ ܶሻ,	ܺሺܳ, ܶሻۂ െ ,ሺܳܺڿ ܶሻ, ܷ,  (19) ۂ

где ܣڿ,  фробениусово скалярное - ۂܤ
произведение [12],  

ሻܶܤܣሺݎݐ ൌ ሻܶܣܤሺݎݐ ൌ ,ܣڿ ۂܤ ൌ ,ܤڿ  (20) .ۂܣ
 

Элементы матриц ܳ, ܶ будем определять 
минимизируя функционал ܪ෩ଵሺܳ, ܶ	|	ܷሻ на мно-
жестве неотрицательных матриц ܳ, ܶ при фик-
сированной матрице данных ܷ, т.е.  

ሺ ෨ܳ∗, ෨ܶ ∗ሻ ൌ arg min
ሺொ,்ሻஹ

,෩ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ. (21) 

Алгоритм решения этой задачи использует 
компоненты градиента функционала ܪ෩ଵሺܳ, ܶ	|	ܷሻ 
по матрицам ܳ и ܶ. 

Напомним правила дифференцирования не-
которых скалярных функций, зависящих от 
матриц [12]. Рассмотрим линейное простран-
ство ሺ݉ ൈ ݊ሻ-матриц ܣ. Cкалярное произведе-
ние в этом пространстве:  

,ܣڿ ۂܤ ൌ ሻܶܤܣሺݎݐ ൌ  .ሻܶܣܤሺݎݐ
Норма (фробениусова):  

∥ ܣ ∥ଶൌ ,ܣڿ  .ۂܣ
Из этих определений видно, что матрица 

рассматривается как вектор, составленный из 
примыкающих строк (векторизация матрицы). 
Для скалярной функции от матрицы градиент 
определяется следующим образом. Рассмотрим 
скалярную функцию ݂ሺܣሻ. Ее приращение 
представимо в виде:  

݂ሺܣ  Δሻ ൌ ݂ሺܣሻ  ,ܪڿ Δۂ  Δ 

Здесь Δ - остаток ряда Тейлора. Градиент 
функции ݂ሺܣሻ по матрице ܣ  

ሻܣ݂ሺ߂ ൌ  .ܪ
Приведем простые, но полезные примеры 

скалярных функций от матрицы:  

݂ሺܣሻ ൌ ,ܥڿ ሻܣ݂ሺ߂								,ۂܣ ൌ  .ܥ
 

݂ሺܣሻ ൌ∥ ܣ ∥ଶ ,								 ሻܣ݂ሺ߂ ൌ  .ܣ2
Используя правила матричного дифферен-

цирования, изложенные выше, получим следу-
ющие выражения для градиентов функционала 
,෩ଵሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ (21):  

,ொሺܳ߂ ܶሻ ൌ
பு෩భሺொ,்	|	ሻ

ப

ப

பொ
ൌ 2ܶܲܳܶ െ ܶܲ. (22) 

,ሺ்ܳ߂ ܶሻ ൌ
பு෩భሺொ,்	|	ሻ

ப

ப

ப்
ൌ 2்ܳܲܳܶ െ ்ܳܲ, (23) 

Здесь ܲ ൌ ்ܺܺ. В этих равенствах приняты 
следующие обозначения: ߂ொሺܳ, ܶሻ, ,ሺ்ܳ߂ ܶሻ - 
градиенты по матрицам ܳ и ܶ, соответственно. 
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Согласно (22, 23) градиенты функции 
,෩ሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ по матрицам ܳ и ܶ представляет 
собой матрицы размером ሺݏ ൈ  .ሻݎ

Для максимизации функционала ܪ෩ଵሺܳ, ܶ	|	ܷሻ 
воспользуемся градиентным спуском с контро-
лем условий неотрицательности матриц ܷ, ܶ: 

Алгоритм max ࡴ෩ имеет вид: 
a). начальный шаг 

ܶ  0,				ܳ  0; 

б).݊-ый итерационный шаг 

ܺ ൌ ܷ	ܳ	ܶ; 
 

,ሺܳܪ ܶ	|	ܷሻ ൌ	



ୀଵ

	



ୀଵ

ݔ
 ln

ݔ


ݑ
ൌ  .ܪ

 

ܳሺାଵሻ ൌ ቊ
ܳ  ,෩ሺܳܪொ൫߂ொߛ ܶ	|ܷ൯, если	ܳሺାଵሻ  0,

ܳ, если	ܳሺାଵሻ ൏ 0.
 

 

ܶሺାଵሻ ൌ ቊ
ܶ  ,෩ሺܳܪሺ்߂்ߛ ܶ	|	ܷሻ, если	ܶ

ሺାଵሻ  0,
ܶ, если	ܶሺାଵሻ ൏ 0.

 

 
ܺሺାଵሻ ൌ ܷ	ܳሺାଵሻ	ܶሺାଵሻ; 

 
,ሺܳሺାଵሻܪ ܶሺାଵሻ	|	ܷሻ ൌ 

ൌ	



ୀଵ

 	



ୀଵ

ݔ
ሺାଵሻln

ݔ
ሺାଵሻ

ݑ
ൌ  .ሺାଵሻܪ

Условие остановки.  
	Если			ܪሺାଵሻ െ ܪ   .ܱܲܶܵ		то			,ߜ

В результате применения алгоритмов  
max ࡴ или max ࡴ෩ получаем энтропийно-
оптимальную матрицу-<<проектор>> ܳሺ௦ൈሻ

∗ . 
Следовательно, можем определить матрицу 

ሺܻൈሻ
∗  (7) для перехода ко второму этапу сжа-

тия матрицы ܷ, который характеризуется мат-
рицами-<<проекторами>> ܤሺൈሻ и ܣሺൈሻ. 

Оптимальные элементы неотрицательных 
матриц ܤ, -определяются следующим выраже ܣ
нием: 
ሺܤ∗, ሻ∗ܣ ൌ arg max

ሺ,ሻஹ
,ܤଶሺܪ  ሻ. (24)∗ܻ	|	ܣ

Численное решение этой задачи будем осу-
ществлять также, как и на первом этапе, с по-
мощью итерационного алгоритма, основанного 
на методе проекций градиента (комбинация 

градиентного спуска и отсечения отрицатель-
ных элементов). 

Компоненты градиента функции ܪଶሺܤ,  ሻ∗ܻ	|	ܣ
по элементам матриц ܤ,  имеют следующий ܣ
вид: 

,ܤଶሺܪ∂ ሻ∗ܻ	|	ܣ
∂ܽ,ఉ

ൌ

ൌ	



ୀଵ

	



ୀଵ

,ܤሺݏ∂ ሻ∗ܻ	|	ܣ
∂ ݃

∂ ݃ሺܤ, ሻ∗ܻ	|	ܣ
∂ܽ,ఉ

,	 

			݅ ൌ 1, ݊; 	݆ ൌ 1, ;ݎ ߚ	 ൌ 1, ݊, (25) 
  

,ܤଶሺܪ∂ ሻ∗ܻ	|	ܣ
∂ ఉܾ,ఈ

ൌ

ൌ	



ୀଵ

	



ୀଵ

,ܤሺݏ∂ ሻ∗ܻ	|	ܣ
∂ ݃

∂ ݃ሺܤ, ሻ∗ܻ	|	ܣ
∂ ఉܾ,ఈ

,	

	݅ ൌ 1, ݊; 		݆ ൌ 1, ;ݎ ߚ	 ൌ 1, ݊; ߙ	 ൌ 1,݉. (26) 
где  
ப௦ೕሺ,	|	∗ሻ

பೕ
ൌ ln

ೕ
௬ೕ
∗  1,				݅ ൌ 1, ݊; 	݆ ൌ 1,  (27) ;ݎ

 
பೕሺሺ,	|	∗ሻሻ

ப,ഁ
ൌ ∑ 	

ఈୀଵ ఉܾ,ఈݕఈ,
∗ ߚ								, ൌ 1, ݊; (28) 

பೕሺሺ,	|	∗ሻሻ

பഁ,ഀ
ൌ ܽ,ఉݕఈ,

∗ ߚ				, ൌ 1, ݊; ߙ ൌ 1,݉; (29) 

݅ ൌ 1,݉; 				݆ ൌ 1,  .ݎ
Произведем векторизацию матриц ܤ,  и ܣ

введем соответствующие векторы ܾ, ܽ. Обозна-
чим ሺܾ, ܽሻ - вектор градиента функционала 
относительной энтропии ܪଶሺܤ, -ሻ с компо∗ܻ	|	ܣ
нентами (27),(28), ሺݍ,  ሻ - вектор градиентаݐ
функционала относительной энтропии 
,ܤଶሺܪ  .ሻ с компонентами (27),(29)∗ܻ	|	ܣ

Алгоритм max ࡴ имеет вид: 
a) начальный шаг 

ܾ  0,				ܽ  0; 

б) ݊-ый итерационный шаг 

ܩ ൌ  ;∗ܻܤܣ

,ܤሺܪ ܻ∗ሻ	|	ܣ ൌ	



ୀଵ

 	



ୀଵ

݃
 ln ݃



ݕ
∗ ൌ  .ܪ

 

ܾሺାଵሻ ൌ ൜
ܾ  ,ሺܾߛ ܽሻ, если	ܾሺାଵሻ  0
ܾ, 	если	ܾሺାଵሻ ൏ 0.

 

								ܾሺାଵሻ ⇒ ܳሺାଵሻ; 
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ܽሺାଵሻ ൌ ቊ
ܽ݊  ൫ܾܣܽߛ

݊, ܽ݊൯, если	ܽሺାଵሻ  0,

ܽ, 	если	ܽሺାଵሻ ൏ 0.
 

								ܽሺାଵሻ ⇒  ;ሺାଵሻܣ
 

ሺାଵሻܩ ൌ  ;∗ሺାଵሻܻܤሺାଵሻܣ
 

,ሺାଵሻܤሺܪ ܻ∗ሻ	|	ሺାଵሻܣ ൌ	

ൌ	



ୀଵ

	



ୀଵ
݃
ሺାଵሻln ݃

ሺାଵሻ

ݕ
∗ ൌ  .ሺାଵሻܪ

в). Условие остановки.  
	Если		ܪሺାଵሻ െ ሺሻܪ  ,ߜ то		ܱܵܶܲ. 

5. Энтропийная оптимизация 
параллельной процедуры 

Параллельная реализация <<прямого>> и 
<<обратного>> проектирования приводит к 
следующим матричным равенствам:  

ሺܷൈ௦ሻܳ௦ൈ ൌ ሺܻൈሻ,				ܤሺൈሻ ሺܻൈሻ ൌ ܼሺൈሻ, 
ܼሺൈሻ ሺܹൈ௦ሻ ൌ ሺൈ௦ሻܦሺൈሻܧ				,ሺൈ௦ሻܦ ൌ ܺሺൈ௦ሻ. (29) 

Первая цепочка <<прямой>> проекции с 
матрицей ܳሺ௦ൈሻ и <<обратной>> проекции с 
матрицей ܤሺൈሻ дает редуцированную матри-
цу ܼሺൈሻ, а вторая - с матрицей ሺܹൈ௦ሻ <<пря-
мой>> проекции и с матрицей ܧሺൈሻ <<обрат-
ной>> проекции дает матрицу ܺሺൈ௦ሻ. 

Из равенств (29) имеем:  

ܺሺൈ௦ሻ ൌ ሺൈሻ൫ܤሺൈሻ൛ൣܧ ሺܷൈ௦ሻܳሺ௦ൈሻ൯൧ ሺܹൈ௦ሻൟ. (30) 

Скобки в этом равенстве указывают на по-
следовательность операций проектирования. 
Элементы матрицы ܺሺൈ௦ሻ имеют вид:  

ݔ ൌ  	



ఓୀଵ

݁,ఓ 	



ఔୀଵ

ఔ,ݓ  	



ఉୀଵ

ܾఓ,ఉ  	

௦

ఈୀଵ

 							,ఈ,ఔݍఉ,ఈݑ

݅ ൌ 1,݉, ݆ ൌ 1,  (31) .ݏ

Для измерения отклонения преобразованной 
матрицы ܺሺൈ௦ሻ от исходной ሺܷൈ௦ሻ воспользу-
емся относительной энтропией  

ሺܺ	|	ܷሻ ൌ െ∑ 	
ୀଵ ∑ 	௦

ୀଵ  ܷሻ, (32)	|	ሺܺݏ
где  

ݏ ൌ lnݔ
௫ೕ
௨ೕ
. (33) 

С учетом равенства (31) не трудно видеть, 
что относительная энтропия (32) есть скалярная 
функция от матриц ሺܳ, ,ܹ,ܤ ሻܧ  0, т.е.  

 ൌ ሺܳ, ,ܹ,ܤ  ሻ. (34)ܧ

Оптимальные значения элементов этих 
матриц определяются максимумом функции :  

ሺܳ∗, ,∗ܹ,∗ܤ ሻ∗ܧ ൌ arg max
ሺொ,,ௐ,ாሻஹ

ሺܳ, ,ܹ,ܤ  ሻ. (35)ܧ

Для численного решения этой задачи вос-
пользуемся покоординатной схемой метода 
проекций градиента. 

В параллельной процедуре выделяется пара 
матриц ܳ, -участвующие в редукции исход ,ܤ
ной матрицы ܷ по одной переменной (ݎ ൏  и ,(ݏ
пара матриц ܹ,ܧ, с помощью которых осу-
ществляется <<сжатие>> матрицы ܷ по второй 
переменной (݊ ൏ ݉). Итерационный шаг поко-
ординатной схемы метода проекций градиента 
состоит из двух подшагов: на одном осуществ-
ляется итерация по ሺܳ, -ሻ-градиентам, а на друܤ
гом - по ሺܹ,  .ሻ-градиентамܧ

Согласно (31 - 33) компоненты градиента 
функции ሺܳ, ,ܹ,ܤ   :ሻ имеют видܧ

∂
ఈ,ఔݍ∂

ൌ	



ୀଵ

	

௦

ୀଵ

ݏ∂
ݔ∂

	
ݔ∂
ఈ,ఔݍ∂

, 

∂
∂ܾఓ,ఉ

ൌ	



ୀଵ

	

௦

ୀଵ

ݏ∂
ݔ∂

	
ݔ∂
∂ܾఓ,ఉ

, 

∂
ఔ,ݓ∂

ൌ	



ୀଵ

 	

௦

ୀଵ

ݏ∂
ݔ∂

	
ݔ∂
ఔ,ݓ∂

, 

ப

ப,ഋ
ൌ ∑ 	

ୀଵ ∑ 	௦
ୀଵ

ப௦ೕ
ப௫ೕ

	
ப௫ೕ
ப,ഋ

, (36) 

где  
ݏ∂
ݔ∂

ൌ ln
ݔ
ݑ

 1, 

ݔ∂
ఈ,ఔݍ∂

ൌ ఔ,ݓ  	



ఓୀଵ

݁,ఓ  	



ఉୀଵ

ܾఓ,ఉݑఉ,ఈ,							

ߙ		 ൌ 1, ;ݏ ߥ	 ൌ 1,  ;ݎ
ݔ∂
∂ܾఓ,ఉ

ൌ ݁,ఓ 	



ఔୀଵ

ఔ,ݓ  	

௦

ఈୀଵ

	,ఈ,ఔݍఉ,ఈݑ

ߤ						 ൌ 1, ݊; ߚ	 ൌ 1,  ;ݏ
ݔ∂
ఔ,ݓ∂

ൌ  	



ఓୀଵ

݁,ఓ  	



ఉୀଵ

ܾఓ,ఉ  	

௦

ఈୀଵ

 ,ఈ,ఔݍఉ,ఈݑ

ߥ ൌ 1, ;ݎ 	݆ ൌ 1,  ;ݏ
ݔ∂
∂݁,ఓ

ൌ 	



ఔୀଵ

ఔ,ݓ  	



ఉୀଵ

ܾఓ,ఉ  	

௦

ఈୀଵ

 	,ఈ,ఔݍఉ,ఈݑ

݅ ൌ 1,݉; ߤ	 ൌ 1, ݊; (37) 
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Применяя векторизацию матриц, перейдем к 
соответствующим векторам ݍ, ܾ, ,ݓ ݁. Обозна-
чим компоненты градиента по этим векторам 
, , ,௪  .

Алгоритм максимизации max ऒ имеет сле-
дующий вид: 

a) начальный шаг 
 
ݍ  0,				ܾ  ݓ				,0  0,				݁  0; 

б) ݊-ый итерационный шаг  
ܺ ൌ  ሺܷܳሻሿܹሽܤሼሾܧ

 ൌ	



ୀଵ

	

௦

ୀଵ

ݔ
 ln

ݔ


ݑ
. 

 

ሺାଵሻݍ ൌ ቊ
ݍ  ,ݍሺߛ ܾ, ,ݓ ݁ሻ, если	ݍሺ݊1ሻ  0,

,݊ݍ 	если	ݍሺ݊1ሻ ൏ 0.
 

 
ሺାଵሻݍ								 ⇒ ܳሺାଵሻ; 

 

ܾሺାଵሻ ൌ ቊ
ܾ݊  ݍሺܾܾߛ

݊, ܾ݊, ,݊ݓ ݁݊ሻ, если	ܾሺ݊1ሻ  0,

ܾ݊, 	если	ܾሺ݊1ሻ ൏ 0.
 

 
								ܾሺାଵሻ ⇒  ;ሺାଵሻܤ

ሺାଵሻݓ ൌ

ൌ ቊ
ݓ  ,ሺାଵሻݍ௪ሺ௪ߛ ܾሺାଵሻ, ,ݓ ݁ሻ, если	ݓሺାଵሻ  0,
,ݓ 	если	ݓሺାଵሻ ൏ 0.

 

 
ሺାଵሻݓ								 ⇒ ܹሺାଵሻ; 

݁ሺାଵሻ ൌ

ൌ ቊ
݁  ,ሺାଵሻݍሺߛ ܾሺାଵሻ, ,ݓ ݁ሻ, если	݁ሺାଵሻ  0,
݁, 	если	݁ሺାଵሻ ൏ 0.

 

 
								݁ሺାଵሻ ⇒  ;ሺାଵሻܧ

 
ܺሺାଵሻ ൌ  ;ሺାଵሻ൫ܷܳሺାଵሻ൯൧ܹሺାଵሻൟܤሺାଵሻ൛ൣܧ

 

ሺାଵሻ ൌ	



ୀଵ

	

௦

ୀଵ

ݔ
ሺାଵሻln

ݔ
ሺାଵሻ

ݑ
; 

в) условие остановки.  
	Если		ሺାଵሻ െሺሻ  ,ߜ то		ܱܵܶܲ. 

Заключение 

Предлагается двухэтапный метод сжатия 
матрицы со случайными значениями элемен-
тов, имитирующей входные данные (прецеден-
ты) в задачах рандомизированного машинного 
обучении (РМО). Ядро метода составляют опе-
рации <<прямого>> и <<обратного>> проекти-
рования, оптимизация которых осуществляется 
посредством максимизации информационной 
относительной энтропии. Соответствующие 
этим операциям модули могут применяться в 
виде последовательной или параллельной про-
цедуры. Разработаны алгоритмы максимизации 
информационной относительной энтропии, ис-
пользующие покоординатную модификацию 
метода проекций градиента. 
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Entropy methad of cjvpresion matrices with random elements 
Popkov Yu.S. 

 
Two-stages method of compresion matrices with random elements is proposed. Operation of direct and 
invers projections are the kernal of method. The information cross-entropy is used for  optimization these 
operations. Serial and paralel procedures are proposed. 
Keywords: cross-entropy, projection operator, matrix derivatives, gradien method. 
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