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Аннотация. В работе рассмотрена задача обтекания группы объектов потоком несжимаемой жидкости (дыма), при-
шедшая из компьютерной графики и сводящаяся к решению трёхмерной системы уравнений Эйлера. Авторами 
предложен механизм для оценки допустимой погрешности при выполнении проекционного этапа, заключающегося в 
численном решении уравнения Пуассона в смешанной постановке на структурированной сетке. Для выполнения 
данного этапа были использованы сторонние библиотеки Hypre (CPU) и NVIDIA AmgX (GPU), реализующие алго-
ритмы решения СЛАУ с разреженными матрицами. Проведено сравнение полученных реализаций при варьировании 
численных методов, типов сцен и размера сеток на системе с процессором Xeon E5-2697v3 и ускорителем Tesla K40. 
Показано, что, в зависимости от специфики сцены, полезная производительность сильно изменяется, в результате че-
го вопросы выбора предпочтительной библиотеки, аппаратной платформы и алгоритма оказываются достаточно 
неоднозначными. В частности, ускорение библиотеки для графического ускорителя относительно её аналога для 
центрального процессора находилось в диапазоне от 1.2 до 273 раз. 
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Введение 

Необходимость решения идентичных уравне-
ний математической физики может возникнуть 
в совершенно разных и на первый взгляд никак 
не связанных предметных областях, например, 
таких как аэрогидродинамика, обработка изоб-
ражений или медицинская физика. Во всех слу-
чаях исходная задача после формализации ма-
тематической модели сводится к конкретному 
уравнению в частных производных, для реше-
ния которого может быть использован один из 
множества хорошо известных и неоднократно 
апробированных численных алгоритмов, доста-
точно часто реализованных в виде готовых 
библиотек. 

С другой стороны, полностью исключить из 
рассмотрения специфику первоначальной зада-
чи удаётся далеко не всегда, поэтому при вы-
боре того или иного метода также необходимо 
учитывать привязку к предметной области. Да-
же не смотря на тот факт, что после введения 
сетки и разностной схемы исходное уравнение 
в частных производных можно переписать в 
виде системы линейных алгебраических урав-
нений, один и тот же подход к решению этого 
СЛАУ в зависимости от исходной задачи мо-
жет оказаться как предпочтительным, так и 
просто не применимым. Объясняется это тем, 
что матрица данного СЛАУ часто имеет спе-
цифическую структуру и разную степень раз-
реженности, и при выборе семейства алгорит-
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мов эти особенности могут сыграть важную роль. 
В частности, из-за этого в гидродинамике попу-
лярностью пользуются алгоритмы, основанные 
на методе сопряжённых градиентов, в то время 
как в компьютерной графике предпочтение 
обычно отдают многосеточным подходам. 

В работе рассмотрена одна из актуальных 
проблем современной компьютерной графики, 
которая заключается в моделировании и после-
дующей визуализации процесса обтекания 
композиции из произвольных объектов пото-
ком жидкости или газа, в частности, дымом. 
Востребованность данной задачи можно объяс-
нить тем, что при производстве фильмов и все-
возможных видеоматериалов активно исполь-
зуются спецэффекты, часть из которых как раз 
основана на моделировании жидкой или газо-
образной среды. На данный момент вторая 
часть проблемы, а именно визуализация, уже 
успешно решается существующими программ-
ными инструментами, в то время как процесс 
моделирования среды в рамках первого этапа 
имеет ряд особенностей, в ряде случаев затруд-
няющих использование стандартных решений 
из популярных пакетов типа Houdini и FumeFX. 

Действительно, вычислительные ресурсы, 
обычно представленные центральными процес-
сорами (также обозначаемыми как CPU, Central 
Processing Unit) в подавляющем большинстве 
случаев ограничены. Как следствие, предпри-
нимаются попытки максимально задействовать 
вспомогательные и более производительные 
графические ускорители (GPU, Graphics 
Processing Unit) и перенести на них не только 
предварительный рендеринг трёхмерных объ-
ектов, но и сами расчёты, а это, к сожалению, 
позволяют сделать далеко не все пакеты. Более 
того, почти все расширения для указанных ин-
струментов ориентированы на вычислители с 
общей памятью, что накладывает дополнитель-
ные ограничения на размер сцены. Как показы-
вает опыт авторов, следствием этих двух про-
блем является потребность студий в 
специализированной библиотеке, способной 
проводить решение некоторых задач математи-
ческой физики на действительно больших  
сетках с использованием графических ускори-
телей и учётом ряда особенностей предметной 
области. 

В рамках данной работы было проведено ис-
следование, какую производительность можно 
достичь при использовании универсальных биб-
лиотек Hypre (CPU) и NVIDIA AmgX (GPU) при 
решении рассмотренной проблемы обтекания 
группы объектов дымом. Благодаря учёту осо-
бенностей задачи представляется возможным за-
ранее определить требуемую точность, поэтому 
для выбранных тестовых сцен был рассмотрен 
такой критерий, как полезная производитель-
ность в зависимости от заданного порога по-
грешности. Все тесты проводились на одном вы-
числительном узле, оснащённом четырнадцати-
ядерным центральным процессором Intel Xeon 
E5-2697 v3 и ускорителем NVIDIA Tesla K40. 

1. История вопроса 

Эффекты, схожие по своей природе с ды-
мом, применяются в компьютерной графике 
достаточно давно. В роли пионеров, в частно-
сти, выступили Дж. Гарднер, который в работе 
[1] одним из первых предложил математиче-
скую модель для моделирования и визуализа-
ции разных типов облаков, а также У. Ривз, 
описавший в статье [2] свой опыт использова-
ния систем частиц для создания спецэффектов 
в фильмах. 

Дальнейшее развитие в основном шло за 
счёт использования лагранжевых подходов, ко-
гда дым представлялся как система частиц, 
каждая из которых имеет собственное значение 
некоего параметра и взаимодействует с други-
ми. Большая часть подобных алгоритмов была 
реализована в компьютерных играх, а также в 
виде примеров использования аппаратных тех-
нологий рендеринга, поэтому не получила за-
метного отражения в публикациях. Однако есть 
и научные работы, в которых данный подход 
активно применялся — например, в статье [3] 
лагранжевая модель используется для повыше-
ния производительности в тех случаях, когда 
качество визуализации дыма не так важно, как 
скорость отрисовки кадров. 

В рамках другой группы работ предприни-
мались попытки адаптировать классические се-
точные методы аэрогидродинамики для реше-
ния озвученной проблемы, в том числе с 
использованием эйлеровой модели среды. 
Впервые эта идея получила воплощение в ста-
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тье Н. Фостера [4], содержащей детальное опи-
сание алгоритма моделирования воды на осно-
ве решения уравнений Навье-Стокса. В даль-
нейшем при участии Дж. Стэма была 
опубликована серия работ [5, 6], в которой при 
визуализации дыма среда также описывалась с 
помощью трёхмерных уравнений Эйлера и На-
вье-Стокса. Этот алгоритм уже другими авто-
рами был адаптирован для работы в режиме ре-
ального времени в двумерном [7] и трёхмерном 
[8] случаях, причём требуемый уровень произ-
водительности обеспечивался за счёт переноса 
вычислений на графический ускоритель, что на 
тот момент (2004 и 2007 года) было нетриви-
альной задачей. 

Отдельным вопросом является поиск меха-
низма, позволяющего воспроизвести завихре-
ния дыма, вызываемые турбулентностью и те-
ряемые при использовании достаточно грубых 
сеток. Помимо использования искусственного 
шума, прибавляемого к функции силы [6], были 
предложены и более совершенные модели, 
адаптированные специально под данную задачу 
[9]. Также стоит отметить работу [10], в кото-
рой для воспроизведения деталей дыма исполь-
зуется модель турбулентности ݇ െ  .ߝ

2. Используемый подход 

В данной работе за основу взят алгоритм, 
описанный в статье [6]. Так как нашей целью 
является оценка применимости к рассматрива-
емой задаче универсальных библиотек, то ниже 
приведено схематическое описание исходного 
метода без каких-либо изменений в его сути. 
При этом стоит отметить, что за прошедшие 15 
лет в рамках работ других авторов были пред-
ложены уточнения для данного алгоритма, за-
метно улучшающие визуальные результаты. 
Однако этап с построением СЛАУ не претерпел 
каких-либо изменений, поэтому использование 
несколько устаревшей записи метода является 
вполне корректным, так как в рамках данной 
работы она носит иллюстративный характер. 

2.1. Постановка задачи 

Моделируемая среда рассматривается как 
невязкая и несжимаемая. Данные упрощения 
были сделаны с учётом не столько специфики 
задачи, сколько особенностей численного алго-

ритма. При моделировании жидкостей описы-
ваемый подход обеспечивает приемлемые в 
визуальном плане результаты только на доста-
точно мелких сетках, что делает его малопри-
менимым из-за ограниченности вычислитель-
ных ресурсов. В случае газов данная 
особенность пропадает и, таким образом, появ-
ляется возможность работы и на грубых сетках, 
поэтому развитие рассматриваемого семейства 
методов шло в основном в привязке к невязким 
средам. Более того, скорость протекания моде-
лируемых процессов, в частности распростра-
нения дыма, практически всегда оказывается 
существенно меньше скорости звука, поэтому 
сжимаемостью газа также можно пренебречь. 
Как следствие, рассматриваемый процесс опи-
сывается следующей системой трёхмерных 
уравнений Эйлера: 

 ⋅ ሬܷሬԦ ൌ 0 
பሬሬԦ

ப௧
ൌ െሺ ሬܷሬԦ ⋅ ሻ ሬܷሬԦ െ   Ԧ݂, 

где ሬܷሬԦ и  – искомые вектор скорости и давле-
ние, а Ԧ݂– известная внешняя сила, например, 
гравитационная. Так как плотность считается 
константной и, в данном случае, равной едини-
це, то в рассматриваемой системе имеется че-
тыре неизвестных и четыре уравнения, и, таким 
образом, для наличия решения осталось задать 
начальные и граничные условия, например, 
следующим образом: 

0  ݔ  ܴ, 0  ݕ  ܴ, 0  ݖ  ܴ 

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ extܩ :		
∂ ሬܷሬԦ

∂ ሬ݊Ԧ
ൌ 0,


∂ሬ݊Ԧ

ൌ 0 

ሺݔ, ,ݕ ሻݖ ∈ 			:intܩ ሬܷሬԦ ⋅ ሬ݊Ԧ ൌ 0,

∂ሬ݊Ԧ

ൌ 0 

ሬܷሬԦሺݔ, ,ݕ ,ݖ ݐ ൌ 0ሻ ൌ ܷሬሬሬሬԦሺݔ, ,ݕ  ሻݖ
,ݔሺ ,ݕ ,ݖ ݐ ൌ 0ሻ ൌ ,ݔሺ ,ݕ  ሻݖ

В данном случае расчёты будут проводиться 
в кубической области c внешней границей ܩext, 
на которой задано естественное условие, по-
этому вещество может спокойно покидать рас-
сматриваемый регион. Внутри имеются соот-
ветствующие объектам выколотые подобласти 
с общей внутренней границей ܩint, на которой 
задано условие непротекания — газ не может 
проникать внутрь данных объектов. Начальное 
распределение искомых величин задаётся ани-
матором исходя из того, что за эффект он хочет 
воспроизвести, и в общем случае представляет-
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ся заранее известными функциями ܷሬሬሬሬԦ и , ко-
торые должны быть согласованы с граничными 
условиями. 

Данная задача является основой для моде-
лирования различных эффектов, таких как дым, 
огонь, облака или абстрактные «магические» 
потоки. Чтобы обеспечить моделирование 
именно дыма, в решаемую систему необходимо 
добавить ещё две неизвестные скалярные вели-
чины — плотность ߩ и температуру ܶ дыма, 
который перемешивается и свободно распро-
страняется вместе с основным газом. Именно 
эти величины в дальнейшем будут визуализи-
роваться, в то время как газ считается бесцвет-
ным. Чтобы описать эту смесь из двух веществ, 
во введённую ранее систему добавляются два 
дополнительных уравнения адвекции: 

∂ܶ
ݐ∂

ൌ െሺ ሬܷሬԦ ⋅  ሻܶ

ߩ∂
ݐ∂

ൌ െሺ ሬܷሬԦ ⋅  ߩሻ

Которые описывают процесс перемещения 
вещества в заданном поле скоростей и, как 
следствие, изменения его концентрации. После 
этого осталось дополнительно задать начальное 
распределение температуры и плотности дыма 
через также предоставленные аниматором 
функции: 

ܶሺݔ, ,ݕ ,ݖ ݐ ൌ 0ሻ ൌ ܶሺݔ, ,ݕ  ሻݖ
,ݔሺߩ ,ݕ ,ݖ ݐ ൌ 0ሻ ൌ ,ݔሺߩ ,ݕ  ሻݖ

И ввести обратную связь, чтобы тяжёлые 
клубы дыма опускались под действием силы 
тяжести, а потоки горячего воздуха восходили 
вверх. Для этого достаточно расписать функ-
цию внешней силы следующим образом: 

݂ ൌ െݖߩߙ௨  ሺܶߚ െ ܶሻݖ௨ , 
где ݖ௨ – направление, определяющее понятие 
«вверх», ܶ – температура окружающей сре-
ды, а ߙ и ߚ – положительные константы, опре-
деляющие интенсивность процесса распростра-
нения дыма и также задаваемые аниматором. 
Решив данную задачу для отрезка времени 
0  ݐ  ܶ, мы получим данные, достаточные 
для наложения требуемого спецэффекта. 

2.2. Численный метод 

Прежде, чем переходить к описанию чис-
ленного метода, стоит подчеркнуть, что задача 
заключается в поиске приближённого решения, 

в ряде случаев, весьма грубого. Это связано с 
тем, что результатом моделирования должно 
быть лишь изображение, правдоподобность ко-
торого у человека не вызывает сомнений. По-
этому в рассматриваемой статье использовался 
неконсервативный, зато абсолютно устойчивый 
подход, описание которого дано ниже. 

Для решения введённой ранее системы урав-
нений предлагается задействовать вариацию ме-
тода расщепления, в рамках которого для перехо-
да c i-ого на ݅  1 временной слой должны быть 
выполнены три действия. Во-первых, исключив 
давление из уравнения сохранения момента им-
пульса, необходимо вычислить предварительное 
значение вектора скорости ሬܷሬԦ*: 

ሬܷሬԦ* െ ሬܷሬԦ

ݐ߂
ൌ െሺ ሬܷሬԦ ⋅ ሻ ሬܷሬԦ  Ԧ݂ 

Во-вторых, требуется обеспечить несжима-
емость газа, для чего вычисляется актуальное 
значение давления путём решения уравнения 
Пуассона: 

ାଵଶ ൌ
1
ݐ߂
 ⋅ ሬܷሬԦ* 

А в предварительный вектор скорости вно-
сится соответствующая поправка: 

ሬܷሬԦାଵ ൌ ሬܷሬԦ* െ  ାଵݐ߂
В-третьих, необходимо найти новые значе-

ния для плотности и температуры дыма: 
ܶାଵ െ ܶ

ݐ߂
ൌ െሺ ሬܷሬԦ ⋅  ሻܶ

ାଵߩ െ ߩ

ݐ߂
ൌ െሺ ሬܷሬԦ ⋅  ߩሻ

Отдельно стоит остановиться на схеме чис-
ленного решения уравнений адвекции, которые 
нужны для вычисления величин ሬܷሬԦ*, ܶାଵ и 
-ାଵ. Если для этого использовать аппроксимаߩ
цию конечной разностью, как это сделано в вы-
кладках выше, то не удастся обеспечить абсо-
лютную устойчивость метода, а наличие 
данного свойства является крайне важным в 
силу ограниченности вычислительных мощно-
стей. Поэтому в рассматриваемом алгоритме 
используется полулагранжевый подход, в рам-
ках которого на этапе решения уравнений ад-
векции — и только на нём — жидкость пред-
ставляется набором частиц, расположенных в 
центрах ячеек и обладающих соответствующи-
ми характеристиками. 
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Например, в случае температуры это означа-
ет, что для узла с номером ሺ݅, ݆, ݈ሻ требуется вы-

числить величину ݒԦ ൌ ሺݔݒ, ,ݕݒ ሻݖݒ ൌ
௱௧⋅ሬሬԦ,ೕ,



௱
, где 

-шаг по пространству. После этого значе — ݄߂
ние на следующем временном слое будет опре-
делено как ܶ,,

ାଵ ൌ ܶି௩௫,ି௩௬,ି௭
 . Очевидно, что 

компоненты вектора ݒԦ практически всегда бу-
дут дробными, поэтому для вычисления иско-
мой величины температуры необходимо прове-
сти интерполяцию значений из восьми ячеек 
сетки, расстояние которых до узла ሺ݅ െ ,ݔݒ ݆ െ
,ݕݒ ݈ െ  ሻ не превышаетݖ݈

௱

ଶ
. Если же индексы 

выходят за пределы расчётной области, то со-
ответствующее значение определяется исходя 
из граничных условий. 

Как легко заметить, в данном методе един-
ственной вычислительно-ёмкой операцией яв-
ляется проекционный этап, на котором для 
каждого временного слоя требуется составить и 
решить уравнение Пуассона. Поэтому в насто-
ящей работе рассматривается возможность его 
выполнения путём построения соответствую-
щего СЛАУ с последующим его решением че-
рез библиотеки Hypre и NVIDIA AmgX. Ре-
зультаты тестирования их производительности 
при данном сценарии использования будут 
приведены в следующих разделах. 

3. Оценка допустимой погрешности 

Как отмечалось ранее, в качестве результата 
моделирования может выступать не физически 
точное решение, а любое, даже достаточно гру-
бое приближение, искусственность которого 
человек не в состоянии отличить визуально. 
Благодаря этому появляется возможность гибко 
настроить порог точности для итерационных 
методов инвертирования СЛАУ ݔܣ ൌ ܾ, при 
достижении которого процесс расчётов оста-
навливается, а найденное решение считается 
подходящим. Напомним, что в численных ме-
тодах обычно используются следующие метри-
ки для задания подобной погрешности на i-ой 
итерации: 

ߝ
ሺଵሻ ൌ∥ ݔ െ ିଵݔ ∥ 

ߝ
ሺଶሻ ൌ ݔܣ∥∥ െ ܾ∥∥ 

ߝ
ሺଷሻ ൌ∥ ݔ െ ݔ ∥ 

Значение ߝ
ሺଵሻпозволяет с минимальными за-

тратами оценить сходимость итерационного 
процесса и завершить расчёты в том случае, ко-
гда дополнительные итерации больше не при-
ближают нас к искомому результату. Но, к со-
жалению, найденное таким образом решение 
может отличаться от аналитического весьма 

существенно. Величина ߝ
ሺଶሻ, также называемая 

невязкой, показывает, насколько близко мы 
приблизились к точному решению дискретной 
задачи, но при этом она не учитывает погреш-
ность, вносимую использованием разностной 
схемы и дискретизацией геометрии объектов. В 
результате чего её нулевое значение также не 
гарантирует, что найденный вектор ݔ совпада-
ет с непрерывным решением до последнего 
знака после запятой. Наконец, используя мет-

рику ߝ
ሺଷሻ, можно оценить реальную погреш-

ность путём сопоставления численного реше-
ния с эталонным. Что полезно при разработке 
алгоритма и отладке его программной реализа-
ции, но, очевидно, неприменимо для исходной 
задачи, аналитическое решение которой не 
только неизвестно, но может не существовать в 
принципе. 

В работах предшественников данному во-
просу, а именно выбору критерия точности 
расчётов, не уделялось достаточно внимания в 
первую очередь из-за ограниченности вычисли-
тельных ресурсов. В статье [7] при решении 
двумерного уравнения Пуассона использовался 
метод Якоби, в котором выполнялось от 20 до 
50 итераций, а реальная погрешность не оцени-
валась. Аналогично поступили и авторы работы 
[8], также выбрав метод Якоби и фиксирован-
ное число итераций, но уже для трёхмерного 
случая. При этом они дополнительно изучили 
влияние погрешности на итоговый результат, 
показав на одном примере, что при переходе от 
20 к 1000 итераций проявляются дополнитель-
ные детали дыма, однако общая структура 
остаётся идентичной. В статье [6], авторы ко-
торой проводили вычисления уже не в режиме 
реального времени, для решения СЛАУ был за-
действован метод сопряжённых градиентов с 
неполным предобуславливателем Холеского. 
Но, опять же, допустимый порог погрешности 
определялся исключительно визуально, а кри-
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терием завершения служило выполнение 20 
итераций выбранного метода. 

Так как скорость сходимости итерационного 
процесса зависит не только от алгоритма, но и 
множества других факторов, таких как размер 
сетки, геометрия объектов и, хоть и в меньшей 
степени, от граничных условий, то идея опре-
деления требуемого числа итераций априори 
является не совсем корректной. Авторами дан-
ной работы была использована приведённая 
ниже схема, позволяющая примерно оценить 
требуемую точность. Пусть ݄߂ и ݐ߂ – шаги по 
пространству и по времени. Так как используе-
мый подход к решению исходной системы 
уравнений является безусловно устойчивым, то 
на них не накладывается какое-либо ограниче-
ние и их значения могут быть произвольными. 
Далее, допустим, что численная погрешность 
вносится только на n-ом шаге по времени и 
только в результате решения уравнения Пуас-
сона. В таком случае она проявится в уравне-
нии адвекции, благодаря чему мы получаем 
возможность ввести для неё ограничение 

∣ ܷ
¯

,,
 ⋅ ݐ߂ െ ܷ,,

 ⋅ ݐ߂ ∣൏ ܷ где ,݄߂
¯

,,
  и ܷ,,

  – 
значения одной компоненты скорости в узле сет-
ки ሺ݅, ݆, ݈ሻ, а подчёркивание означает величину с 
внесённой погрешностью. Суть данного ограни-
чения сводится к тому, что при решении уравне-
ния адвекции полулагранжевым методом частица 
газа будет попадать либо в ту же самую, либо в 
соседнюю ячейку. И, таким образом, вклад по-
грешности окажется минимальным. 

Если расписать значение скорости, а произ-
водную давления заменить центральной разно-

стью, то ограничение сводится к более полез-

ной форме 
∣∣
∣∣ః
¯
శభ,ೕ,
 ିః

¯
షభ,ೕ,


ଶ௱
െ

ఃశభ,ೕ,
 ିఃషభ,ೕ,



ଶ௱ ∣∣
∣∣ ൏

௱

௱௧మ
, 

где ߔ
¯

,,
  – значения потенциала, которыми яв-

ляются перенумерованные компоненты полу-
чаемого при решении СЛАУ вектора ݔ. Приме-
няя неравенство треугольника и используя 

непрерывную норму, получаем ∣∣
∣ሺߔ

¯

ାଵ,,
 െ

ାଵ,,ߔ
 ሻ െ ሺߔ

¯

ିଵ,,
 െ ିଵ,,ߔ

 ሻ∣∣
∣ ൏ 2 ∥∥

ߔ∥
¯
 െ ߔ

∥∥
∥


, 

в результате чего мы можем перейти к порогу 

погрешности ߝሺଷሻ ൏
௱మ

௱௧మ
. 

Данная оценка не гарантирует, что погреш-
ность не скажется на результатах, но позволяет 
понять, при каких значениях её влияние будет 
минимальным. Следующий этап заключается в 
поиске взаимосвязи между порогом ߝሺଷሻ по 
норме C, критерий для которого мы вывели, и 
-ሺଶሻ по норме L2, значения для которого возߝ
вращают библиотеки Hypre и NVIDIA AmgX. 
Аналитически  определить данную зависимость 
не представляется возможным из-за необходи-
мости учёта объектов произвольной формы, 
поэтому в данной работе связь двух метрик бы-
ла оценена опытным путём. 

На Рис. 1 приведено сопоставление этих 
двух величин при решении исходной смешан-
ной задачи для уравнения Пуассона в случае 
кубической сцены с одной сферой радиуса 0.25 
от размера области на сетке из 350x350x350 
ячеек. Дополнительно к этому расчёты прово-
дились при варьировании радиуса сферы (зна-

Рис. 1. Зависимость реальной погрешности ߝሺଷሻот невязки ߝሺଶሻ на разных сетках 
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чения 0.15 и 0.35) и размера сетки (случаи 
300x300x300 и 400x400x400 ячеек). Разность 
между максимальным и минимальным значе-
ниями потенциала была подобрана таким обра-
зом, чтобы при нулевом приближении невязка 
равнялась единице. 

Полученная взаимосвязь верна только для 
рассмотренного частного случая, однако может 
быть использована как отправная точка при за-
дании начального порога точности, который в 
дальнейшем будет корректироваться анимато-
ром в зависимости от качества визуализации и 
времени расчётов. В качестве примера можно 
рассмотреть следующий случай — пусть требу-
ется отрисовать сцену обтекания объекта пото-
ком дыма, где моделируемая область задана как 
куб со стороной один метр, шаг по времени 
определяется частотой кадров и равен 1/30 се-
кунды, а сетка имеет размер 400x400x400 яче-
ек. Таким образом, требуемая реальная по-
грешность ߝሺଷሻ должна быть не более чем 
ሺଵ/ସሻమ

ሺଵ/ଷሻమ
ൌ 5.625 ⋅ 10ିଷ, и, пользуясь зависимо-

стью, изображённой на рис. 1, порог для вели-
чины ߝሺଶሻ можно грубо оценить как 10ିଶ. 

Также стоит сказать несколько слов о природе 
величины ߝሺଷሻ, которую можно рассматривать 
как сумму трёх компонент — итерационной по-
грешности метода, ошибки от дискретизации об-
ласти и ограничений машинной точности. На 
Рис. 1 видно, что с некоторого момента повыше-
ние точности в понимании ߝሺଶሻ больше не при-
ближает нас к эталонному решению, что объяс-
няется достижением порога, при котором 
начинает превалировать ошибка дискретизации 
объектов. Если посмотреть на Рис. 2, на котором 
для рассматриваемого случая приведён разрез 

области по измерению Z, то легко заметить, что 
максимальные значения погрешности находятся 
только на границах. Таким образом, предложен-
ная схема оценки допустимой погрешности в не-
котором смысле является излишне строгой, и на 
практике может использоваться с понижающим 
коэффициентом. 

4. Оценка производительности 

Изначально авторами был разработан прото-
тип расширения для пакета Houdini, в котором 
с помощью описанного алгоритма производи-
лось моделирование процесса распространения 
дыма, и результаты работы которого в качестве 
иллюстрации приведены на Рис. 3. 

Разработанная программа способна прово-
дить расчёты на графических ускорителях, в 
частности, приведённ ый на Рис. 3 пример по-
лучен с использованием вычислителя NVIDIA 
GeForce 680, а расчёты, требуемые для подго-
товки данного 15-секундного видео, длились 
около 8 часов. Однако она обладает рядом су-

Рис. 2. Распределение реальной погрешности 
в срезе z=R/2, сетка 410x410x410, 

 радиус сферы < R/4 

Рис. 3. Пример моделирования соударения двух потоков дыма, моменты времени t = 2.0 и t = 9.0 секунд 
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щественных недостатков, в первую очередь 
обусловленных использованием собственного и 
достаточно примитивного решателя СЛАУ. По-
этому, прежде чем продолжать его развитие, 
было решено оценить возможности и произво-
дительность существующих библиотек, чему и 
посвящён настоящий раздел. 

4.1. План тестирования 

Для тестирования использовалась система, 
технические характеристики которой приведе-
ны в Табл. 1. 

Таким образом, по пиковой производитель-
ности графический ускоритель был быстрее  
центрального процессора в 14.6 и 9.8 раза при 
расчётах в двойной и одинарной точности со-
ответственно. Однако в задачах данного класса 
узким местом зачастую становится работа с 
памятью, поэтому имеет смысл также сравни-
вать и этот показатель, выигрыш по которому 
составлял уже 4.2 раза. 

Для проведения моделирования с использо-
ванием центрального процессора была задей-
ствована библиотека Hypre [11] в версии 2.11.1-
67, которая является открытым и достаточно 
функциональным пакетом почти с двадцати-
летней историей и в которой содержатся парал-
лельные реализации разных алгоритмов, адап-
тированных для проведения масштабных 
расчётов на структурированных и неструктури-
рованных сетках. Для делегирования вычисле-
ний на графический ускоритель использовалась 

библиотека NVIDIA AmgX [12, 13] версии 
1.2.0, которая является платной, но доступной 
для некоммерческого использования. Хотя в 
названии пакета содержится прямое указание 
на многосеточные методы, в нём также имеют-
ся реализации и иных типов алгоритмов, а ак-
цент сделан на качественную оптимизацию под 
ускорители компании NVIDIA. 

Для сравнения были выбраны два алгоритма 
— алгебраический многосеточный метод (в лите-
ратуре обычно обозначаемый как AMG) и стаби-
лизированный метод бисопряжённых градиентов 
(BICGSTAB), для каждого из которых дополни-
тельно использовался предобуславливатель 
ILU(0). В смежных работах предпочтение обычно 
отдают представителям именно этих семейств 
методов [14, 6], что и обусловило их выбор. 

Тестовые матрицы были подготовлены с ис-
пользованием семиточечной разностной схемы 
и сохранены в формате CSR. Были рассмотре-
ны три сцены, которые схематично изображены 
на Рис. 4. В первой из них отсутствуют какие-
либо объекты, в то время как во второй и треть-
ей имелись одна крупная сфера и группа объек-
тов соответственно. Размер сеток был подобран 
таким образом, чтобы полностью задействовать 
память графического ускорителя. Выяснилось, 
что в случае алгоритма BICGSTAB имеющихся 
12 гигабайт достаточно для проведения расчё-
тов на сетке 350x350x350, в то время как для 
метода AMG верхним порогом оказалась сетка 
из 150x150x150 ячеек. 

Табл. 1. Характеристики используемых вычислителей 

Вычислитель Число ядер Тактовая 
частота, ГГц 

Пик. производ., 
ГФлопс 

(float / double) 

Объём и тип 
памяти 

Пропускная 
способность 

памяти, Гбайт/с 

Xeon E5-2697v3 14 2.6 292 / 146 64 ГБ, DDR4 68 

Tesla K40 2880 0.745 4291 / 1430 12 ГБ, GDDR5 288 

Рис. 4. Визуализация дыма и поля скоростей для рассматриваемых типов сцен 
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Стоит отметить, что библиотека Hypre под-
держивает проведение расчётов только с двой-
ной точностью, которая для рассматриваемой 
задачи является излишней. Поэтому, чтобы 
сравнение было объективным, для решателя 
NVIDIA AmgX тестирование осуществлялось в 
двух режимах — в double, что позволяет его 
сопоставить с пакетом Hypre, и в float, что 
больше соответствует потребностям проекта. 
Во всех случаях измерялось время, необходи-
мое для достижения заданной невязки по норме 
L2, которая в свою очередь варьировалась от 
10ି.ହ до 10ି с шагом 10ି.ହ. При этом  
граничные условия подбирались таким обра-
зом, чтобы невязка для начального приближе-
ния равнялась 10. 

Вопросы, на которые требовалось получить 
ответ, ставились следующим образом — какой 
тип вычислителей и в каких случаях оказывает-
ся предпочтительнее в плане времени расчётов, 
а также какой из двух рассмотренных алгорит-
мов больше подходит под специфику задачи. 

4.2. Центральный процессор 
и графический ускоритель 

На графиках из разделов 4. 2 — 4.5 все резуль-
таты будут представлены в формате изменения 
производительности, в частности, будет показа-
но, насколько повышается или понижается по-
лезная скорость расчётов (отношение количества 
ячеек к времени расчётов) при варьировании од-
ного из рассматриваемых параметров. При этом 
важно иметь общее представление относительно 
исходной производительности, поэтому в Табл. 2 
дополнительно приведены времена, необходимые 
решателям для достижения заданной точности 
при расчётах на сцене без объектов и сетке 
150x150x150. 

Перед тем, как переходить к непосредствен-
ному рассмотрению результатов, стоит остано-
виться на таком аспекте, как их воспроизводи-
мость. Обе рассматриваемые библиотеки не 
являются детерминированными, и от запуска к 
запуску наблюдаемые времена могут заметно 
отличаться. В случае NVIDIA AmgX эта осо-
бенность отражена в документации [15] и имеет 
вполне логичное объяснение — в целях опти-
мизации используется реализация алгоритмов с 
рандомизацией (авторы данной работы предпо-

лагают, что под этим подразумевается примене-
ние атомарных операций). Как следствие, в зави-
симости от запуска,  для достижения сходимости 
требуется разное количество итераций, что и 
объясняет скачки производительности. Если по-
добное поведение нежелательно, то имеется воз-
можность установить флаг determinism_flag — 
это приведёт к уменьшению производительности 
примерно на 10-20%, но обеспечит воспроизво-
димость результатов. В данной работе все запус-
ки проводились именно с этим флагом. 

Библиотека Hypre демонстрирует схожее 
поведение, однако найти для него официальное 
объяснение от разработчиков не удалось. В 
частности, процесс достижения высокой точно-
сти в ряде случаев оказывался более быстрым, 
чем поиск грубого решения. В Табл. 2 проявле-
ние этого утверждения можно проиллюстриро-
вать на примере решателя BICGSTAB, взяв 
времена из для невязки 10ିହ. до 10ିହ.ହ. Задача 
поиска и устранения причин, из-за которых по-
является подобная недетерминированность 
библиотеки Hypre, выходит за рамки данной 
работы, поэтому авторами была предпринята 
попытка только уменьшить её проявление, ис-
пользуя усреднение по пяти запускам. 

Если говорить о самих результатах, то в 
первую очередь стоит отметить эффект от пе-
рехода к двойной точности. В используемой 
модели ускорителя количество блоков float и 
double соотносится как 3 к 1, однако полезная 
производительность снижается всего на 20-
30%. Если узким местом алгоритма являются 
вычислительные операции, то падение должно 
было быть трёхкратным, если работа с памятью 
– двукратным. Так как исходный код библиоте-
ки является закрытым, то можно лишь предпо-
ложить, что столь небольшая разница обуслов-
лена либо использованием смешанной 
точности, либо существенным вкладом в ито-
говое время работы вспомогательных, в том 
числе целочисленных, операций. Также важно 
подчеркнуть, что алгоритму AMG оказывается 
недостаточно одинарной точности для дости-
жения небольшой невязки, что может быть 
проиллюстрировано резким ростом времени 
для строк 10ି.ହ и 10ି. Табл. 2. 

На Рис. 5 приведены аналогичные результа-
ты, но в разрезе ускорения, достигаемого при 
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переносе расчётов с центрального процессора 
на графический ускоритель. Наиболее замет-
ные значения были зафиксированы при исполь-
зовании метода BICGSTAB, в котором ускоре-
ние в процессе уточнения решения 
уменьшалось с 40 до 6 раз. В алгоритме AMG 
настолько заметного выигрыша не наблюда-
лось — хотя при большой невязке ускорение 
доходило до 30 раз, при поиске более точного 
решения оно достаточно быстро понижалось до 
величины менее 20%. 

Можно сделать достаточно интересный вы-
вод, что если рассматривать полученные ре-
зультаты по отдельности, то с их помощью 
удастся обосновать два совершенно противо-

положных утверждения. Действительно, можно 
указать, что «в рассматриваемой задаче GPU на 
порядок обходит CPU» (что действительно 
верно для метода BICGSTAB) и «не смотря на 
многократное превосходство в теоретической 
производительности, полезная скорость расчё-
тов на GPU соизмерима с CPU» (верно для 
AMG и небольших значений невязки). Таким 
образом, вопрос выбора предпочтительной 
комбинации вида «алгоритм x вычислитель» не 
имеет единственно верного ответа, и, как будет 
дополнительно показано в следующих разде-
лах, должен рассматриваться в привязке к кон-
кретной сцене и сетке. 

Табл. 2. Время расчётов для сцены без объектов на сетке 150x150x150, секунды 

Невязка Метод бисопряжённых градиентов 
(BICGSTAB) 

Алгебраический многосеточный метод 
(AMG) 

NVIDIA AmgX
(один. точн.) 

NVIDIA AmgX
(двойн. точн.) 

Hypre NVIDIA AmgX
(один. точн.) 

NVIDIA AmgX 
(двойн. точн.) 

Hypre 

10-1.0 0.1 0.15 1.63 0.15 0.2 4.24 

10-1.5 0.19 0.27 3.61 0.29 0.38 4.28 

10-2.0 0.39 0.54 7.13 0.43 0.56 8.44 

10-2.5 0.85 1.16 14.83 0.99 1.28 8.5 

10-3.0 1.63 2.2 30.94 1.96 2.52 8.51 

10-3.5 2.06 2.74 41.46 3.62 4.66 11.74 

10-4.0 2.95 3.94 44.61 5.55 7.15 12.8 

10-4.5 3.5 4.25 48.1 7.49 9.65 12.92 

10-5.0 4.22 5.22 48.25 9.56 12.31 16.99 

10-5.5 4.65 5.99 47.81 11.63 14.8 17.47 

10-6.0 5.31 6.72 51.42 13.85 17.48 21.24 

10-6.5 5.74 7.34 52.54 151.99 20.15 21.96 

10-7.0 6.75 8.3 52.55 290.13 22.64 25.77 

Рис. 5. Ускорение графического ускорителя относительно центрального процессора (больше — лучше) 
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4.3. Метод бисопряжённых градиентов  
и многосеточный метод 

Для более объективного сравнения библио-
тек, отдельно стоит рассмотреть второй из  
поставленных ранее вопросов («какой из рас-
сматриваемых алгоритмов оказывается предпо-
чтительным?») с учётом типа моделируемых 
объектов. На Рис. 6 приведены результаты со-
ответствующего сравнения, в рамках которого 
расчёты проводились на трёх типах сцен — без 
объектов, с одной большой сферой и набором 
из 125 сфер меньшего размера. 

Как можно заметить, в библиотеке Hypre 
метод бисопряжённых градиентов вне зависи-
мости от типа сцены обеспечивает заметный 
выигрыш (до 173%) только при нахождении 
грубого решения, в то время как при повыше-
нии точности лидировать начинает уже много-
сеточный метод (примерно на 70%). Однако 
стоит учесть, что для решаемой задачи в 
первую очередь важно достижение невязки в 
диапазоне от 10ି.ହ до 10ିଶ, и, таким образом, 
в рамках данной библиотеки выбор алгоритма 
BICGSTAB оказывается более обоснованным. 
Данный вывод с некоторой натяжкой распро-
страняется и на библиотеку NVIDIA AmgX. В 
ней наблюдается схожее поведение, когда сна-
чала большую производительность демонстри-
рует метод BICGSTAB, но потом он может 
уступить лидерство алгоритму AMG. При этом 
появляется зависимость от типа сцены — к 
примеру, если в области нет объектов, то метод 
бисопряжённых градиентов оказывается абсо-
лютным лидером. 

Таким образом, можно резюмировать, что, 
несмотря на явную зависимость от величины 
невязки, при моделировании дыма как на гра-

фических ускорителях, так и на центральных 
процессорах предпочтение всё-таки стоит отда-
вать алгоритму бисопряжённых градиентов. 
Хотя многосеточный метод может демонстри-
ровать лучшие результаты при достижении вы-
сокой точности, найти реальный сценарий, ко-
гда эта особенность будет востребована, авторы 
не смогли. В разделе 4 было показано, что для 
воспроизведения этого случая требуется сильно 
измельчать сетку при фиксированном геомет-
рическом размере области, что имеет мало 
смысла из-за ограничений, накладываемых 
форматом кадра. Действительно, можно опре-
делить момент, когда любая ячейка отобразится 
не более чем в один пиксель кадра. При дости-
жении этого порога дальнейшее измельчение 
сетки не приведёт к существенным видимым 
отличиям, так как появившиеся в результате 
использования более высокой точности эффек-
ты в любом случае будут утеряны из-за усред-
нения при рендеринге. 

4.4. Разные типы сцен 

Следующее сравнение также заключалось в 
оценке производительности при варьировании 
типа сцены, но проводилось в несколько ином 
разрезе — учитывалось изменение полезной 
скорости расчётов, а не соотношение времени 
работы двух алгоритмов. Стоит отметить, что 
результаты данного теста достаточно сложно 
предугадать заранее. С одной стороны, появле-
ние выколотых подобластей приводит к тому, 
что размерность СЛАУ понижается и, как след-
ствие, время одной итерации также становится 
меньшим. С другой, наложение дополнитель-
ных граничных условий ухудшает скорость 
сходимости, и итоговое количество итераций 
увеличивается. 

Рис. 6. Изменение производительности при переходе от алгоритма AMG к BICGSTAB (больше < лучше) 
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На Рис. 7 показано, как изменялась произво-
дительность при переходе к областям с объек-
тами. В случае библиотеки NVIDIA AmgX 
наблюдаемый эффект в первую очередь опре-
делялся типом алгоритма. На сложных сценах 
многосеточный метод работал заметно быстрее 
при достижении небольшой невязки, в то время 
как при поиске грубого решения наблюдалось 
снижение производительности. В противопо-
ложность ему, при добавлении в область объек-
тов метод бисопряжённых градиентов стабиль-
но замедлялся на величину, не зависящую от 
целевой невязки. 

Если рассматривать результаты для библио-
теки Hypre, также представленные на Рис. 7, то 
какие-либо закономерности обнаружить не 
удаётся. Логично было бы сделать вывод, что 
наблюдаемые скачки являются результатом 
накладных расходов или ошибки, допущенной 
авторами при проведении тестирования. Одна-
ко стоит учесть, что на базе этих же данных 
был построен Рис. 6, в котором ускорение ме-
тода AMG относительно BICGSTAB практиче-
ски не зависит от типа сцены. Таким образом, 
можно заключить, что природа данного явле-
ния обусловлена спецификой реализации алго-
ритмов в Hypre и в первую очередь зависит от 
структуры матрицы. 

4.5. Сетки разного размера 

В последнем тесте оценивалось, как изме-
нится скорость расчётов при переходе на более 
крупные сетки в случае сцены без объектов. 
Как отмечалось ранее, под понятием произво-
дительности понимается отношение количества 
ячеек к времени расчётов, требуемых для до-

стижения соответствующей невязки. Данная 
величина идейно близка к метрике «байты в се-
кунду», которая используется для задания про-
пускной способности и применяется при оцен-
ке программ, узким местом в которых является 
работа с памятью. Основное отличие, которое 
проявляется в рамках данного раздела, заклю-
чается в том, что рассматриваемые библиотеки, 
в зависимости от размера матриц, могут ис-
пользовать разные внутренние форматы для их 
хранения, поэтому оценить реальную пропуск-
ную способность не представляется возмож-
ным. Также, в силу увеличения размерности 
СЛАУ, в приведённые ниже результаты был 
внесён некоторый вклад из-за соответствующе-
го изменения скорости сходимости. 

Так как для рассматриваемой задачи пред-
почтительно проведение моделирования на 
больших сценах, то оценивался только метод 
BICGSTAB в связи с его существенно меньши-
ми требованиями к памяти. Полученные ре-
зультаты приведены на Рис. 8. 

Как можно заметить, в случае библиотеки 
NVIDIA AmgX, выполняемой на графическом 
ускорителе, переход на сетки большего размера 
приводит к уменьшению скорости расчётов, 
причём на относительно большую величину — 
до 8.3 раз при увеличении количества ячеек в 
216 раз. На первый взгляд, подобное поведение 
аномально для графического ускорителя, так 
как с ростом размера матрицы повышается до-
ступный параллелизм, что, в свою очередь, 
должно привести к повышению скорости рас-
чётов. Действительно, подобная особенность 
является прямым следствием специфики архи-
тектуры CUDA, позволяющей переключаться 

Рис. 7. Влияние типов сцен на производительность (больше — лучше) 
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между нитями с нулевой задержкой, и может 
наблюдаться в задачах совершенно разного типа. 
К сожалению, на случай решения СЛАУ с разре-
женными матрицами эта закономерность не рас-
пространяется. Как было показано в другой рабо-
те авторов, посвящённой разработке собственных 
реализаций методов BICGSTAB и D-ILU для 
GPU [16], весьма схожее поведение в том случае 
объясня лось ростом атомарных операций над 
глобальной памятью, которые с некоторого мо-
мента становились основным узким местом. 

Библиотека Hypre, наоборот, обеспечивала 
большую скорость расчётов при увеличении 
размера сеток, причём в лучшем случае рост 
производительности доходил до 20 раз. Таким 
образом, если ускорение NVIDIA AmgX отно-
сительно Hypre на сетке 50x50x50 составляло 
сотни раз, то при переходе к области из 
300x300x300 ячеек выигрыш находился в диа-
пазоне от 4.9 до 12 раз. Логично предположить, 
что при дальнейшем росте размера сетки и до-
статочности памяти подобное поведение будет 
сохраняться, и в некоторый момент производи-
тельность CPU и GPU реализаций алгоритма 
окажется идентичной, после чего начнёт лиди-
ровать уже центральный процессор. 

Стоит отметить, что в большинстве случаев 
аниматор подбирает размер сцены таким обра-
зом, чтобы максимально задействовать доступ-
ную память, поэтому можно сделать вывод, что 
архитектура центрального процессора на практи-
ке оказывается более предпочтительной — она не 
только позволяет оперировать намного большим 
объёмом памяти в SMP-режиме (в нашем случае, 
это 64 против 12 гигабайт), но и на целевых сце-

нариях обеспечивает соизмеримую производи-
тельность. При этом перенос вычислений на гра-
фический ускоритель оказывается действительно 
оправданным при использовании небольших се-
ток, а также в случаях, когда основным приори-
тетом является не столько повышение скорости 
моделирования, сколько уменьшение стоимости 
аппаратной платформы. 

Заключение 

Проведённое в рамках работы сравнение про-
изводительности библиотеки NVIDIA AmgX 
(GPU) и Hypre (CPU) показало, что даже при 
решении столь стандартизированной и изученной 
задачи, как моделирование потока дыма с помо-
щью полулагранжевого подхода [6], остаётся 
множество особенностей, делающих вопросы 
выбора конкретной аппаратной платформы и ал-
горитма достаточно неоднозначными и завися-
щими от множества факторов. По результатам 
проведённого авторами тестирования могут быть 
сформулированы следующие рекомендации: 

 Если сравнивать многосеточный метод и 
стабилизированный метод бисопряжённых гра-
диентов, то предпочтение стоит отдать второ-
му, так как он показывает лучшие результаты 
при поиске грубого решения и использует 
меньше памяти. 

 В общем случае предпочтительно ис-
пользование одинарной точности, которой ока-
зывается достаточно для достижения целевого 
порога ошибки. При переходе на двойную точ-
ность наблюдается снижение производительно-
сти в среднем на 20-30%. 

Рис. 8. Влияние размера сеток на производительность, метод BICGSTAB (больше — лучше) 
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 Добавление в сцену объектов может при-
вести как к повышению производительности, 
так и её снижению — в рассмотренных случаях 
изменения доходили до нескольких раз. 

 В случае выбора между CPU и GPU во-
прос сводится к выделению основного приори-
тета. Ускоритель позволяет достичь на один 
или два порядка большей скорости расчётов на 
сетках небольшого размера, в то время как с их 
ростом полезная производительность уменьша-
ется почти линейно. Центральный процессор 
демонстрирует лучшие результаты при работе с 
большими сценами и позволяет задействовать 
больший объём памяти. 
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This paper considers the task of interaction of incompressible fluid with multiple objects that was introduced in 
computer graphics and can be reduced to three dimensional Euler equations. We proposed an approach to esti-
mating an acceptable error under projection stage that is equal to solving of Poisson equation with mixed type 
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boundaries on structured grid. For this stage, we used third party libraries Hypre (CPU) and NVIDIA AmgX 
(GPU) as an implementation of methods for SLAE solving with sparse matrices. The testing of the proposed 
solver was performed on system with CPU Xeon E5-2697v3 (14 cores) and GPU Tesla K40 with different nu-
merical methods, scene types and grid sizes. It was demonstrated that the effective performance highly depends 
on scene specifics, therefore the questions of library, hardware and algorithm choosing are quite ambiguous. In 
particular, the speed-up of GPU library over its CPU-based analogue was ranged from 20% to 273 folds. 
Keywords: mathematical modeling, visualization, fume, multigrid method, biconjugate gradient stabi-
lized method, CPU, GPU, Hypre, NVIDIA AmgX 
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