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Аннотация. В статье рассматривается проблема интерпретации несовместного решения при большой размер-
ности задачи оптимального планирования производства. Эта проблема связана с информационной сложностью 
модели. Приведена математическая постановка задачи. Предложен способ последовательного выбора вариан-
тов для анализа несовместных ограничений. Этот способ выбора вариантов проверен на моделях заводов. При-
ведено объяснение целесообразности данного способа выбора вариантов, основанное на геометрии простран-
ства несовместных ограничений. 
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Введение 

При оптимальном планировании производ-
ства обычно выдвигаются требования достиже-
ния высокой эффективности и получения  
определенного количества продуктов при огра-
ниченных ресурсах, что зачастую приводит к 
противоречивой модели и несовместной задаче. 
Модели оптимального планирования производ-
ства имеют, как правило, большую размер-
ность. В этом случае трудности содержатель-
ной интерпретации несовместного решения 
являются одним из основных факторов, огра-
ничивающих применение моделей большой 
размерности. Опыт применения систем опти-
мального планирования показывает, что эта 
проблема вынуждает специалистов плановых 
служб заводов и компаний в сложных случаях 

упрощать задачу для получения результатов 
расчетов в требуемые сроки. Модель опти-
мального планирования производства может 
быть несовместной в результате недостаточно-
го количества ресурсов для выполнения по-
ставленных задач в плановом периоде, ошибок 
в структуре и параметрах модели, а также сов-
местного действия этих двух факторов. При 
планировании производства специалисты пла-
новой службы завода часто вносят изменения в 
модель, что может приводить к противоречи-
вым ограничениям. 

При получении несовместного решения спе-
циалист должен: анализируя результаты, найти 
ограничения, которые являются причиной 
несовместного решения, а затем определить ре-
сурсы, которые возможно дополнительно вы-
делить в данных условиях работы завода. Это 
две сложные интеллектуальные задачи. Первая 
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задача является интерпретацией несовместного 
решения. Когда определены ограничения, яв-
ляющиеся причиной несовместного решения, 
то можно рассчитать варианты с изменением 
этих ограничений так, чтоб получить допусти-
мое решение. Однако ограниченные ресурсы, 
являющиеся причиной несовместного решения, 
могут быть такие, что их невозможно изменить 
в сложившихся условиях. Например, посту-
пившее на завод сырье необходимо перерабо-
тать в плановом периоде, остановленные на ре-
монт установки нельзя ввести в эксплуатацию 
до окончания ремонта, действующие договоры 
необходимо выполнять. В таком случае нужно 
найти другие ограниченные ресурсы, которые 
можно изменить так, чтобы получить допусти-
мое решение, либо установить, что это невоз-
можно. Для этого рассчитывают разные вари-
анты и анализируют результаты, что требует 
значительного времени и может помешать по-
лучить результаты расчета плана в требуемые 
сроки, что, в свою очередь, ограничивает при-
менение моделей планирования большой раз-
мерности. 

Существуют также другие факторы, которые 
ограничивают размерность задач оптимального 
планирования: производственная структура ком-
пании, организация  транспорта продукции и сы-
рья, организационная структура служб, прини-
мающих решения по вопросам планирования. 
Все эти факторы учитываются при разработке 
модели и работе специалистов плановой службы, 
применяющих модели планирования. 

При применении линейного программиро-
вания (ЛП) для решения задачи оптимального 
планирования в случае несовместных ограни-
чений симплекс метод дает список найденных 
несовместных ограничений, который, как пра-
вило, не позволяет однозначно определить, ка-
кие ограниченные ресурсы являются причиной 
несовместности. Список несовместных ограни-
чений получается на первом этапе симплекс 
метода при одинаковых штрафах за нарушение 
любых ограничений. Аналогичный список по-
лучается при применении других методов ре-
шения задачи ЛП. 

В системах оптимального планирования 
производства для анализа несовместных огра-
ничений предусматривают возможность изби-

рательно задавать различные штрафы за нару-
шение ограничений по разным типам ресурсов, 
например, для количества сырья, количества 
производимых продуктов, величины запасов и 
других ресурсов. При большой размерности за-
дачи планирования анализ полученных вариан-
тов для интерпретации несовместного решения 
является достаточно сложной задачей.  

Несовместные задачи оптимального плани-
рования рассматривались в работах по линей-
ному программированию [1-4]. Возможность 
анализа несовместных задач предусматривается 
в различных системах оптимального планиро-
вания производства [5-7]. В ряде работ рассмат-
ривается задача корректировки любых несов-
местных ограничений так, чтобы получить 
допустимое решение [8, 9]. Аналогичный подход 
для производственного планирования не рас-
сматривается, так как большую часть ограниче-
ний нельзя изменять. В том числе нельзя изме-
нить ограничения на качество продуктов (они 
определены стандартами), условия материально-
го баланса, максимальную производительность 
установок и другие. Вопрос о сложности интер-
претации решения несовместной задачи актуален 
при применении моделей большой размерности в 
производственных условиях и при обучении спе-
циалистов плановых служб.  

Проблема интерпретации несовместных огра-
ничений рассматривается далее для задачи пла-
нирования производства нефтеперерабатываю-
щего завода (НПЗ). Сложность этой задачи 
определяется информационной сложностью мо-
дели, в которой различные параметры взаимосвя-
заны (качество сырья, режимы установок, коли-
чество и качество нефтепродуктов). В статье 
предложен метод упорядоченного выбора вари-
антов для анализа несовместных ограничений. 

1. Модель оптимального  
планирования 

Модель оптимального планирования НПЗ на 
один период имеет следующий вид [6]: 
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Здесь F - прибыль, x jr  - переменные задачи, 

потоки сырья, продукта или энергоносителя; 
r – шаг вычислительного процесса (рекур-

сии), состоящий в решении задачи (1-2), 

ܽ௜௝௥ - коэффициенты матрицы  r

ijraA ; jс - 

цены, ib  - коэффициенты ограничений. 

Часть коэффициентов матрицы ܽ௜௝௥ являют-
ся постоянными величинами, а другие опреде-
лены соотношениями (3, 4). Задача ЛП (1-2) 
решается при заданных начальных значениях 

величин 0ijq  и коэффициентов матрицы. По-

сле решения задачи ЛП (1-2) те коэффициенты 
матрицы ܽ௜௝௥, которые определены зависимо-
стями (3-4), пересчитываются на каждом шаге r 
вычислительного процесса. При первом реше-
нии задачи (1-2) r=1 начальные значения пока-

зателей 0ijq  заданы. Задача (1-4) по существу 

является нелинейной со значительным числом 
переменных, которые входят в нелинейные за-
висимости (3-4).  

Форма записи задачи (1-4) предполагает ре-
шение методом последовательного моделирова-
ния и оптимизации, который рассматривается как 
вариант метода последовательного линейного 
программирования (ПЛП) [5-7, 10, 11]. В резуль-
тате моделирования (3-4) определяются парамет-
ры линеаризованной модели, а затем решается 
задача линейного программирования (1-2). Если 
нет допустимого решения задачи  
(1-2), то процесс завершается и затем нужно ана-
лизировать несовместное решение. Если есть до-
пустимое решение, то после получения решения 
задачи ЛП проверяется точность моделирования 

путем сравнения значений параметров: 1ijrq   и 

ijrq , а также коэффициентов матрицы ijra , ко-

торые пересчитываются. Этот процесс рекурсив-
но повторяется до получения заданной точности 
моделирования и линеаризации: 

1ijr ijr kq q   . (5) 

Величины ijrq  имеют разную физическую 

природу и для каждого показателя качества k 
возможна разная точность определения k .  

Данные модели одного НПЗ в России приве-
дены в Табл. 1, где показаны данные при расче-
те на один период планирования. Модель при-
менялась для планирования производства, а 
также для расчета вариантов развития завода. 
Сложность модели планирования характеризу-
ется числом переменных, ограничений и нену-
левых элементов матрицы.  

При такой размерности модели, которая 
представлена в Табл. 1, при отсутствии допу-
стимого решения проявляются трудности ин-
терпретации несовместных ограничений. 
Сложность модели характеризуется также не-
линейными зависимостями (3-4), по которым 
пересчитывается около 10% ненулевых элемен-
тов матрицы.  

2. Метод выбора вариантов 
для анализа несовместных  
ограничений  

Несовместное решение задачи ЛП (1-2) 
может быть получено при первом шаге реше-
ния r=1 или при следующих рекурсиях на шаге 
r>1. Для содержательной интерпретации 
несовместного решения в модель вводят штра-
фы ݑ௜>0, ݒ௜>0 с разными коэффициентами ݀௜ 
за нарушение некоторых типов ограничений. 
После введения штрафных переменных вместо 
(1-2) получим следующие ограничения и кри-
терий:  
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Табл. 1. Параметры модели 

Переменных задачи ЛП 2843 

Ограничений задачи ЛП 4323 

Ненулевых элементов матрицы 26273 
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После введения штрафных переменных си-
стема (6-7) становится совместной. В получен-
ном решении анализируются величины штраф-
ных переменных. Введение штрафов является 
инструментом исследования модели. Такая 
возможность исследования модели предусмат-
ривается в различных системах оптимального 
планирования [5, 10, 12]. В системе моделиро-
вания НПЗ [7] можно ввести штрафы избира-
тельно с разными коэффициентами ݀௜ за нару-
шение различных типов ограничений: 
показателей качества нефтепродуктов, произ-
водительности установок, условий материаль-
ного баланса, запасов нефтепродуктов, энерго-
затрат и других. С целью исследования вводят 
штрафные переменные и по тем ограничениям, 
которые невозможно изменить по технологиче-
ским условиям производства. 

Специалист по планированию вводит 
штрафные переменные в соответствии со свои-
ми представлениями о возможных причинах 
несовместности, основанных на его знаниях 
модели, системы моделирования, технологии 
производства и текущих условий работы заво-
да. Необходимая информация получается путем 
совместной работы группы специалистов по 
планированию с технологами, производствен-
ным отделом, лабораторией и другими служба-
ми. Для определения причин несовместности 
рассчитываются и анализируются несколько 
вариантов с различными коэффициентами ݀௜ 
для штрафных переменных. Сформированные 
варианты отражают данные модели и человече-
ский фактор - знания специалистов. На выбор 
этих вариантов и их анализ затрачивается мно-
го времени специалистов плановой службы 
НПЗ. В результате часто возникают трудности 
в расчете плана к нужному сроку.  

Логично предположить, что для варианта с 
меньшим числом штрафных переменных ݑ௜>0 , 
-௜>0 проще анализировать несовместные ограݒ
ничения и дать интерпретацию этим ограниче-
ниям. Эта гипотеза о сложности интерпретации 
может быть объяснена геометрией простран-
ства несовместных ограничений для задачи ЛП 
специальной структуры.    

Примем следующий метод выбора вариан-
тов со штрафными переменными  для анализа 
несовместных задач с целью сократить перебор 

вариантов. Метод выбора основан на предполо-
жении, что полученное решение со штрафами 
будет проще содержательно интерпретировать 
при меньшем числе несовместных ограничений. 
Из нескольких решений с разными штрафами 
(обычно 2-4) выбираем один вариант с мини-
мальным числом ограничений, которые наруша-
ются на величину штрафной переменной. В вы-
бранном варианте, прежде всего, анализируем те 
ограничения со штрафами, которые повторяются 
и в других вариантах. В процессе анализа вы-
бранного варианта решаются задачи с изменени-
ем некоторых ограничений, и специалист опреде-
ляет, какие ресурсы можно изменить для 
получения допустимого решения.  

Такая методика выбора вариантов для ана-
лиза несовместных задач применялась при раз-
работке моделей НПЗ. При разработке модели 
часто выявляются ошибки, вызванные тем, что 
не учитываются направления потоков в специ-
альных условиях: при ремонтах, при снижении 
количества сырья, изменении качества сырья и 
в других ситуациях.  Описанный метод выбора 
вариантов позволял быстрее находить ограни-
чения, которые стали причиной несовместного 
решения. При тестировании модели некоторые 
ошибки модели выявляются только при недо-
статочных или избыточных ресурсах. В этом 
случае задача без штрафных переменных явля-
ется несовместной. В процессе обучения спе-
циалистов НПЗ анализу несовместных задач 
описанный метод выбора варианта оказался бо-
лее успешным по сравнению с случайным вы-
бором варианта, так как позволял быстрее 
найти те ограничения, которые являлись при-
чиной несовместного решения. 

3. Геометрия пространства 
несовместных ограничений 

Можно дать объяснение описанного под-
хода к интерпретации несовместного решения 
на основе геометрии пространства несовмест-
ных ограничений. На основе примеров рас-
смотрим разные типы несовместных ограниче-
ний задачи ЛП. Выпишем задачу ЛП в удобном 
для дальнейшего виде: 
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Для задачи (8-9) обозначим допустимое 
множество задачи M и допустимое множество 
двойственной задачи M*. Будем рассматривать 
несовместные задачи 1-го рода, когда нет допу-
стимого решения прямой задачи (M пусто) и 
есть решение двойственной задачи на множе-
стве M* [2]. Такие задачи 1-го рода имеют эко-
номический смысл. Для несовместных задач 1-
го рода рассмотрим примеры 3-х типов ограни-
чений неравенств разной структуры.  

1. Система несовместных ограничений та-
кая, что при исключении любого одного нера-
венства система имеет допустимое решение. 
Пример приведен на Рис. 1, все ограничения B, 
C, D нарушаются в треугольнике 1. 

2. Система несовместных ограничений та-
кая, что при исключении определенного одного 
неравенства или нескольких система имеет до-
пустимое решение. Пример приведен на Рис. 2, 
в 1 нарушается одно ограничение C, в 3 нару-
шаются два ограничения B, D, в 2 нарушаются 
все ограничения B, C, D. 

3. В системе несовместных ограничений 
присутствуют ограничения 1-го и 2-го типа, пе-
речисленные выше. 

Ниже приведены неравенства 1-го и 2-го 
примера, а затем графики этих двух примеров 
на Рис. 1 и Рис. 2. Примеры 1 и 2 описывают 
специальные случаи несовместной задачи. 

Неравенства 1-го примера:  
 (B) –ݔଵ	 + 	ݔଶ + 1 	൒	 0  
(C) –ݔଵ	 –  ݔଶ	 + 7 	൒	 0 
(D)  5ݔଵ	 + ݔଶ	 – 12 	൒	 0 

Рис. 1. Пример несовместных ограничений: в треугольнике 1 все неравенства не выполняются 

Рис. 2. Второй пример несовместных ограничений 
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Неравенства 2-го примера:  
 (B) –9ݔଵ	 – 	ݔଶ + 18 	൒	 0 
(C) –4ݔଵ	 – ݔଶ	 + 20 	൒	 0 
(D) –5ݔଵ	 –  xଶ	 + 15 	൒	 0 
Симплекс метод на этапе поиска допустимо-

го решения определяет дополнительные пере-
менные ݑ௜ из условия: 





m

i
iu

1

min  (10) 

buxa iij

n

j
ij 

1

, mi ,...1 , 0x j , 0iu . 

В 1-м примере на Рис. 1 для 2-х переменных 
симплекс метод на этапе поиска допустимого 
решения (10) даст список несовместных огра-
ничений, включающий все ограничения с пе-
ременными ݑ௜>0, для i=1, 2, 3. Хотя для полу-
чения допустимого решения достаточно 
исключить только одно ограничение, любое из 
этих трех. Пример 1-го типа на Рис. 1 дает ге-
метрическую интерпретацию и объясняет, по-
чему симплекс метод на этапе поиска допусти-
мого решения может выдавать значительное 
число несовместных ограничений, в том слу-
чае, когда отсутствие допустимого решения 
может быть вызвано только одним ограничени-
ем. Этот факт известен из опыта решения задач 
ЛП большой размерности.  

В аналогичном примере при n переменных 
все n+1 ограничения образуют n-мерный сим-
плекс, в котором эти ограничения не выполня-
ются. На этапе поиска допустимого решения 
задачи (10) получим ݑ௜>0 для i=1,…, n + 1. Хо-
тя при n переменных также достаточно исклю-
чить только одно ограничение, чтобы получить 
допустимое решение. В подобном примере при 
3-х переменных 4 ограничения образуют тетра-
эдр, в котором эти ограничения не выполняют-
ся. Если бы для этого примера получать реше-
ние с одним несовместным ограничением, то 
тогда просто было бы определить причину 
нарушения ограничений.  

В примере на Рис. 2 симплекс метод на эта-
пе поиска допустимого решения (10) даст ре-
шение на границе области 1, когда только одно 
ограничение не выполняется. В этом случае ин-
терпретация несовместной задачи очевидна. 
Этот пример показывает, что при такой геомет-

рии пространства несовместных ограничений 
результаты симплекс метода на этапе поиска 
допустимого решения просто интерпретиро-
вать. При ограничениях 1-го и 2-го типа в при-
мере 3 для двух переменных можно получить 
результат, аналогичный результату для первого 
примера. 

Из этих примеров структуры несовместных 
задач видно, что полученное решение будет 
проще для содержательной интерпретации при 
меньшем числе несовместных ограничений в 
решении. Приняв эту гипотезу о сложности ин-
терпретации, сформулируем задачу поиска ми-
нимального числа несовместных ограничений 
системы (9) по критерию минимума числа до-
полнительных переменных ݑ௜>0. Такая задача 
имеет вид: 





m

i
iuSignZ

1

)(min , (11) 

buxa iij

n

j
ij 

1

, mi ,...1 , 0x j , 0iu ,(12) 

где ܵ݅݃݊ሺݑ௜ሻ ൌ ൜
1, если	ݑ௜ ൐ 0
0, если	ݑ௜ ൌ 0 

Задача (11-12) является существенно более 
сложной, чем поиск допустимого решения (8-9). 
В приведенном выше 1-м примере Z=1, для 2-го 
примера также Z=1. 

Формулировка задачи (11-12) демонстриру-
ет сложность проблемы интерпретации несов-
местных ограничений. Для (11-12) может быть 
получено приближенное решение. В качестве 
приближенного решения этой задачи рассмат-
риваем решение, которое получено выбором 
одного варианта с минимальным числом пере-
менных ݑ௜>0 из нескольких вариантов, удовле-
творяющих условиям (12). Аналогично для си-
стемы (6-7) можно объяснить метод выбора 
одного варианта решения задачи для анализа и 
интерпретации несовместных ограничений. Ко-
гда из нескольких вариантов выбираем один 
вариант с минимальным числом переменных 
-௜>0, то по существу решаем приближенно заݑ
дачу, аналогичную (11). 

Заключение 

В работе исследована проблема интерпрета-
ции решения несовместной задачи оптимально-
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го планирования. Приведена математическая 
формулировка и показана сложность этой зада-
чи. Описан алгоритм выбора вариантов для 
анализа несовместных ограничений, который 
применялся для интерпретации решения 
несовместных задач оптимального планирова-
ния производства. Приведено обоснование ал-
горитма на основе геометрии пространства 
несовместных ограничений задачи ЛП.  
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The article deals with the problem of interpretation of an infeasible solution for a large-scale of the prob-
lem of optimal production planning. The formulation of the problem of optimal planning refinery is giv-
en. This formulation of the problem provides a solution by the method of successive linear program-
ming (SLP). The complexity of the interpretation of infeasible constraints for large-scale planning 
problems is shown. A method of sequential choice of variants for the analysis of infeasible constraints is 
proposed. This way of selecting options has been tested on plant models. This tool was used in training 
specialists and in developing models of plants.  The justification of the proposed method for selecting the 
variant for the analysis of infeasible constraints is given, based on the geometry of constraint space. An 
example of infeasible constraints is the increase in the complexity of interpreting the causes of the in-
feasible solution with the increase in the dimension of the problem. This is well matched with the solu-
tion experience and known data for a large-scale of the optimization problems. 
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