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Аннотация. Одним из важных и актуальных направлений исследований является имитационное моде-
лирование в масштабе реального времени движения колесных роботов в системах виртуального окру-
жения. Рассматриваемая проблема приводит к постановке задачи моделирования динамики подвесок 
колес с учетом влияния рессор, электроприводов и т.д. В настоящей работе для решения этой задачи 
был задействован метод последовательных импульсов, предназначенный для моделирования динамики 
системы шарнирно связанных тел, с помощью которой описываются основные типы независимых под-
весок колес. Предлагаемое решение основано на последовательном вычислении импульсов, которые 
обеспечивают выполнение ограничений, накладываемых на координаты и скорости тел. Разработанные 
методы и подходы моделирования динамики подвесок колесных роботов были реализованы в имита-
ционно-тренажерном комплексе, созданном в ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН и предназначенном для обуче-
ния навыкам управления виртуальными роботами. 
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Введение 

В тренажерных комплексах и системах вир-
туального окружения часто необходимо моде-
лировать движение мобильных колесных робо-
тов. В таких роботах колеса крепятся к корпусу 
с помощью подвески, представляющей собой 
совокупность соединенных шарнирами дета-
лей, узлов и механизмов. Роль подвески состо-
ит в том, чтобы передать на корпус робота си-
лы и моменты, возникающие при контакте 
колеса с поверхностью. От этого, в свою оче-
редь, зависит поведение колесного робота при 
совершении им маневров (разгоне, торможении 
и повороте), наезде на препятствие, движении 
по неровному рельефу и т.д. Рассматриваемая 

задача сводится к моделированию динамики 
систем шарнирно связанных тел с учетом влия-
ния упругих элементов (рессор), электроприво-
дов ведущих колес и взаимодействия колеса с 
поверхностью. Однако проблема состоит в том, 
что имитационное моделирование движения 
колесных роботов должно осуществляться в 
режиме реального времени (не меньше 25 кад-
ров в секунду, т.е. время расчета одного кадра 
не должно превышать 40 мс). Поэтому созда-
ние новых технологий, методов и алгоритмов 
для моделирования динамики подвесок колес-
ных роботов в масштабе реального времени яв-
ляется важным и актуальным направлением ис-
следований. 

_________________________________________ 
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Среди существующих решений для реализа-
ции динамики колесных роботов выделяются 
два подхода. Первый подход состоит в том, что 
колесный робот моделируется как единое це-
лое, а действие подвесок заменяется математи-
ческими моделями для вычисления сил и мо-
ментов, которые непосредственно (без действия 
подвески) передаются на корпус робота. При-
мером служат публикации [1-3], в которых за-
действована упруго-вязкая модель рессоры. 
Однако с применением такого подхода обеспе-
чивается недостаточная точность и качество 
моделирования. Второй подход заключается в 
том, что составные части робота описываются в 
виде системы шарнирно связанных тел и сило-
вых элементов. В этом случае, как правило, ис-
пользуются сторонние программные комплек-
сы автоматизированного анализа и 
моделирования динамики систем тел такие, как 
«Универсальный механизм» [4] и ADAMS [5]. 
В работах [6-10] применение этих систем было 
рассмотрено на примерах моделирования ко-
лесных транспортных средств. Проблема тако-
го подхода заключается в том, что для общего 
случая движения колесного робота по сложному 
рельефу обеспечение режима реального времени 
является затруднительным. Это связано с тем, 
что формулировка динамики колесных роботов 
приводит к так называемой жесткой системе 
дифференциальных уравнений [11], для решения 
которой требуются вычислительно затратные 
неявные методы численного интегрирования. 
Другая проблема состоит в том, что некоторые 
подвески имеют структуру замкнутой кинема-
тической цепи, для обработки которой вводятся 
шарниры специального типа [8], что также ска-
зывается на скорости вычислений. 

В работе рассматриваются основные типы не-
зависимых подвесок, т.е. таких, в которых колеса 
одной поперечной оси не имеют жесткой связи. 
Моделирование динамики подвесок осуществля-
ется с применением ранее разработанного итера-
ционного метода последовательных импульсов 
[12-16], с помощью которого реализуются кине-
матические связи в шарнирах, ход подвески, ди-
намика рессоры и электропривода. Идея этого 
метода показывается здесь на примере голоном-
ных ограничений (в виде уравнений), накладыва-
емых на координаты и скорости тел, выполнение 

которых осуществляется последовательно для 
каждого ограничения путем вычисления и при-
менения импульсов. Апробация предложенных 
методов и подходов проводилась в имитационно-
тренажерном комплексе, разработанном в ФГУ 
ФНЦ НИИСИ РАН, и показала их адекватность 
для моделирования динамики виртуальных ко-
лесных роботов. 

1. Модели подвесок колесных  
роботов 

Здесь мы будем рассматривать следующие 
типы независимых подвесок: с качающимися 
полуосями, на продольных рычагах, на двой-
ных поперечных и продольных рычагах, свеч-
ная и Макферсона (на направляющих стойках). 
Опишем модели этих подвесок с учетом типа 
рессоры, представляющей собой пружину с 
амортизатором (пружинная модель рессоры). 
Структуру подвесок будем описывать с помо-
щью графа, узлами которого являются звенья 
колесного робота, а ребрами – шарниры. В этом 
графе упругий элемент (рессора) будем изоб-
ражать ломаной линией, соединяющей узлы. 
Отметим, что для простоты здесь мы приводим 
схемы подвесок без учета поворотного меха-
низма колеса от рулевой тяги. 

В подвеске с качающимися полуосями 
(Рис. 1) рычаг (полуось) крепится к корпусу ро-
бота с помощью осевого шарнира. Движение 
этой подвески осуществляется в плоскости по-
перечного сечения робота и определяется углом 
  поворота рычага относительно корпуса таким 
образом, что колесо в процессе движения будет 
всегда перпендикулярно своей полуоси. Колесо, 
в свою очередь, крепится к рычагу с помощью 

Рис. 1. Схема подвески с качающимися полуосями 
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осевого шарнира.  Поперечная рессора соединя-
ет корпус робота с рычагом подвески. Подвеска 
на продольных рычагах определяется аналогич-
ным образом, но ее движение осуществляется в 
продольной плоскости робота. 

Схематическое описание и структура подвес-
ки на двойных поперечных рычагах представлена 
на Рис. 2. В ней используются два поперечных 
рычага, внутренние концы которых крепятся с 
помощью осевых шарниров к корпусу робота, а 
внешние концы подсоединены к стойке колеса, 
образуя тем самым параллелограмм. Колесо кре-
пится к стойке с помощью осевого шарнира. Рес-
сора в рассматриваемой модели соединяет корпус 
робота с верхним рычагом подвески. Движение 
этой подвески осуществляется в поперечной 
плоскости робота и определяется углом   пово-
рота нижнего рычага относительно корпуса. Ана-
логичным образом устроена подвеска на двойных 
продольных рычагах. 

В свечной подвеске (Рис. 3) стойка скользит 
вверх-вниз по направляющей, жестко прикреп-
ленной к корпусу робота. Данное соединение 
описывается как линейный шарнир, соединяю-
щий стойку подвески с корпусом. Рессора в 
этой модели соединяет корпус робота со стой-
кой подвески. В свою очередь колесо крепится 

к стойке с помощью осевого шарнира. Движе-
ние свечной подвески определяется положени-
ем z  стойки относительно направляющей. 

Подвеска Макферсона (Рис. 4) сочетает в 
себе свойства двух подвесок: свечной и на по-
перечных рычагах. В этой подвеске использу-
ется рычаг, внутренний конец которого крепит-
ся с помощью осевого шарнира к корпусу 
робота, а внешний – к ступице колеса. Аморти-
заторная стойка, которая также выполняет 
функцию рессоры, соединена с корпусом робота 
через осевой шарнир, а со ступицей колеса – че-
рез линейный шарнир. Колесо вращается отно-
сительно ступицы посредством осевого шарни-
ра. Движение этой подвески определяется углом 
  поворота рычага относительно корпуса. 

Рис. 2. Схема подвески на двойных поперечных рычагах 

Рис. 3. Схема свечной подвески 

Рис. 4. Схема подвески Макферсона 
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Динамику приведенных моделей подвесок 
будем реализовывать с помощью метода после-
довательных импульсов. 

2. Моделирование  
динамики подвесок методом  
последовательных импульсов 

Динамика подвесок колесных роботов фор-
мулируется в виде задачи моделирования ди-
намики шарнирно связанных твердых тел. Для 
решения этой задачи воспользуемся ранее раз-
работанным методом последовательных им-
пульсов [12]. Сначала опишем идею этого ме-
тода на примере ограничений, задаваемых в 
виде уравнений, а затем покажем, как модели-
ровать ограничения на ход подвески, динамику 
рессоры и электропривода. 

Пусть имеется система из K шарнирно свя-
занных твердых тел. Эти тела можно рассмат-
ривать как свободные, а шарнирные связи за-
менить набором из N ограничений 
относительно координат тел, задаваемых век-
тором X  размерности S*K (S – число коорди-
нат, требуемых для описания положения и ори-
ентации тела): 

( ) G X 0 . (1) 
Дифференцируя (1) по времени t, получим 

 G JV 0 ,  (2) 
где V  – вектор скоростей (линейных и угло-
вых) системы тел размерности 6K, J  – матрица 
Якоби размерности N на 6K. 

В данной работе задействован импульсный 
подход для моделирования динамики систем 
тел. Поэтому, для того чтобы обеспечить вы-
полнение ограничений (2), необходимо вычис-
лить импульс cp  размерности N, определяемый 
следующим образом [17]: 

T
c p J λ ,  (3) 

где λ  – вектор размерности N  неизвестных 
значений импульсов. 

Движение твердого тела определяется урав-
нениями Ньютона-Эйлера [18]. Для K тел эти 
уравнения образуют систему 

c MV F F , (4) 

где  1,..., KdiagM M M ,  3 ,k k kdiag mM E I , 

1,k K  – блочно-диагональная матрица масс 

размерности 6K на 6K; km  – масса k-го тела;  

3E  – единичная матрица 3 на 3; kI  – матрица 
(тензор) инерции k-го тела размерности 3 на 3;  
F  – сумма всех внешних сил и моментов, дей-
ствующих на тела в системе; cF  – сумма всех сил 
и моментов, обеспечивающих ограничения (2). 

Воспользуемся полунеявным методом Эйлера 
[19] для интегрирования дифференциальных 
уравнений (4). Выбирая шаг моделирования t , 
после учета импульса T

c c t  p F J λ  из (3) 
преобразуем уравнения (4) к виду 

1 1 T( ) ( ) ft t t      V V M p M J λ , 

где f t p F  – импульс всех внешних сил и 

моментов. 
Подставляя полученное выражение для ско-

рости ( )t t V  в (2), получим систему линей-
ных уравнений относительно неизвестных λ : 

Aλ b , 1 TA JM J , 1( ) ft   b JV JM p . (5) 

В итерационном методе последовательных 
импульсов ограничения (2) обрабатываются 
независимо друг от друга. Тогда система урав-
нений (5) преобразуется к уравнениям относи-
тельно изменений импульсов ,s i : 

, ,i s i s ia b   , i iia A , 
1

, ( )s i i i fb t t      J V J M p , 1,i N , (6) 

где s – номер итерации, ( )t t  V  – вектор ско-
ростей системы тел после применения преды-
дущих импульсов.  

Метод последовательных импульсов [12] за-
ключается в итерационном решении уравнений 
(6) для каждого ограничения, где искомые им-
пульсы λ  в задаче (5) выражаются через вы-

числяемые sλ  как 
1

M

s
s

 λ λ , где M – количе-

ство проведенных итераций. Такой подход 
эквивалентен итерационному методу Гаусса-
Зейделя [20, с. 102] для решения системы урав-
нений (5) и вычисление импульсов осуществля-
ется до тех пор, пока не будет выполнен один 
из критериев окончания. Предлагаемое реше-
ние позволяет обеспечить выполнение только 
ограничений (2) относительно скоростей тел, в 
то время как ограничения (1) относительно ко-
ординат тел в процессе моделирования будут 
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нарушаться. Поэтому, для обеспечения ограни-
чений (1) применяется стабилизация на основе 
метода раздельных импульсов, с основными 
положениями которого можно ознакомиться в 
работе [12, с. 55]. 

Моделирование динамики подвесок включа-
ет в себя формирование и обеспечение ограни-
чений на кинематические связи в шарнирах, 
ход подвески, динамику рессоры и электропри-
вода, если колесо является управляемым. Рас-
смотренные ранее подвески состоят из тел, со-
единенных между собой осевыми и линейными 
шарнирами, что приводит к ограничениям (1) и 
(2). С выводом и обработкой этих ограничений 
можно ознакомиться в публикации [12, с. 56]. 
Здесь мы покажем, как осуществляется моде-
лирование хода подвески, рессоры и электро-
привода ведущего колеса с помощью задания 
ограничений специального вида. 

При движении робота вертикальное поло-
жение z его колеса ограничено ходом подвески. 
Это соответствует ограничениям 

min maxz z z  , 

где min 0z   и max 0z   – минимальное и макси-
мальное смещение колеса относительно его 
нейтрального положения. 

Чтобы обеспечить эти ограничения, в под-
весках с рычагами (качающиеся полуоси, двой-
ные поперечные и продольные рычаги, 
Макферсона) задаются эквивалентные ограни-
чения на угол поворота   нижнего рычага. Из 
соотношения для синуса угла прямоугольного 
треугольника получим следующую аппрокси-
мацию этих ограничений 

maxminarcsin arcsin
zz

l l
        

   
,  (7) 

где l – расстояние от центра колеса до шарнира 
рычага. 

Неравенства (7) задают ограничения на от-
носительное движение в шарнире и могут быть 
представлены в общем виде 0lG  . В работе 
[13] доказывается, что для реализации таких 
ограничений требуется обеспечить условия 

0lG  , 0l   и 0l lG   . Для этого в методе 

последовательных импульсов решение l  про-
ецируется на множество, заданное этими усло-
виями. 

Рессора представляет собой упругий эле-
мент, который описывается поступательной 
или вращательной моделью пружины с демп-
фером. Для обеспечения свойства устойчивости 
моделирования динамики системы тел с рессо-
рой в данной работе рассматривается ранее 
разработанный метод мягких ограничений [16]. 
Этот метод заключается в том, что силовая мо-
дель пружины заменяется ограничением, полу-
ченным из неявной схемы интегрирования 
дифференциальных уравнений движения тел: 

0s sG G
t

   


 , 

где положение 0sG   соответствует недефор-

мированному состоянию пружины;   и   – 
коэффициенты мягкого ограничения, вычис-
ленные на основе параметров пружины. 

Управление колесным роботом осуществляет-
ся с помощью электроприводов, установленных 
на его ведущих колесах. Для реализации динами-
ки электроприводов в методе последовательных 
импульсов вводится [15] специальное ограниче-

ние 0m

r


   , связывающее угол поворота дви-

гателя m  с углом поворота в шарнире  , кото-
рое эквивалентно ограничению 

sin 0m
mG

r


    
 

, 

где r  – передаточное число редуктора. 
Дифференцируя это соотношение по време-

ни, получим ограничение 0mG   относительно 

скорости поворота двигателя m  и скоростей 
тел, соединяемых шарниром с электроприво-
дом. Вывод соотношений для импульса, обес-
печивающего это ограничение, базируется на 
применении модели динамики электродвигате-
ля в виде дифференциального уравнения [15]: 

m m m cI     , ( )m
m s

idle

M U





  , (8) 

где s m
m

idle

M t
I


  – момент инерции якоря двига-

теля; sM  – пусковой момент двигателя; mt  – 

электромеханическая постоянная времени; idle  

– скорость холостого хода двигателя; m  – кру-
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тящий момент двигателя; c  – момент нагрузки 
на двигатель. 

Применяя к (8) полунеявную схему Эйлера и 
переходя от сил и моментов к импульсам, по-
лучим соотношение для определения новой 
скорости поворота двигателя через импульс. 
Это соотношение затем подставляется в огра-

ничение 0mG  , из которого выводится урав-
нение для импульса. 

3. Результаты моделирования 

Предложенные в статье подходы и методы 
моделирования динамики подвесок колесных 
роботов были реализованы в рамках программ-
ного комплекса виртуального окружения, раз-
работанного в ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН. В этом 
комплексе виртуальные модели колесных робо-
тов создаются в системе трехмерного модели-
рования 3ds Max с помощью специально разра-
ботанного конструктора из набора 
дополнительных элементов (электрических 
двигателей, колес, шарниров и т.д.).  

На Рис. 5 показана 3D модель колесного ро-
бота КРТ-100М с тележкой, в которой колеса 
его передней части крепятся к корпусу с помо-
щью подвесок на двойных поперечных рыча-
гах, а колеса тележки – с помощью свечной 
подвески. Для создания подвесок колес был 
разработан специальный конструктор объекта 
колеса, содержащий свиток параметров, в ко-
торый входит тип подвески, ограничения на 
ход подвески, параметры рессоры и электро-
привода для ведущего колеса. При выборе кон-
кретного типа подвески автоматически созда-
ется соответствующий набор костей (bones в 
системе 3ds Max). В этом случае иерархия под-
вески колеса представляет собой набор костей, 
задающих шарниры, и звеньев, присоединен-
ные к этим костям. В свитке параметров рессо-
ры также выбираются объекты, которые она со-
единяет. Для пружинной модели рессоры, один 
объект привязывается к корпусу робота, а дру-
гой – к звену подвески, как, например, сделано 
для колес тележки робота КРТ-100М. В свою 
очередь, для торсионной модели рессоры зада-

Рис. 5. Трехмерная модель робота КРТ*100М с тележкой в системе 3ds Max 
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ется только шарнир подвески, где она находит-
ся (колеса подвески на двойных поперечных 
рычагах для робота КРТ-100 М). 

Созданные модели колесных роботов экс-
портируются в программный комплекс, кото-
рый состоит из подсистем управления, динами-
ки и визуализации. Управление роботом в этом 
комплексе осуществляется с помощью вирту-
ального пульта. Алгоритм работы пульта опре-
деляется функциональной схемой управления, 
в которой элементы пульта и исполнительные 
устройства (например, электроприводы колес) 
задаются в виде блоков, связанных друг с дру-
гом. Подсистема управления отвечает за расчет 
этой схемы. На каждом шаге моделирования 
воздействия оператора на элементы пульта 
управления передаются функциональной схеме, 
в которой выполняется расчет напряжений, по-
даваемых на электроприводы ведущих колес 
робота. Вычисленные напряжения передаются 
в подсистему динамики, в которой реализуется 
расчет новых координат (положения и ориен-
тации) объектов. Затем полученные координа-
ты объектов пересылаются в подсистему визуа-
лизации, которая осуществляет рендеринг 
виртуальной сцены и роботов в масштабе ре-
ального времени. 

Апробация созданных подходов и методов 
моделирования динамики подвесок колес про-
водилась в рамках этого программного ком-
плекса на примере управления движением ко-
лесного робота КРТ-100М с тележкой. Для 
этого была создана виртуальная сцена со слож-
ным рельефом, содержащая различные препят-
ствия. При моделировании контактного взаи-
модействия колеса с объектами была 
использована упрощенная модель, в которой 
вычисляется только одна точка контакта. На 
рис. 6 показано положение робота в виртуаль-
ной сцене при наезде его правых колес на пре-
пятствие. Из рисунка видно, что правые колеса 
приподнимаются, а левые опускаются, тем са-
мым наклоняя корпус робота. Полученные ре-
зультаты показывают, что предложенные в ста-
тье методы и подходы позволяют адекватно 
моделировать динамику подвесок колесных ро-
ботов в системах виртуального окружения. 

Заключение 

В работе была рассмотрена задача модели-
рования динамики подвесок колесных роботов 
в системах виртуального окружения. Приведе-
ны модели основных типов независимых под-
весок, применяемых в роботах. Для моделиро-
вания динамики подвесок был задействован 
итеративный метод последовательных импуль-
сов, с помощью которого реализованы кинема-
тические связи в подвесках, ограничения на ход 
подвески, динамика рессоры на основе метода 
мягких ограничений и динамика электроприво-
да с применением его паспортных параметров. 
Преимуществом предложенного подхода явля-
ется его универсальность, простота моделей и 
обеспечение устойчивости моделирования при 
любых параметрах жесткости рессоры. К недо-
статкам можно отнести понижение качества 
моделирования при уменьшении количества 
итераций метода. В дальнейшем предполагает-
ся развитие методов и подходов моделирования 
контактного взаимодействия колеса со слож-
ным рельефом и объектами виртуального 
окружения. 
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Suspension dynamics simulation of wheeled robots  
in virtual environment systems 

E.V. Strashnov, M.A. Torgashev 
 Federal State Institution “Scientific Research Institute for System Analysis of the Russian Academy of Sciences” 
(SRISA RAS), Moscow, Russia 
 

Abstract. One of the important and relevant areas of research is a real time simulation modeling of the 
wheeled robots motion in virtual environment systems. This problem leads to the wheel suspension 
dynamics simulation taking into account the influence of leaf springs, electric motors, etc. In this pa-
per, the sequential impulses method for simulation of articulated bodies system is used, in which the 
system describes the main types of independent wheel suspensions. The proposed solution is based on 
the sequential impulses computation that ensure the constraints imposed on the coordinates and veloci-
ties of bodies. The developed methods and approaches for suspension dynamics simulation of wheeled 
robots were implemented in training complex that was created in SRISA RAS and was designed to 
train virtual robots control skills. 
Keywords: simulation modeling, wheeled robot, suspension, leaf spring, sequential impulses method, 
virtual environment system. 
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