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Введение 

Теоретические основы нечеткого вывода 
были введены Заде в [1]. С тех пор предложены 
и другие решения этой задачи. Самыми попу-
лярными в приложениях являются подходы, 
представленные Мамдани [2], Ларсеном [3], 
Такаги и Сугено [4], Цукамото [5]. Эти реше-
ния, как правило, используются из-за простоты 
и эффективности их реализации. Вместе с тем 
эти методы не в полной мере соответствуют 
теории Заде из-за значительного упрощения. 
Причина может быть замечена для систем со 
многими нечеткими входными значениями. 

В современных пакетах нечеткого модели-
рования [6] вывод осуществляется только при 
четких значениях входных переменных систе-
мы. Однако во многих прикладных задачах 
входные данные содержат либо нечисловые 
(лингвистические) оценки [7, 8], либо входные 

сигналы поступают зашумленными [9, 10]. Как 
в первом, так и во втором случае входные дан-
ные формализуются функциями принадлежно-
сти, т.е. представляют собой нечеткие входы. В 
[9, 10] был рассмотрен вывод при нечетких 
входах с полиномиальной сложностью. Но, как 
было показано, решение возможно только для 
систем типа Мамдани, когда в качестве t-нормы 
используются операции взятия минимума или 
произведения. 

В то же время вычислительная сложность 
вывода для отдельного правила по [1] в случае 
нечетких входных значений экспоненциально 
зависит от количества посылок в антецеденте 
правила. Например, при решении задач с по-
мощью интеллектуального анализа данных для 
классификации генов возникают правила с не-
сколькими сотнями посылок [11, 12], и в этом 
случае вывод по [1] не может быть осуществ-
лен за практически приемлемое время. 

_________________________________________ 

* Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, грант №20-07-00030 
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Важным преимуществом подхода к нечет-
кому выводу, предлагаемого в статье, является 
вывод в рамках единого пространства истинно-
сти для всех посылок. Это достигается за счет 
преобразования отношений между фактом и 
посылкой в так называемое нечеткое значение 
истинности. Приведение всех отношений меж-
ду различными фактами и посылками в одно 
нечеткое пространство истинности упрощает 
вычисление составной функции истинности, 
уменьшая зависимость его сложности от коли-
чества входов до линейной, поэтому данный 
подход лишен проблем многомерного анализа 
и лучше подходит для решения задач интеллек-
туального анализа. 

1. Нечеткий вывод на основе  
нечеткого значения истинности 

1.1. Постановка задачи нечеткого вывода 

Задача, которая решается с помощью нечет-
кой продукционной системы, формулируется 
следующим образом. Рассмотрим систему с n 
входами x = [x1, …, xn] и одним выходом y. 
Взаимосвязь входов и выхода описывается с 
помощью N нечетких правил, представленных 
в виде 

1 1:Если  есть  и и  есть  то  есть ,

1, ,




k k n nk kR x A x A y B

k N
 (1) 

где x  X = X1 × X2 × … × Xn, y  Y и  
Ak = A1k × A2k × … × Ank  X, Bk  Y являются 
нечеткими множествами. 

Особенность систем логического типа, 
согласно классификации, произведенной в [1], 
состоит в том, что правила (1) формализуются с 
использованием нечеткой импликации в виде 
нечеткого (n+1)-арного отношения Rk  X1 × … 
× Xn × Y следующим образом: 

1 1... . . ,. ,  1,        k k nk n kR A A Y X X B k N   
(2) 

где «→» – нечеткая импликация, выражающая 
причинно-следственную связь между антеце-
дентом «x1 есть A1k и … и xn есть Ank» и 
консеквентом «y есть Bk». Ставится задача – 
определить нечеткий вывод B’

k  Y для 
системы, представленной в виде (1), если на 
входах – нечеткие множества A’ = A’

1 × … × A’
n 

 X или x1 есть A’
1 и … и xn есть A’

n. Сложность 
выражения (2) – O(|X|n|Y|). 

1.2. Метод вывода на основе нечеткого 
значения истинности 

Используя правило истинностной модифи-
кации [13], можно записать 

    /μ τ μ ,A A A Ax x   

где τA/A’(·) – нечеткое значение истинности 
нечеткого множества A относительно A’, 
которая представляет собой совместимость 
CP(A, A’) терма A по отношению A’ [14, 15]: 

     
 

    / CP ,
μ

τ μ sup μ , 0,1 .
A

A A AA A
x t

x X

t t x t






     (3) 

Перейдем от переменной x к переменной t, 
обозначив t = μA(x). Получим 

      / /μ τ μ τ .A A A A A Ax x t     

Тогда обобщенное правило modus ponens 
для систем с одним входом можно записать в 
следующем виде: 

 
 

     '

T

/
0,1

μ sup τ * ,μ  , ., 1


 
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A A BB
t

y t I t y k N  (4) 

Для обобщения (4) для систем с n входами с 
учетом их независимости в [11, 16] доказано, 
что нечеткое значение истинности антецедента 
правила (1) Ak относительно входов A’ 
определяется как 

     '/ /1,
τ τ , 0,1 ,

ki i
i iA Ai n

t t t


 T'
kA A

 (5) 

где T – расширенная по принципу обобщения 
n-местная t-норма.  

Выражение (5) характеризуется сложностью 
порядка O(n|t|2). С учетом (5) вывод выходного 
значения B’ на основе нечеткого значения 
истинности для систем с n входами (1) примет 
вид: 

 
 

     '

T

/
0,1

μ sup τ * ,μ ,  1, .


 
kk

BB
t

y t I t y k N
kA A  (6) 

Полученное соотношение (6) показывает, 
что применение нечеткого значения истинно-
сти дает возможность избежать экспоненци-
альную сложность при использовании вывода 
логического типа на основе (2), который явля-
ется алгоритмом полного перебора. Причем 
при доказательстве (5) в [11, 16] не накладыва-
ются дополнительные упрощения, кроме усло-
вия независимости входов. 
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1.3. Вывод выходного значения  
для базы правил 

Рассмотрим вывод выходного значения для 
N правил (1), с использованием метода 
дефаззификации по центру тяжести [9, 10]: 

   
1, 1,

μ / μ ,k B k B k
k N k N

y y y y
 

     (7) 

где y  – четкий выход системы, состоящей из N 

правил (1);  1,,ky k N  – центры (мода) 
функций принадлежности μBk(y), значение в 
которых 

  max μ 1.
kB

y
y   

Нечеткое множество B’ получается при 
логическом подходе с помощью операций 
пересечения [9] в соответствии с выражением: 

'

1,

.j
j N

B B


   

Функция принадлежности B’ вычисляется с 
использованием t-нормы: 

   '
1,

μ T {μ }.
j

B Bj N
y y


   (8) 

Из формул (4), (6) получаем 
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2. Обучение нейро�нечеткой  
системы с использованием  
эволюционной стратегии (μ, λ) 

В данной статье предполагается использова-
ние критерия качества вида 

    2

1

1 1
,

M
t t

t

R y d
l M 

   (9) 

где ( )ty  – результат вывода системы при 
данных значениях параметров и входных 
значениях <μA’1

(t)(x), μA’2
(t)(x), …, μA’n

(t)(x)>;  
l = sup(Y) - inf(Y) – ширина области значений Y 
выходной переменной y. Перейдем к 
рассмотрению возможных параметров, которые 
могут изменяться при обучении системы. 

Во-первых, в (7) веса всех правил неявно 
положены равными 1. Их можно учесть, если, 
например, умножить выражение под знаком 

суммы в числителе и знаменателе на вес соот-
ветствующего правила. Далее вес k-го правила 
будем обозначать wk. Во-вторых, обучению 
можно подвергать и параметры функций при-
надлежности. Для этого следует заранее опре-
делить тип функций принадлежности, а пара-
метры этих функций (возможно, не все) 
включить во множество обучаемых параметров 
системы. Рассмотрим случай, когда все термы 
описываются гауссовыми функциями принад-
лежности с двумя параметрами, математиче-
ским ожиданием m и дисперсией σ2. Для 
наглядности включим эти параметры в число 
аргументов функций принадлежности; нижний 
индекс параметра будет обозначать терм, к 
функции принадлежности которого относится 
данный параметр. Покажем, как изменится вы-
ражение критерия качества (9) в этом случае. 
Подставляя в (9) выражение (7) с весами пра-
вил, получим 

 
 

 
 

2

1,

1

1,

μ , ,σ
1 1

, ,σ ,
μ , ,σ










 
 

  
 
 


 

 
  

 
kk B B kM

tk N

t k B k
k N

w m y m

R w m d
l M w y m

 (10) 
где, согласно (8), (3), (5) и (6),  
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  T

* , μ , ,σ ,
k j jB B BI t m m




(11) 

где  μ(x, m, σ) = exp(-(x - m)2 / σ2) – значение гаус-
совой функции принадлежности с математиче-
ским ожиданием m и дисперсией σ2 в точке x, w


 

= (w1, w2,…, wN) – веса правил, m


 = (mA11, …, 
mA1n, …, mAN1, …, mANn, mB1, …, mBN) – математи-
ческие ожидания функций принадлежности, 2σ


 = 

(σA11
2, …, σA1n

2, …, σAN1
2, …, σANn

2, σB1
2, …, σBN

2) – 
дисперсии функций принадлежности. 

Задача обучения состоит в поиске условного 
минимума функции R( , ,σ

  
w m ) на множестве 

допустимых значений параметров. В данной 
статье для решения этой задачи рассматривает-
ся применение эволюционной стратегии (μ, λ) 
[9]. Выбор в пользу этого метода оптимизации 
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обусловлен тем, что в общем случае вид функ-
ции R( , ,σ

  
w m ) неизвестен, как и ее производ-

ные. Вычисление результата отдельных этапов 
предложенного метода вывода в общем случае 
не может быть представлено аналитически, 
особенно если входные значения нечеткие, по-
этому анализ функции R( , ,σ

  
w m ) в общем слу-

чае затруднителен. Эволюционные алгоритмы 
характерны тем, что не требуют каких-либо 
сведений о целевой функции, должна быть 
лишь возможность вычислить ее значение в 
произвольной точке. Из этого семейства алго-
ритмов предпочтение отдано эволюционным 
стратегиям, оперирующим вещественными 
числами без их двоичного кодирования. Стра-
тегия (μ, λ) выбрана благодаря ее большей по 
сравнению с другими стратегиями устойчиво-
сти к сходимости в локальных оптимумах. 
Структура особи в данной задаче имеет вид 
вектора вещественных чисел , ,

   
u w m  , в 

который входят все выбранные для обучения 
параметры. 

2.1. Особенности реализации  
нейро�нечеткой системы 

Работа эволюционных алгоритмов так или 
иначе сводится к перебору значений парамет-
ров по некоторым закономерностям. Таким об-
разом, для любого вектора параметров 


u  

должна иметься возможность вычисления зна-
чения критерия качества R(


u ) = R( , ,

  
w m  ). 

Однако не каждый вектор параметров является 
допустимым. В [9] предлагается учитывать 
ограничения следующим образом: если вектор 
параметров не удовлетворяет ограничениям, 
необходимо исключить возможность его уча-
стия в скрещивании. Такой подход не учитыва-
ет, что все особи популяции могут оказаться 
недопустимыми для воспроизводства. В данной 
статье предлагается такое управление работой 
генетических операторов, при котором все осо-
би популяции принадлежат допустимой обла-
сти D, определяемой ограничениями. Проверка 
принадлежности вектора параметров 


u  допу-

стимой области D в данной задаче имеет значи-
тельно меньшую вычислительную сложность, 
чем вычисление значения критерия качества. 

В ходе вычислительного эксперимента име-
ли место ограничения в виде границ областей 

допустимых значений переменных и весов, а 
также соотношения между параметрами функ-
ций принадлежности. Эти ограничения имели 
вид pk R a или pi R pj, где pi, pj, pk  – параметры, 
a – постоянная величина, R – знак неравенства, 
то есть все ограничения являлись линейными. 
Можно показать, что результат скрещивания 
двух особей, параметры которых удовлетворя-
ют линейным ограничениям, также будет удо-
влетворять этим ограничениям, так как особи-
потомки являются линейными комбинациями 
родительских особей. Следовательно, соответ-
ствие ограничениям должно проверяться толь-
ко при мутации и при формировании исходной 
популяции. 

При мутации особь 

u , полученная в резуль-

тате скрещивания, подвергается изменению ге-
нов путем прибавления к ним случайных вели-
чин δ


u , распределенных по нормальному 

закону. Мутировавшая особь 

u  + δ


u  может 

выйти за пределы допустимой области D. Од-
нако 


u D, следовательно, можно подобрать 

такое число α[0;1], что u


+αδu

D. Опреде-

лить это число можно как аналитически (найти 
такое число для каждого ограничения в отдель-
ности и выбрать минимальное), так и эмпири-
чески (например, положив α = 1 и уменьшая его 
вдвое, пока не будет выполнено u


+αδu


D). 

Вектор u


+αδu


 можно принять за результат 
мутации. Однако вполне приемлемой для не-
большой размерности 


u  может оказаться по-

вторная генерация вектора мутации δu


, пока 
не выполнится u


+δu

D. Экспериментально 

было установлено, что в процессе обучения  
количество таких повторений убывает со ско-
ростью, сравнимой с экспоненциальной. Фор-
мирование исходной популяции, удовлетворя-
ющей системе ограничений, может быть 
осуществлено такими же методами, сформиро-
вав некоторую допустимую особь, и сгенериро-
вав популяцию как результат мутации этой 
особи. 

Другой особенностью является возможное 
расположение глобального условного оптиму-
ма критерия качества в области, далекой от по-
лученного от экспертов начального приближе-
ния. То есть, оптимальный в смысле минимума 
ошибки вектор параметров может приводить к 
потере исходной семантики базы правил. 
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Например, оптимальный линейный порядок 
термов может отличаться от исходного. Такое 
может произойти вследствие недостаточно 
полной обучающей выборки, переобучения [9] 
или неправильно построенной исходной базы 
знаний. В этих случаях следует ввести допол-
нительные ограничения, уменьшить количество 
обучаемых параметров и/или пересмотреть ба-
зу правил. 

3. Вычислительный эксперимент 

Адекватность подхода проверялась на осно-
ве метода, предложенного в [7], то есть аппрок-
симации некоторой известной эталонной зави-
симости нечеткой моделью с последующей ее 
настройкой по выборке, формируемой по ис-
ходной зависимости. В качестве эталонной за-
висимости принималась функция двух пере-
менных f(x1, x2) = (x1 - 7)2 · sin(0.61x2 - 5.4) на 
множестве [0;10] × [0;10]. График функции 
представлен на Рис. 1. 

Составляемая по виду графика функции база 
нечетких правил подлежит настройке, при этом 
рассматривается как четкая, так и нечеткая 
обучающие выборки. Четкая обучающая вы-
борка формируется посредством случайного 
выбора точки (x1

(i), x2
(i)) в рассматриваемой об-

ласти определения и вычисления ожидаемого 
выхода как значения функции d(i) = (x1

(i), x2
(i)) в 

этой точке. Таким же образом составляется те-
стовая выборка. Нечеткая выборка получается 
из четкой заменой значения одной из коорди-
нат точки лингвистическим термом, функция 
принадлежности которого имеет в этой точке 
наибольшее значение по сравнению с функци-
ями принадлежности остальных термов. Нейро-
нечеткая система, использовавшаяся в экспе-
рименте, описывается выражениями (10) и (11). 
В качестве t-нормы применялась операция  

взятия минимума, а в качестве импликации – 
импликация Алиева: 

  
 

      

,μ

1, если μ ,

μ / 1 μ ,если μ .



  
  

k

k

k k k

B

B

B B B

I t y

t y

y t y t y

 

Входам x1 и x2 поставлены в соответствие 
лингвистические переменные, значения кото-
рых характеризуются тремя термами – «Низ-
кий» (Н), «Средний» (С), «Высокий» (В), а вы-
ход y также может быть «Ниже среднего» (НС) 
и «Выше среднего» (ВС). Сформированная по 
виду графика база нечетких правил, наряду с 
весами правил до (w0) и после настройки по 
четкой (wч) и нечеткой (wн) выборке, приведена 
в Табл. 1. Все функции принадлежности – гаус-
совы. Их графики до и после настройки приве-
дены на Рис. 2. 

Для настройки применялась эволюционная 
стратегия (μ, λ), в данном случае μ = 40, λ = 160. 
Начальные приближения весов правил полага-
лись равными единице; центры функций при-
надлежности равномерно распределялись по 
области значений соответствующих перемен-
ных, а дисперсии приравнивались к 9/400 дли-
ны этой области. 

Рис. 1. График эталонной зависимости 

Табл. 1. База правил системы 

x1 x2 у w0 wн wч 
Низкий Низкий Высокий 1 1 1 
Низкий Средний Низкий 1 0,829 1 
Низкий Высокий Высокий 1 0,257 0,143 
Средний ― Средний 1 0,727 1 
Высокий Низкий Выше среднего 1 0,521 0,403 
Высокий Средний Ниже среднего 1 0,414 0,685 
Высокий Высокий Выше среднего 1 0,395 0,078 
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Приведенные выше результаты были полу-
чены для размера обучающей выборки, равного 
80, тестовая выборка содержала 1000 значений. 
Зависимость ошибки от размера обучающей 
выборки, нечеткой и четкой соответственно, 
приведена на Рис. 3.  

Обучение производилось на протяжении 300 
поколений. На Рис. 4 представлены кривые 
обучения для нечеткой и четкой выборок соот-
ветственно, отдельно для каждых 150 поколе-
ний. Средняя и наименьшая ошибка отложены 
в линейном масштабе (левая ось ординат), а 
усредненное среднеквадратическое отклонение 
генов – в логарифмическом (правая ось орди-

нат). На Рис. 5 приведены результаты испыта-
ний на тестовой выборке в виде разброса точек. 
Каждой точке соответствует элемент тестовой 
выборки, ее абсцисса равна выходу модели, а 
ордината – выходу нейро-нечеткой системы 
при тех же значениях входов. 

Заключение 

Предложенные в работе методы нечеткого 
вывода реализуются с полиномиальной вычис-
лительной сложностью для продукционных си-
стем логического типа при нечетких входах. 
Рассмотрено применение эволюционной стра-

Рис. 2. Графики функций принадлежности 

Рис. 3. Зависимость ошибок от размера обучающей выборки 
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тегии для обучения системы. Для проверки 
адекватности предложенных методов проведен 
вычислительный эксперимент, результаты ко-
торого свидетельствуют о приемлемом каче-
стве аппроксимации как для четкой, так и для 
нечеткой обучающих выборок для конкретной 
решаемой задачи. 

Разработанная нейро-нечеткая система пока-
зывает, что нечеткость в экспериментальных 
данных не является препятствием для ее обуче-
ния. Возможность применения нечеткой обу-
чающей выборки предлагаемый подход может 
найти в медицине, экономике, социологии и 
других областях, где экспериментальные дан-
ные формируются на основе экспертных суж-
дений «Если …, то …». 

Направлением дальнейших исследований 
является оценка эффективности обучения 
предлагаемой нейро-нечеткой системы при 
включении во множество настраиваемых пара-
метров различных импликаций и t-норм. 
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duced. This method is based on fuzzy truth value, and it is free of the described drawback. The opera-
tion of the method is described further. The article provides a formal definition of the method for a 
single fuzzy rule as well as for multiple rules. Then, the issue of machine learning of such systems is 
concerned, including the parameters that can undergo adjustment and objective function. In the article, 
training by means of evolution strategy (μ, λ) is assumed. Finally, the described approach is being as-
sessed in terms of approximation quality of a specific known function. 
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