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Аннотация. В работе приводится итерационный метод решения задачи стабилизации для одного 
класса нелинейных динамических систем с «быстрыми» и «медленными» движениями, где систе-
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Введение 

В приложениях часто встречаются задачи, где 
необходимо построить стабилизирующие регуля-
торы для динамических объектов, математиче-
ские модели которых можно представить в виде 
сингулярно возмущенных управляемых систем 
[1-3]. Такое представление позволяет предлагать 
алгоритмы, преодолевающие вычислительные 
проблемы, связанные с большой размерностью 
моделей и их «жесткостью». Эти алгоритмы за-
частую используют асимптотические представ-
ления решений или их структур, что значительно 
ускоряет нахождение приближенных оптималь-
ных решений вблизи глобального оптимума 
(например, обзор [4]). Особенно это актуально 

для нелинейных объектов и управления ими в 
режиме реального времени. 

В последнее время достаточно большую по-
пулярность получила SDRE техника построения 
нелинейного управления [5, 6], которая использу-
ет представление нелинейной системы в фор-
мально линейном виде, где матрицы являются 
функциями состояния. Это представление для 
многомерных систем неоднозначно [7]. При этом 
задается квадратичный критерий качества и при-
меняется формализм Калмана, согласно которому 
управление использует матрицу коэффициентов 
усиления, построенную с помощью решения ал-
гебраического матричного уравнения Риккати, но 
с коэффициентами, зависящими от состояния 
(State Dependent Riccati Equation - SDRE), что и 
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дало название этой технике. Отметим, что это 
решение находится численно. Получаемое таким 
образом управление, как показывают многочис-
ленные расчеты, является достаточно близким к 
точному. 

Подход SDRE был применен и для сингу-
лярно возмущенных моделей. Так, в работах 
[8, 9] рассматривалось решение непрерывной 
задачи нелинейного оптимального управления 
на конечном интервале времени.  

Необходимые условия оптимальности для 
исходной задачи аппроксимируются соответ-
ствующими условиями для двух вариационных 
задач: с «быстрыми» и «медленными» движе-
ниями. Этим условиям оптимальности соответ-
ствуют два SDRE. Итоговое (композитное) 
управление строится на основе управлений для 
двух выделенных вариационных задач на ко-
нечном интервале. В работе [10] решается дис-
кретная сингулярно возмущенная нелинейная 
задача оптимального управления на полуоси. 
Здесь также исходная задача разделяется на две 
подзадачи меньшей размерности, для решения 
которых используются отдельные SDRE. Полу-
ченные для двух подсистем управления объ-
единяются в композитное управление, которое 
обеспечивает асимптотическую устойчивость 
нулевого положения равновесия замкнутой си-
стемы для исходной задачи.  

В работе [11] для одного класса непрерывных 
слабо нелинейных сингулярно возмущенных 
управляемых систем приводится численно-
аналитический алгоритм построения стабилизи-
рующего управления на основе SDRE. Сначала в 
предельной линейно-квадратичной задаче стро-
ится регулятор Калмана, а затем, как и в [12, 13], 
формируется нелинейная коррекция полученно-
го в [11] композитного управления с помощью 
выбора специального критерия качества и реше-
ний вспомогательных линейных матричных 
уравнений. Установлено свойство локальной 
асимптотической устойчивости в замкнутой си-
стеме вдоль полученного регулятора при доста-
точно малых возмущениях. При этом для повы-
шения точности приближенных решений можно 
использовать асимптотические приближения 
высокого порядка. Однако в общем случае рост 
порядка приближений может не сопровождаться 
уменьшением ошибки приближения к точному 

решению. Сходимость приближений можно 
обеспечить итерационными методами, что де-
монстрируется в настоящей работе на примере 
одного из итерационных алгоритмов для реше-
ния матричных уравнений Риккати. А именно, 
используется метод последовательных прибли-
жений из [14] в рамках подхода SDRE для не-
прерывной сингулярно возмущенной задачи оп-
тимального управления на полуоси. Отметим, 
что итерационный процесс для уточнения 
асимптотических приближений в сингулярно 
возмущенных линейно-квадратичных задачах 
оптимального управления на конечном интерва-
ле был предложен в [15]. 

1. Постановка задачи 

Итак, предположим, что  уравнения движе-
ния имеют вид 
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где T означает транспонирование, 
, , ,n m n mZ x X y Y Z X Y         – 

некие множества допустимых движений, 
ru – вектор управлений,   – малый поло-

жительный параметр, коэффициенты матриц 

( , ), ( , ), 1,4, 1,2,i jx x iB jA      являются глад-

кими и ограниченными по обоим аргументам. 
Введем функционал качества 
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и R являются по-

ложительно полуопределенной и положительно 
определенной матрицами соответственно для 
x X  и ε > 0. Предположим, что выполнено 
следующее условие, необходимое для приме-
нения SDRE техники: 
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I. Тройка матриц  ( , ), ( , ), ( , ) ,A x B x Q x    

где 
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является стабилизируемой и детектируемой 
при каждом x X  и ε > 0. 

Итак, сформулируем задачу следующим об-
разом: необходимо на основе техники SDRE 
построить приближенное стабилизирующее 
управление ( ,ε)u z  в задаче (1)-(2). 

2. Синтез управления 

Согласно технике SDRE регулятор в задаче 
(1)-(2) ищем в виде  

1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) .Tu z R x B x P x z      (3) 

В (3) матрица P(x, ε) есть положительно 
определенное решение следующего уравнения 
Риккати с зависящими от состояния коэффици-
ентами  
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В  (4) некоторые матрицы содержат большие 
коэффициенты из-за чего прямое применение 
техники SDRE может быть затруднено. Поэто-
му P(x, ε), как и в работах [16, 17], представля-

ется в виде 
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Для решения (1)-(2) применим метод, основан-
ный на итерационном алгоритме из [14], где 
рассматривалось решение алгебраических 
уравнений Риккати с постоянными коэффици-
ентами, появляющихся в стационарных линей-
но-квадратичных сингулярно возмущенных за-
дачах оптимального управления. Приведем 
этот алгоритм.  

Пусть имеется задача (1)-(2), в которой теперь 
матрицы являются лишь функциями параметра ε: 
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Уравнение Риккати (4) принимает вид  
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Учитывая вид блочной матрицы ( )P  , из (5), 

как и в [16], для матриц ( ), 1,2,3j j P  получа-

ются известные уравнения. При этом матрица 

3( )P  соответствует подсистеме «быстрых» 

движений и находится как положительно опре-
деленное решение следующего уравнения (ни-
же зависимость матриц от ε для краткости за-
писи будем опускать)  
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Матрица 1(ε)P  соответствует подсистеме 

«медленных» движений (или предельной задаче, 
отвечающей задаче (1)-(2)) и определяется как 
положительно определенное решение уравнения  
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Наконец, матрица 
2 (ε)P  выражается следую-

щим образом   

2 1 1 2.N NP = P  (8) 

Для разрешимости (6) и (7) вводятся следу-
ющие условия из [16]. 

II. Тройки матриц  4 2 3, ,A B Q  и  , ,A B Q  яв-

ляются стабилизируемыми и детектируемыми 
при каждом ε > 0. 

2.1. Итерационный алгоритм из [14]  

При условиях I, II итерационный алгоритм 
нахождения P(ε) из (5) согласно работе [14] 
имеет вид. 
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Шаг 1. Найти ( ), 1,2,3j j P  по формулам 

(6)- (8). 

Шаг 2. Вычислить следующие постоянные 
матрицы 
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Шаг 7. Проверить критерий останова. Если 
выполнен, то конец, иначе 1i i  , переход к 
Шагу 4. 

Для приведенного алгоритма имеет место 

оценка [14]: ( ) ( ), 1,2,3,  i i
j jE E O j  

i = 0,1,2,… где jE  – матрицы, для которых бло-
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формируют точное ре-

шение ( )P   уравнения (5). 
Отметим, что в качестве критерия останова 

могут использоваться величины 
( 1) ( ) , 1,2,3,i i

j jE E j    где   – какая-либо нор-

ма. Если эти величины меньше порогового зна-
чения, то вычисления прекращаются. Другим 
критерием, который мы и будем использовать в 
численных экспериментах, является заданное 
число итераций imax ≥ 0. Если i = imax, то конец.  

2.2. Итерационный алгоритм построения 
синтеза в задаче (1)�(2) 

Таким образом, при условиях I, II на каждом 
шаге сетки интегрирования имеем следующую 
процедуру построения управления для исход-
ной задачи (1)-(2) с зависящими от состояния 
коэффициентами. 
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Шаг 3. Определяем управление по формуле 
(3), где z = z, x = x. 

3. Численный эксперимент 

Рассмотрим взятую из [11] модельную зада-
чу стабилизации слабо нелинейной системы 
вида (1),(2) со следующими матрицами и 
начальными условиями  
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Будем обозначать полученное по алгоритму 
2.2 управление как uG. Сконструируем так же 
«стандартное» SDRE управление, алгоритм по-



СИСТЕМЫ УПРАВЛЕНИЯ М.Г. Дмитриев, Д.А. Макаров 

80 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 1/2020 

строения которого совпадает с алгоритмом для 
uG за исключением Шага 2, где матрица (ε)P  
уже ищется как положительно определенное 
решение уравнения (5) непосредственно. Такое 
управление обозначим как uSDRE. Наконец, по-
строим так же управление из [11] и обозначим 
его как uс. Напомним, что в uс асимптотическая 
нелинейная коррекция линейного композитно-
го регулятора выполнена на основе первого 
члена асимптотики решения SDRE. Отметим, 
что при сходимости итераций алгоритма 2.1 

управление uG приближается к uSDRE, поскольку 
последнее реализуется на основе точного ре-
шение уравнения (5) для каждого текущего 
значения состояния системы, а первое – на ос-
нове приближенного решения (5). 

В Табл. 1-Табл. 3 приводятся значения кри-
терия (2) вдоль трех построенных управлений 
при ε = 0.3, ε = 0.1 и ε = 0.05 соответственно. 
Регулятор uG был реализован для различных 
значений imax. Интегрирование проводилось на 
интервале 5] [0,t . 

Табл. 1. Значения критерия (2) вдоль различных управлений при ε = 0.3 

Регулятор imax  J(u) (J-J(uSDRE))2 

uG 

0 8,58631417 2,14543E-05 

1 8,59611965 2,67662E-05 

2 8,588959205 3,94753E-06 

3 8,5920504 1,21960E-06 

4 8,590457975 2,38212E-07 

5 8,591187 5,80593E-08 

10 8,590940615 2,94849E-11 

15 8,590946155 1,21000E-14 

20 8,590946045 0,00000E+00 

25 8,590946045 0,00000E+00 

uс - 9,71725761 1,26858E+00 

uSDRE - 8,590946045 0 

Табл. 2. Значения критерия (2) вдоль различных управлений при ε = 0.1 

Регулятор imax  J(u) (J-J(uSDRE))2 

uG 

0 5,651179015 1,19727E-08 

1 5,65186607 6,34372E-07 

2 5,65121643 2,15605E-08 

3 5,650997445 5,20562E-09 

4 5,651087625 3,25081E-10 

5 5,651061765 6,13089E-11 

10 5,651069625 9,00000E-16 

15 5,651069595 0,00000E+00 

20 5,651069595 0,00000E+00 

uс - 5,682566505 9,92055E-04 

uSDRE - 5,651069595 0 
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На Рис. 1 и Рис. 2 представлены траектории 
замкнутой при ε = 0.1 системы вдоль uG, 
imax = 20 и соответствующее управление.  

Проведенные эксперименты показывают, 
что траектории и управления качественно по-
добны для всех трех регуляторов. С ростом 
числа итераций uG приближается к uSDRE по 

введенному критерию качества. Наличие схо-
димости итерационного процесса и ее скорость 
зависит от величины параметра ε. Это объясня-
ется тем, что в используемом алгоритме из [14] 
предполагается достаточная малость ε. Допу-
стимая максимальная величина зависит от кон-
кретной задачи, и в рассмотренном примере 
сходимость нарушалась уже при ε = 0.5. 

В некоторых экспериментах значение мини-
мизируемого критерия (2) вдоль управления uG 

меньше значения этого критерия вдоль uSDRE. 
Это объясняется тем, что последнее носит при-
ближенный характер в исходной нелинейной 
задаче. 

Естественно, управление uс наиболее эффек-
тивно с точки зрения необходимых вычисле-
ний, поскольку на каждом его шаге решается 
лишь три вспомогательных матричных уравне-
ния Ляпунова, решения которых имеют анали-
тические представления, а итерационный  
алгоритм, формирующий высокоточное при-
ближение uG, конечно, требует дополнительных 
вычислений.  

Заключение 

Предложен метод построения композитных 
нелинейных алгоритмов стабилизирующего 
управления для нелинейных систем с формаль-
ным выделением двух групп движений («быст-
рых» и «медленных»). Метод основан на де-
композиции исходной задачи на задачи 
меньшей размерности и приближенном реше-
нии матричных алгебраических уравнений 
Риккати с коэффициентами, зависящими от со-

Табл. 3. Значения критерия (2) вдоль различных управлений при ε = 0.05 

Регулятор imax  J(u) (J-J(uSDRE))2 

uG 

0 4,850253388 5,04092E-10 

1 4,850229849 1,18157E-12 

2 4,850230871 4,225E-15 

3 4,850230936 0,00000E+00 

4 4,850230936 0,00000E+00 

uс - 4,853150068 8,52133E-06 

uSDRE - 4,850230936 0 

 

Рис. 1. Траектория системы вдоль uG, imax = 20 

Рис. 2. Управление uG, imax = 20 
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стояния. Проведенные численные эксперимен-
ты для сингулярно возмущенной системы 
управления показали, что с увеличением числа 
итераций полученное управление приближает-
ся к управлению, построенному на основе 
SDRE подхода, применение которого для этого 
класса систем может быть затруднено. 

Расчеты иллюстрируют, с одной стороны, 
что применение асимптотических методов поз-
воляет получить достаточно близкое прибли-
жение к точному решению. С другой стороны, 
они иллюстрируют возможность получения бо-
лее точных приближений с помощью итераци-
онных процедур, где в качестве начального 
приближения используется асимптотическое 
представление.  

Преимуществом предложенного подхода по 
сравнению с аналогичным заключается в воз-
можности последовательного улучшения полу-
ченного решения с увеличением числа итераций. 
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