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Аннотация. В работе рассматривается задача моделирования управления движением квадроко-
птера в системах виртуального окружения. Предлагаемое решение этой задачи включает в себя 
реализацию различных режимов полета виртуального квадрокоптера. Моделирование управления 
движением квадрокоптера осуществляется путем вычисления соответствующих углов Эйлера и 
линеаризации уравнений динамики квадрокоптера и его электроприводов обратной связью. Для 
расчета углов Эйлера предлагается подход, основанный на преобразовании локальной системы 
координат квадрокоптера. Разработанные методы и подходы были реализованы и апробированы в 
созданной в ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН системе виртуального окружения на примере управления 
движением квадрокоптера с помощью виртуального пульта. 
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Введение 

В связи с развитием микроэлектроники и си-
стем навигации в последние годы широкое рас-
пространение получили беспилотные летатель-
ные аппараты. Квадрокоптер является частным 
случаем мультикоптера, построенного по вер-
толетной схеме, и имеет четыре несущих винта. 
Такие летательные аппараты активно приме-
няются для многих целей [1]: от любительской 
фото/видео съемки и переноса грузов до мони-
торинга объектов, опасных природных явле-
ний, пожаров и т.д. 

Квадрокоптер относится к классу механиче-
ских систем с малой приводностью, так как 

число его приводов (четыре двигателя винтов) 
меньше, чем число степеней свободы (по три 
независимых координат для перемещения и 
вращения). Это накладывает свои особенности 
при управлении квадрокоптером, которое мо-
жет осуществляться дистанционно или в авто-
номном режиме. Одна из таких особенностей 
заключаются в том, что горизонтальное пере-
мещение квадрокоптера в заданном направле-
нии осуществляется посредством наклона 
квадрокоптера в этом направлении. Так при 
управлении квадрокоптером с помощью пульта 
отклонением его правого джойстика задаются 
углы поворота вокруг двух осей. Примером 
служит пульт управления квадрокоптером DJI 

_________________________________________ 
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Phantom [2], в котором крайнее положение его 
правого джойстика соответствует углу наклона 
квадрокоптера в 45°. При этом полетный кон-
троллер (например, Naza-M-Lite [3]) современ-
ных квадрокоптеров поддерживает, как мини-
мум, два режима полета. В первом режиме 
управление движением квадрокоптера осу-
ществляется вдоль осей его локальной системы 
координат. Однако при управлении в таком ре-
жиме оператору сложно определить, где нахо-
дится носовая часть квадрокоптера. Поэтому 
есть второй режим, в котором управление дви-
жением квадрокоптера осуществляется относи-
тельно мировой системы координат. Этот ре-
жим полета принято называть «безголовым» 
(headless mode, [4, 5]), так как управление 
квадрокоптером осуществляется независимо от 
положения его носовой части.  

В настоящее время ведутся активные исследо-
вания, связанные с моделированием управления 
движением квадрокоптера. В ходе исследований 
были разработаны методы и алгоритмы управле-
ния квадрокоптером, основанные на применении 
ПИД-регуляторов [6-8], функции Ляпунова [9-
11], линеаризации обратной связью [12-14] и т.д. 
В этих работах для апробации предлагаемых ре-
шений применяется среда динамического моде-
лирования Matlab Simulink [15], в которой по-
строение схемы управления квадрокоптером 
осуществляется с помощью графического интер-
фейса, содержащего диаграммы и блоки. Анализ 
результатов моделирования квадрокоптера в си-
стеме Matlab Simulink выполняется по построен-
ным графикам изменения состояния параметров 
моделирования. Однако более удобно проводить 
апробацию полученных результатов на виртуаль-
ной модели квадрокоптера. Поэтому одним из ак-
тивно развивающихся направлений исследований 
является разработка и применение систем вирту-
ального окружения для моделирования динамики 
и управления квадрокоптером. Эти системы, с 
одной стороны, позволяют обучить операторов 
навыкам управления квадрокоптером, с другой 
стороны – предоставляют удобное средство для 
отработки управления квадрокоптером при раз-
личных сценариях, включая нештатные ситуа-
ции. Поэтому моделирование квадрокоптера в 
системе виртуального окружения является важ-
ной и актуальной задачей. 

В данной статье предлагаются методы и 
подходы управления движением квадрокоптера 
для реализации режимов его полета в системе 
виртуального окружения, созданной в ФГУ 
ФНЦ НИИСИ РАН. Для этого рассматривается 
математическая модель движения квадрокопте-
ра, в которой его ориентация задается с помо-
щью углов Эйлера. Решаемая в статье задача 
заключается в вычислении целевых углов Эй-
лера, которые задают ориентацию квадроко-
птера для реализации режимов его полета. Для 
задания этих углов предлагается новый подход, 
основанный на использовании виртуальных 
пультов управления. В рамках этого подхода 
управление движением квадрокоптера осу-
ществляется путем воздействия на элементы 
виртуального пульта, что обеспечивает требуе-
мые повороты квадрокоптера. По этим поворо-
там выполняется расчет целевых углов Эйлера, 
которые затем применяются для моделирова-
ния движения квадрокоптера с помощью мето-
да линеаризации обратной связью уравнений 
динамики квадрокоптера и электродвигателей 
его винтов [16]. Предложенные методы и алго-
ритмы управления квадрокоптером реализова-
ны и апробированы в программном комплексе 
системы виртуального окружения на примере 
управления квадрокоптером с помощью со-
зданного виртуального пульта [17]. 

1. Математическая модель  
вращательного движения  
квадрокоптера 

Пусть для квадрокоптера, схематичное 
изображение которого показано на Рис. 1, зада-
на связанная (локальная) система координат 

BO xyz  (ЛСК), которая движется вместе с ним. 
В этой ЛСК продольная ось y задает направле-
ние курса квадрокоптера. Рассмотрим также 
неподвижную инерциальную (мировую) систе-
му координат OXYZ (МСК). Тогда относитель-
но МСК ориентацию квадрокоптера можно за-
дать с помощью трех углов Эйлера с 
последовательностью ZYX, согласно которой 
повороты осуществляется в ЛСК квадрокоптера 
сначала вокруг оси z на угол рысканья  ,  
затем вокруг оси y (ее нового положения) на 
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угол крена   и, наконец, вокруг оси x (ее ново-
го положения) на угол тангажа  . 

В углах Эйлера матрица перехода R из ЛСК 

BO xyz  в МСК OXYZ примет вид 

c c s c c s s s s c s c

s c c c s s s c s s s c

s c s c c

           

           

    

   
 

    
  

R . (1) 

Здесь и далее символами c  и s  будем 

обозначать косинус и синус угла  , т.е. 
cos( )c    и sin( )s  . 

Вращательное движение квадрокоптера 
подчиняется дифференциальным уравнениям, 
записанным в его ЛСК [16]: 

( )B B B
x y zI I I       ; 

( )B B B
y z xI I I        ;  (2) 

( )B B B
z x yI I I       , 

где B
xI , B

yI  и B
zI  – главные моменты инерции 

квадрокоптера в ЛСК. 
Моменты  ,   и   из (2), действующие 

на квадрокоптер, создаются вращением его че-
тырех винтов и вычисляются следующим обра-
зом [18]: 

2 2 2 2
1 2 3 4( )ykl      ; 

2 2 2 2
1 2 3 4( )xkl      ;  (3) 

2 2 2 2
1 2 3 4( )b      , 

где k  – коэффициент подъемной силы; b  – ко-
эффициент сопротивления винта; xl  и yl  – значе-

ния координат положения винтов в ЛСК; 

, 1,4i i   – угловые скорости вращения винтов. 
Решаемая в данной статье задача заключает-

ся в том, чтобы вычислить и обеспечить целе-
вые углы Эйлера  ,    и   , которые соот-
ветствуют заданной ориентации квадрокоптера 
для различных режимов его полета. Эти углы 
применяются для расчета управляющих момен-
тов 

 , 
  и 

 , которые линеаризуют уравне-

ния (2) обратной связью. В дальнейшем более 
подробно опишем, как вычисляются эти мо-
менты и формируются соответствующие им уг-
ловые скорости вращения винтов i

  в соотно-
шениях (3). 

2. Моделирование режимов полета 
квадрокоптера 

В данной работе рассматриваются два ре-
жима полета квадрокоптера. Первый режим по-
лета заключается в том, что квадрокоптер дви-
жется относительно ЛСК, а второй – 
относительно МСК («безголовый» режим поле-
та, который был упомянут ранее). Каждому ре-
жиму полета соответствуют повороты квадро-
коптера, которые задают некоторую целевую 
ориентацию. Эта ориентация определяется с 
помощью углов Эйлера  ,    и   , которые 
требуется вычислить. 

В первом режиме целевая ориентация 
квадрокоптера задается непосредственно угла-
ми Эйлера  ,    и   . Для этой ориентации 
повороты выполняются вокруг осей ЛСК 
квадрокоптера: сначала вокруг оси z на угол 

,  затем вокруг оси y (ее нового положения) 

на угол    и, наконец, вокруг оси x (ее нового 

положения) на угол  . В этом режиме полета 
углы Эйлера заранее известны, поэтому вычис-
лять их не нужно. 

Рассмотрим второй («безголовый») режим 
полета квадрокоптера. Для его описания введем 
систему координат BO X Y Z   , направления осей 
которой в процессе движения квадрокоптера 
всегда совпадают с направлениями осей МСК, а 
ее начало – с началом ЛСК (связанной с 
квадрокоптером). Также будем считать, что в 

Рис. 1. Схематичное изображение квадрокоптера 
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отсутствие поворотов квадрокоптера эта систе-
ма координат совпадает с его ЛСК BO xyz  
(Рис. 1). В «безголовом» режиме целевая ори-
ентация квадрокоптера задается тремя углами 
поворота  ,   и  . Для этой ориентации по-
вороты выполняются вокруг осей введенной 
системы координат BO X Y Z   : сначала вокруг 
оси Z   на угол  , затем вокруг оси Y   на угол 

  и, наконец, вокруг оси X   на угол  .  
В «безголовом» режиме после поворотов на 

углы  ,   и   выполняются преобразования 
ЛСК квадрокоптера. Направления осей ЛСК 
образуют ортонормированный базис единич-
ных векторов. Обозначим векторы исходной 
ЛСК через 0 0 0( , , )x y z . Тогда после поворота на 

угол   направления осей ЛСК образуют базис, 

который обозначим как 1 1 1( , , )x y z , после пово-

рота на угол   – 2 2 2( , , )x y z , а после поворота 

на угол   – 3 3 3( , , )x y z . 
Задача заключается в том, чтобы для ориен-

тации квадрокоптера, задаваемой с помощью 
углов  ,   и  , определить соответствующие 

ей целевые углы Эйлера  ,    и   . Для это-
го вычислим матрицу перехода R из ЛСК 
квадрокоптера в МСК, выразив базис 

3 3 3( , , )x y z  через 0 0 0( , , )x y z  посредством углов 

 ,   и  , а затем для полученной матрицы R 
применим формулу (1) для вычисления иско-
мых углов Эйлера  ,    и   . 

Рассмотрим первый поворот на угол   про-
тив часовой стрелки вокруг оси, заданной век-
тором 0z  (Рис. 2). Для этого поворота будут 
справедливы следующие соотношения: 

1 0 0

1 0 0

;

.

c s

s c

 

 

 

  

x x y

y x y
 (4) 

Соотношения (4) выражают связь между 
векторами 1x , 1y  и 0x , 0y . Рассматриваемые 

векторы 0x , 0y , 1x  и 1y  лежат в одной плоско-
сти. После выполнения других поворотов на 
углы   и   эти векторы также будут нахо-

диться в одной плоскости, а соотношения (4) 
будут выполняться уже относительно новых 
векторов. В этом случае после поворотов век-
торы 1x  и 1y  перейдут в 3x  и 3y , а векторы, 

которые изначально совпадали с 0x  и 0y , пе-

рейдут в новые векторы. Обозначим их через ξ  

и η . Тогда соотношение (4) примет вид 
3 c s  x ξ η ; (5) 
3 s c   y ξ η .  (6) 

Чтобы выразить векторы 3x  и 3y  через ба-

зис 0 0 0( , , )x y z , в формулах (5) и (6) требуется 

определить выражения для векторов ξ  и η . 

Рассмотрим второй поворот, который вы-
полняется против часовой стрелки на угол   

вокруг оси, заданной вектором 0y  (Рис. 3). В 
этом случае верны следующие соотношения 

2 0 0

0 0

;

.

c s

s c

 

 

 

  

z z x

χ z x
 (7) 

Соотношения (7) выражают связь между 
векторами, которые лежат в одной плоскости. 
Поэтому после выполнения третьего поворота 
на угол   соотношения (7) будут выполняться 
для новых векторов. Так как следующий пово-
рот осуществляется вокруг оси 0x , то в этом 
случае векторы 2z  и χ  перейдут в векторы 3z  

Рис. 2. Поворот вокруг оси z
0
 на угол  Рис. 3. Поворот вокруг оси y

0
  на угол   
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и ξ , соответственно, а вектор, который изна-

чально совпадал с 0z , перейдет в новый вектор 
ς . Тогда соотношение (7) примет вид 

3 0c s  z ς x ;  (8) 
0s c   ξ ς x .  (9) 

Чтобы выразить 3z  и ξ  через базис 
0 0 0( , , )x y z , в формулах (8) и (9) требуется 

определить выражение для вектора ς . 
Рассмотрим третий поворот, который вы-

полняется против часовой стрелки на угол   

вокруг оси, заданной вектором 0x  (Рис. 4). Для 
этого поворота будут справедливы следующие 
соотношения:  

0 0c s  η y z ; (10) 
0 0s c   ς y z . (11) 

Подставляя выражение для ς  из (11) в соот-
ношения (8) и (9), получим 

3 0 0 0s s c c c      z x y z ; (12) 
0 0 0c s s c s      ξ x y z .  (13) 

Формулы (13) и (10) выражают векторы ξ  и 

η  через базис 0 0 0( , , )x y z . Подставляя получен-
ные выражения в (5) и (6), получим следующие 
соотношения: 

3 0 0 0 0 0( ) ( )c s s c s c c s s             x x y z y z  
0 0 0( ) ( )c c c s s s c s s c s c              x y z ;(14) 
3 0 0 0 0 0( ) ( )c s s c s s c s c              y x y z y z  

0 0 0( ) ( )c s c c s s s s c c s s               x y z .(15) 

Полученные формулы (14), (15) и (12) вы-
ражают переход от базиса векторов трехмерно-
го пространства 0 0 0( , , )x y z  к базису векторов 

3 3 3( , , )x y z . Координаты векторов 3x , 3y  и 3z , 

выраженные через базис 0 0 0( , , )x y z , являются 
столбцами матрицы перехода из ЛСК квадро-
коптера, задающей целевую ориентацию 
квадрокоптера, в МСК: 

c c c s s

c s s s c c c s s s s c

s s c s c s c c s s c c

    

           

           

 
 

    
   

R .  (16) 

Приравняем компоненты первого столбца и 
третьей строки для матрицы R из выражений 

(1) и (16). Тогда получим, что верны следую-
щие соотношения: 

c c c c    ; (17) 

s c c s s s c        ; (18) 

s s s c s c        ; (19) 

c s s c c s s        ; (20) 

c c c c    . (21) 

Вычислим по этим формулам целевые углы 
Эйлера  ,   и   . При этом введем ограни-

чения на углы   и  : max 2

    и 

max 2

   . Можно показать, что если эти 

ограничения выполнены, то будет справедливо 

2

  .  

Для вычисления угла   поделим (20) на 
(21) и применим к результату функцию arctg2 
(арктангенс для двух аргументов): 

 arctg2 ,s c c s s c c         .  (22) 

Далее, применяя для выражения (19), взято-
го с обратным знаком, функцию arcsin, полу-
чим формулу для вычисления угла  : 

arcsin( )c s c s s        .  (23) 

Наконец, для вычисления угла    поделим 
(18) на (17) и применим к результату функцию 
arctg2: 

 arctg2 ,c s s s c c c          . (24) 

Предлагаемый подход для вычисления целе-
вых углов Эйлера  ,   и    по формулам 
(22)-(24) позволяет реализовать моделирование 
«безголового» режима полета квадрокоптера в 
системе виртуального окружения. 

Рис. 4. Поворот вокруг оси Х
0
 на угол  
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3. Виртуальный пульт управления 
квадрокоптером 

Для управления движением виртуальной 
модели квадрокоптера в данной работе была 
задействована технология виртуальных пультов 
управления. В рамках этой технологии вирту-
альный пульт создается из набора визуальных 
элементов, куда входят кнопки, джойстики, пе-
реключатели, регуляторы и т.п. Управление с 
помощью виртуального пульта осуществляется 
человеком-оператором, который компьютерной 
мышью воздействует на элементы пульта, из-
меняя их состояния (например, поворот 
джойстика в заданном направлении). Эти изме-
нения передаются в систему управления, вы-
полняющую расчет управляющих сигналов 
(например, напряжений, подаваемых на элек-
тродвигатели). 

Для управления моделью квадрокоптера в 
данной работе был создан виртуальный пульт 
[17] (Рис. 5). В этом пульте переключение меж-
ду режимами полета квадрокоптера осуществ-
ляется с помощью тумблера “B”, для которого 
нижнее положение соответствует режиму поле-
та квадрокоптера в его ЛСК, а верхнее – «без-
головому» режиму относительно МСК. Вирту-
альный пульт имеет два джойстика (левый и 
правый) с двумя степенями свободы, поворо-
том которых осуществляется управление дви-
жением квадрокоптера. Отклонением левого 
джойстика вдоль оси LX  задается поворот во-

круг оси z, а вдоль оси LY  – движение в верти-
кальной плоскости. Отклонения правого 
джойстика вдоль осей RX  и RY  задают поворо-
ты квадрокоптера в двух направлениях, кото-
рые соответствуют выбранному режиму полета. 
Эти повороты позволяют осуществлять гори-
зонтальное движение квадрокоптера. 

Рассмотрим работу пульта на примере 
управления квадрокоптером в «безголовом» 
режиме. Для этого тумблер “B” необходимо 
перевести в верхнее положение. Тогда откло-
нением левого джойстика в направлении LX  

задается угол   поворота вокруг оси Z в МСК. 
В свою очередь, отклонением правого 
джойстика в направлении RX  задается угол   
поворота вокруг оси Y в МСК, а в направлении 

RY  – угол   поворота вокруг оси X в МСК. Эти 
воздействия передаются в схему управления 
квадрокоптером, структуру которой рассмот-
рим позже. 

4. Моделирование квадрокоптера  
в системе виртуального окружения 

Предложенные в статье методы и подходы 
для моделирования режимов полета квадроко-
птера были реализованы и апробированы в со-
зданной в ФГУ ФНЦ НИИСИ РАН системе 
виртуального окружения на примере управле-
ния квадрокоптером с помощью виртуального 
пульта [17]. Этот программный комплекс со-
стоит из нескольких подсистем (динамики, 
управления и визуализации) и позволяет в ре-
жиме реального времени моделировать дина-
мику и управление виртуальными объектами. 

Подсистема динамики рассматриваемого ком-
плекса выполняет расчет новых координат 
квадрокоптера и показаний виртуальных датчи-
ков (положения, ориентации, угловой скорости и 
т.д.) для получения параметров квадрокоптера. 
Динамика вращательного движения квадроко-
птера вычисляется согласно дифференциальным 
уравнениям (2). С моделированием динамики по-
ступательного движения квадрокоптера можно 
ознакомиться в работе [16]. 

Математическая модель движения квадро-
коптера также включает в себя уравнения ди-
намики электродвигателей винтов, основанные 
на применении паспортных параметров [19]: 

Рис. 5. Виртуальный пульт управления квадрокоптером 
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( )i
m i s i

idle

I M U


  


 , 1,4i  , (25) 

где iU  – напряжение, подаваемое на двигатель; 

sM  – пусковой момент двигателя; idle  – ско-

рость холостого хода двигателя; s c
m

idle

M t
I 


 – 

момент инерции двигателя; ct  – постоянная 
времени двигателя. 

Подсистема управления комплекса вирту-
ального окружения выполняет расчет управля-
ющих сигналов (величин напряжений, подава-
емых на исполнительные устройства –
электродвигатели винтов квадрокоптера). В 
рассматриваемой системе моделирования 
управление квадрокоптером осуществляется с 
помощью функциональной схемы. Такая схема 
создается в специальном редакторе, поддержи-
вающем обширную библиотеку блоков, вклю-
чая блоки виртуального пульта, датчиков и 
электродвигателей. На Рис. 6 показан фрагмент 
схемы, в которой производится расчет углов 
Эйлера   и   согласно формулам (22) и (23), 

предназначенным для реализации «безголово-
го» режима полета квадрокоптера. В этой схеме 
применяется аппроксимация tan( )    и 

sin( )   , согласно которой формулы (22) и 
(23) преобразуются к виду 

s c c s s

c c
    

 

 
 ; c s c s s        . 

Вычисленные значения углов Эйлера  ,   и 

   для реализации режимов полета квадрокопте-
ра используются для формирования управляю-
щих моментов посредством метода линеаризации 
обратной связью [20] уравнений (2): 

1, 2,( ( ) ( ))xI k k             ; 

1, 2,( ( ) ( ))yI k k             ; 

1, 2,( ( ) ( ))zI k k             , 

где ,ik  , ,ik  , ,ik  , 1,2i   – коэффициенты ли-

неаризации. 
По вычисленные моментам 

 , 
 , 

  и 

формулам (3) вычисляются целевые скорости 

Рис. 6. Функциональная схема управления 
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вращения винтов i
 , 1,4i  . Эти скорости за-

тем используются для вычисления напряжений 

iU , которые линеаризуют уравнения (25): 

 , ,

1
(1 )i c m i i c m i i

idle

U t k t k     


, 1,4i  . 

Работа всей системы виртуального окруже-
ния заключается в передаче данных между его 
подсистемами. По показаниям датчиков из под-
системы динамики и управляющих сигналов от 
пульта управления вычислительный модуль 
подсистемы управления осуществляет расчет 
созданной функциональной схемы и передает 
напряжения на электродвигатели винтов 
квадрокоптера. Подсистема динамики в свою 
очередь вычисляет новые положение и ориен-
тацию квадрокоптера и передает их в подси-
стему визуализации, которая осуществляет син-
тез изображения (рендеринг) виртуальной 
сцены. Весь цикл расчетов занимает не более 
40 мс, что позволяет осуществлять моделиро-
вание квадрокоптера в масштабе реального 
времени. 

Заключение 

В данной статье предложены методы и под-
ходы для реализации режимов полета квадро-
коптера в системах виртуального окружения. 
Эти методы базируются на расчете целевых уг-
лов Эйлера и линеаризации уравнений движе-
ния обратной связью. Результаты апробации 

предложенных методов и подходов в системе 
виртуального окружения, созданной в ФГУ 
ФНЦ НИИСИ РАН, показали их адекватность и 
эффективность для моделирования режимов 
полета квадрокоптера. На Рис. 7 показано мо-
делирование управления движением квадроко-
птера в «безголовом» режиме с помощью вир-
туального пульта. 
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Abstract. This paper considers the problem for simulation quadcopter motion control in virtual envi-
ronment systems. The proposed solution of this problem includes the implementation of various flight 
modes for virtual quadcopter model. The quadcopter simulation of motion control is realized by calcu-
lation the corresponding Euler angles and feedback linearization of the equations for quadcopter and 
its electric drives dynamics. An approach for calculating Euler angles based on the transformation of 
quadcopter’s local coordinate system is proposed. The developed methods and approaches were im-
plemented and tested in the virtual environment system created at the SRISA RAS, as an example of 
quadcopter motion control with using the virtual remote controller. 
Keywords: unmanned aerial vehicle, quadcopter, Euler angles, flight mode, virtual remote controller, 
virtual environment system. 
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