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Аннотация. Для исследования надёжности функционирования высотного модуля привязной теле-

коммуникационной платформы используется модель систем типа «k-из-n». Рассматриваются не-

сколько вариантов такой модели, в том числе с учетом зависимости отказов системы от конфигу-

рации отказавших компонент и с учетом перераспределения нагрузки между оставшимися 

работоспособными компонентами. Разработан алгоритм, позволяющий вычислять функцию на-

дёжности такой системы, среднее значение и дисперсию её времени безотказной работы, а также 

квантили функции распределения. 
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В настоящее время широкое развитие получи-

ли привязные высотные беспилотные телеком-

муникационные платформы, длительное функ-

ционирование которых обеспечивается путем 

передачи электроэнергии с земли на борт по тон-

кому кабель-тросу [1-3]. Привязные высотные 

платформы занимают промежуточное положение 

между спутниковыми системами и наземными 

системами, оборудование которых (базовые 

станции сотовой связи, радиорелейное и радио-

локационное оборудование и т.д.) располагается 

на высотных сооружениях. Привязные высотные 

платформы по сравнению с дорогостоящими 

спутниковыми системами, обладают высокой 

экономичностью, а наземные телекоммуникаци-

онные системы превосходят их по обширности 

области телекоммуникационного и видео покры-

тия. Учитывая широту практического примене-

ния привязных беспилотных высотных плат-

форм, как в гражданских, так и в оборонных 

отраслях, в исследовательских центрах передо-

вых стран мира ведутся интенсивные работы по 

проектированию и реализации нового поколения 

таких платформ. 
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Привязные платформы нового поколения 

должны иметь возможность подъема и удержа-

ния на высотах 100-200м полезной телекомму-

никационной нагрузки значительного веса (до 

20-30 кг), для чего необходимо обеспечивать 

передачу на платформу земля-борт энергии 

большой мощности (до 10-15кВт). Такие плат-

формы, что особенно важно для длительного 

функционирования без опускания на землю, 

должны обладать высокими показателями на-

дёжности, как основных компонент, так и вы-

сотной платформы в целом [4]. Для системы 

передачи энергии земля-борт это достигается 

выбором высоконадежных электронных ком-

понент и резервированием «узких мест» как в 

наземном (AC-AC 380В/1500В), так и в борто-

вом (AC-DC 1500В/50В) преобразователях на-

пряжения [5].  

В тонком кабель-тросе для повышения 

прочности в условиях турбулентной атмосферы 

наряду с медными проводами и оптическим во-

локном используется кевларовая нить. Преду-

сматриваются различные меры при возникно-

вении нештатных ситуаций. Например, при 

прекращении электропитания с земли от про-

мышленного источника 380В/50Гц (даже крат-

ковременного) реализуется система безаварий-

ной посадки коптера путем переключения на 

резервную бортовую батарею, что обеспечива-

ет сохранность самого коптера и полезной на-

грузки. При эксплуатации в горных условиях 

(или высокоэтажной застройке), когда ослаб-

ляются или полностью исчезают сигналы 

GPS/ГЛОНАСС, предусматривается переход на 

резервную локальную систему стабилизации с 

наземными маяками [5-7]. Описание аппаратно-

программных средств отечественной привязной 

высотной телекоммуникационной платформы 

«Альбатрос» приведено в [8]. 

Высокая надёжность беспилотного модуля 

достигается путем выбора двигательных уста-

новок с большой наработкой на отказ, резерви-

рованием отдельных элементов системы управ-

ления и, что особенно важно, использованием 

мультироторной архитектуры (например, в 

квадрокоптере отказ одного двигателя приво-

дит к полному прекращению функционирова-

ния, а при восьмироторном исполнении при отка-

зе 2-х двигателей коптер может продолжать 

работать). Отказ одного или нескольких двигате-

лей ведёт к увеличению нагрузки на остальные, 

что приводит к возможности более быстрого пре-

кращения их функционирования. Кроме того, от-

каз всей системы зависит от расположения отка-

завших двигателей, например, отказ рядом 

расположенных двигателей с большей вероятно-

стью приводит к отказу системы, чем отказы да-

леко отстоящих двигателей. 

Для исследования надежности такого типа 

сложных систем в мировой литературе эффек-

тивно используются математические модели  

«k из n», имеющие широкие практические при-

ложения [9]. Учет особенностей функциониро-

вания высотной беспилотной платформы  

в значительной мере отличает (усложняет) ис-

следование модели «k из n», рассмотренных в 

настоящей статье от известных, и является ак-

туальной задачей. 

Ранние исследования систем «k из n» имели 

дело с однородными бинарными моделями, 

компоненты которых принимали два состоя-

ния: исправное и отказовое. Имеется обширная 

литература по исследованию таких систем (на-

пример, Триведи (Trivedi) [10], Чакраварти 

(Chakravarthy) и др. [11] и содержащуюся там 

библиографию). В дальнейшем исследование 

таких систем получило значительное развитие, 

появились исследования систем «k-из-n» с не-

сколькими типами отказов [12, 13], систем с 

постепенными отказами и отказовыми состоя-

ниями нескольких типов (multi-state reliability 

systems), [14]. Для исследования неоднородных 

систем в 1980-х годах Ушаковым [15, 16] был 

предложен метод универсальных производя-

щих функций, который в последнее время стал 

весьма популярным и нашёл различные приме-

нения (например [17]). 

Юг (Yuge) и др. [18] исследовали надёж-

ность системы «k-из-n» с отказами нескольких 

типов, моделируемыми с помощью многомер-

ного показательного распределения. Куо (Kuo) 

и Зуо (Zuo) [19] рассмотрели надёжность ши-

рокого класса систем таких как системы парал-

лельного, последовательного соединения, ре-

зервированных, с отказами нескольких типов, 

восстанавливаемых и т.п. Триведи (Trivedi) [10] 

предложил концепцию задержки перезагрузки 

и исследовал её влияние на надёжность и го-



  

товность восстанавливаемых систем надёжно-

сти. Ванг (Wang) и др. [20] рассмотрели про-

блему ремонта однолинейной системы с рабо-

чими и свободными периодами. Ке (Ke) и др. 

[21] изучили проблему восстановления не-

сколькими ненадёжными ресурсами. Ванг 

(Wang) и др. [22] исследовали проблему тёпло-

го резервирования с блокировками, задержками 

и резервирование отказов переключения. 

Исследованию восстанавливаемых систем 

«k-из-n» с непоказательно распределёнными 

длительностями ремонта посвящены работы 

[26, 27]. Исследования в этом направлении 

также можно найти в серии работ [28-38], обзор 

и библиографию которых можно найти также в 

гл.9 сборника [39]. Одним из принципиальных 

вопросов в исследовании надёжности систем 

является анализ чувствительности их характе-

ристик к виду исходных распределений. В ра-

ботах [23-25] аналитическими и имитационны-

ми методами исследовалась чувствительность 

характеристик надёжности систем «k-из-n» к 

виду функций распределения времени безот-

казной работы и ремонта её компонент. 

В настоящей статье рассмотрен комплекс 

новых моделей оценки надёжности для сравни-

тельного анализа и выбора вариантов опти-

мального построения беспилотного модуля 

привязной высотной платформы. В отличие от 

известных работ по надёжности сложных сис-

тем, в которых система сохраняет работоспо-

собность при отказе k элементов из общего 

числа n (модели «k-из-n»), рассмотрены моде-

ли, в которых учитываются особенности функ-

ционирования мультироторного беспилотного 

модуля. К числу таких особенностей относятся: 

отказ одного или нескольких двигателей бес-

пилотного модуля ухудшает характеристики 

надёжности оставшихся работоспособных дви-

гательных установок в силу увеличения их на-

грузки (зависимые отказы); прекращение 

функционирования высотного модуля зависит 

от расположения отказавших двигателей - отказ 

рядом расположенных двигателей повышает 

вероятность отказа всей системы. В работе по-

лучено аналитическое выражение для функции 

надёжности неоднородной системы «k-из-n» с 

независимыми и зависимыми отказами её ком-

понент в случае, когда отказ системы зависит 

не только от числа отказавших её компонент, 

но также от их расположения в системе. 

Рассмотрим неоднородную «k-из-n:G» сис-

тему, которая состоит из n компонент и работа-

ет тогда и только тогда, когда по крайней мере 

k из них работоспособны. 

Будем рассматривать работу системы до 

первого отказа и обозначим через Ai случайное 

время безотказной работы i-ой компоненты, а 

через Ai (t) = P{Ai (t) ≤ t} её функцию распреде-

ления. Для исследования надёжности сложной 

неоднородной системы, отказы которой зависят 

не только от числа отказавших её компонент, 

но также от их расположения в системе обозна-

чим через j = (j1, j2, ... jn) состояние системы, где 

ji = 0, если i-ая компонента находится в отказо-

вом состоянии и ji = 1, если i-ая компонента ра-

ботоспособна. Обозначим также через 

E = {j = (j1, j2, ... jn) : (ji   (0,1))} 

множество состояний системы, а через E0 и E1 

подмножества её отказовых и работоспособных 

состояний, соответственно. Заметим, что опи-

сание этих подмножеств - отдельная проблема, 

зависящая от конкретной системы, условий её 

эксплуатации и других факторов, которая 

должна быть решена в каждом конкретном 

случае. 

Над этим множеством состояний определим 

случайный процесс J ={J(t); t ≥ 0} соотношением: 

J(t) = j, если в момент времени t  

система находится в состоянии j  E 

и обозначим через S время безотказной работы 

системы, 

S = inf{t : J(t)   E1}. 

В статье вычисляются  

 функция распределения времени безот-

казной работы системы:  

F(t) = P{S   }, (1) 

 функция надёжности системы:  

R(t) = P{S > t}, (2) 

 среднее время безотказной работы  

системы: 

              
 

 
, (3) 



 

 дисперсия времени безотказной работы 

системы: 

                    
 

 
, (4) 

 время безотказной работы системы  

с данной вероятностью P{S<t} = γ, т.е.  

γ-квантиль её функции распределения равен:  

   –         –    . (5) 

Рассмотрим сначала однородную систему 

«k-из-n:G», для которой Ai(t) = A(t) ( ni ,1 ). 

Обозначим через )(tD i

n  событие, состоящее в 

том, что в момент времени t ровно i из n ком-

понент системы находятся в работоспособном 

состоянии. Вероятность этого события равна 
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а соответствующая вероятность безотказной 

работы системы Psys (t) в течение времени t 

(функция надёжности системы) имеет вид 

              
 
 
                    ,  

при этом среднее значение времени безотказ-

ной работы равно 

              
 

 

   
 
 
 

   

                 
 

 

    

Замечание. Соответствующая вероятность 

безотказной работы системы в течение фикси-

рованного времени t0 равна q = R(t0). 

Для исследования функции надёжности 

сложной неоднородной системы, отказы кото-

рой зависят от расположения её отказавших 

компонентов, будем пользоваться введённым 

ранее векторным описанием состояния системы 

j = (j1, j2,...jn). Тогда вероятность состояния j в 

момент времени t равна 

                
       

    
     . 

При этом вероятности работоспособного и от-

казового состояний системы в момент времени 

t принимают вид 
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А соответствующая функция надёжности сис-
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Вернёмся к исследованию однородной мо-

дели и предположим, что отказ одной из ком-

понент системы ведёт к увеличению нагрузки 

на остальные её компоненты.  

Формально это предположение можно 

сформулировать следующим образом. В ре-

зультате отказа одной из компонент системы 

остаточное время безотказной работы Ares каж-

дой из её компонент имеет распределение 

                , 
где коэффициенты    (1 < c1 < … ci < … ck) от-

ражают влияние увеличения нагрузки на рас-

пределение остаточного времени безотказной 

работы компонент, и после отказа (n – k + 1)-ой 

компоненты происходит отказ системы. 

Для исследования поведения процесса до 

отказа обозначим через    время между i-м  

и (i+1)-м отказами компоненты системы 

(          ), а через    – время до отказа i-й ком-

поненты: 

                                                 
Для вычисления их распределений 

                                        

                                             

Обозначим через    
   

 (                   

                      ) остаточное время безотказной ра-

боты компонент, оставшихся после отказа j-ой 

компоненты. 

Для исследования поведения системы вос-

пользуемся следующим алгоритмом. 

Алгоритм.  

Исходные данные: целое число   незави-

симых одинаково распределенных случайных 

величин                целое число    компонент, 

необходимых для работы системы. 



  

Изначально   
   

   ,             

Начало. 

           , найти распределение мини-

мума           
   

              с.в.                 : 

                         . 

Рабочий цикл. 

При                           ычислить распределе-

ния остаточного времени безотказной работы 

компонент    
   

    
     

                           

после отказа j-й из них: 

          

 

 

    
     

                         

                      

 

 

 

Вычислить функцию распределения оста-

точного времени безотказной работы с учётом 

изменения нагрузки на оставшиеся работоспо-

собные компоненты: 

    
   

             . 

Найти распределение минимума    остаточ-

ных длительностей безотказной работы с учё-

том изменения нагрузки, имеющих распределе-

ние     
   

   . Очевидно, что в силу 

независимости продолжительности жизни ком-

понент их остаточные продолжительности 

жизни после отказа очередной компоненты 

также остаются независимыми. Таким образом, 

справедливо представление: 

                       
          , (6) 

                .   (7) 

Конец цикла.  

В результате работы алгоритма получаем 

функцию распределения времени безотказной 

работы системы: 

                           
          , (8) 

                      , (9) 

где   - символ операции свёртки. 

Откуда находим функцию надёжности сис-

темы: 

                    (10) 

Конец алгоритма. 

Замечание 1. 

В случае показательно распределённых дли-

тельностей безотказной работы компонент ос-

таточное время безотказной работы имеет так-

же показательное распределение с тем же 

параметром, при этом, вычисление          

                 значительно упрощается.  

                                     = 

             
                  (11) 

Замечание 2. 
Кроме того, если не учитывать влияние из-

менения нагрузки на распределение остаточно-

го времени безотказной работы компонент, то 

распределение время безотказной работы сис-

темы есть распределение (n-k+1)-го члена ва-

риационного ряда времени безотказной работы 

её компонент: 

                      . 

Замечание 3. 

Для неоднородной системы с разными ком-

понентами задача значительно усложняется, 

поскольку на каждом шаге необходимо учиты-

вать не только число, но и типы отказавших 

компонент. 

Разработанный алгоритм позволяет на осно-

ве полученной функции надежности вычислять 

другие характеристики надежности, а также 

проводить дополнительные исследования в 

различных направлениях, в частности, исследо-

вать и сравнивать различные конфигурации 

систем типа «k-из-n», выполнять анализ чувст-

вительности модели к виду распределений вре-

мени безотказной работы её компонент. 

В качестве примера применения рассмот-

ренной модели рассмотрим модель «4-из-6: G», 

которая описывает архитектуру шестироторно-

го модуля привязной высотной телекоммуни-

кационной платформы [3]. В данном случае 

мультикоптер рассматривается как система го-

рячего резервирования, состоящая из n = 6 

компонент (роторов), которые работают и отка-

зывают независимо друг от друга (Рис. 1). 



 

Задача состоит в вычислении функции на-

дёжности такой системы, а также других харак-

теристик её надёжности. 

Если не принимать во внимание расположе-

ние отказывающих компонент, эта система ра-

ботоспособна пока работоспособны, по край-

ней мере, 4 из 6 роторов. Для рассмотренного 

выше примера ограничимся случаем показа-

тельного распределения времени безотказной 

работы компонент системы A(t) = 1 – e
-αt

,    , 

при котором распределение остаточного и ис-

ходного времени безотказной работы компо-

нент совпадают. Это позволяет получить не 

только явные аналитические выражения для 

характеристик надежности системы, но и окон-

чательные численные результаты. А именно, 

согласно (1)-(5): 

 функция надёжности системы примет 

вид: 

      
  

        
 
                   = 

                         

 средняя продолжительность жизни сис-

темы равна: 

              
 

 

  

                           
 

 

    
  

   
 

 дисперсия времени безотказной работы 

системы равна: 

                     
 

 
  

=    
  

   
 
 
                               

 

 
  

 
   

      
 

 время безотказной работы системы с 

данной вероятностью P{S<t} = γ, т.е.  

γ-квантиль функции распределения её времени 

безотказной работы, равно: 

      –        –  . 

В частном случае при значении среднего 

времени безотказной работы компонент 

      и значении γ = 0.1, получим: 

                          , 

        0.6167, 

        469/3600 ≈ 0.1303, 

    –   = 0.2243. 

График зависимости функции надёжности 

системы от времени в данном случае представ-

лен на Рис. 2. 

Продолжим исследование модели типа  

«4-из-6: G» в предположении, что система ра-

ботоспособна пока работают по крайней мере 4 

из 6 роторов, причём два отказавших двигателя 

не должны быть расположены рядом друг  

 



  

с другом. Такую систему будем обозначать  

«4*-из-6: G». Другими словами, система отка-

зывает, когда отказывают два рядом располо-

женных двигателя или когда отказывают три 

любых двигателя. 

Для удобства перенумеруем состояния сис-

темы в двоичном коде, то есть поставим в соот-

ветствие состоянию j = (j1, j2, …j6)  его номер по 

следующей формуле: 

                      . (*) 

Тогда множество работоспособных состоя-

ний Е1 состоит из состояний с номерами 

Е1 = {0, 1, 2, 4, 5, 8, 9, 10, 16, 17, 18, 20, 32, 34, 

36, 40}. 

Таким образом, например, для однородной 

системы с показательными распределениями 

времени безотказной работы её компонент 

функция распределения времени безотказной 

работы системы имеет вид: 

ii jt

Ej ni
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Соответствующая функция надёжности равна 

             

                       
           

                      . 

Отсюда в соответствии с (3)-(5): 

 средняя продолжительность жизни сис-

темы в данном случае равна 

              
 

 

  

                         
 

 

   
  

   
  

 дисперсия времени безотказной работы 

системы равна 

                     
 

 

 

     
  

   
 
  

 

                        

          
   

      
  

 время безотказной работы системы с 

данной вероятностью F(t) = γ (γ-квантиль 

функции распределения времени безотказной 

работы) находится из уравнения: 

R(t) = 1 – γ,                 . 

Тогда при значении среднего времени без-

отказной работы компонент       и значе-

нии γ = 0.1, получим: 

                        . 

         31/60 ≈ 0,5167, 

           433/3600 ≈ 0,1203, 

    –   = 0,1476. 

График зависимости функции надёжности 

системы от времени в данном случае представ-

лен на Рис. 3. 



 

Предположим, длительности безотказной 

работы компонент имеют показательное рас-

пределение и отказ одной компоненты системы 

ведёт к увеличению нагрузки на остальные её 

компоненты. Если не принимать во внимание 

расположение отказывающих компонент, то 

функция распределения времени безотказной 

работы системы в данном случае согласно за-

мечанию 1 к алгоритму, имеет вид: 

                  
где  
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Таким образом, 
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Отсюда согласно (2)-(5), 

             

 
                         

                
  

 
                         

              
  

 среднее время безотказной работы систе-

мы в данном случае равно 

              
 

 

 
                

       
  

 дисперсия времени безотказной работы 

системы равна 

               
 

 

       

 

 
     

  
 
    

  
 
  

  
 

  
   

   
  

 гамма-квантиль функции распределения 

времени безотказной работы системы 

             . 

При фиксированных значениях α = 1,  

с1 = 1,1, с2 = 1,4, γ = 0,1 имеем: 

                                 , 

         487/924 = 0,5271, 

          79165 / 853776 ≈ 0,09272, 

 t1-γ = 0,1935. 

График зависимости функции надёжности 

системы от времени в данном случае представ-

лен на Рис. 4. 

Заметим, что выражение функции распреде-

ления времени безотказной работы системы 

имеет особенности в точках с1 = 6/5 и с2 = 3/2, 

где оно имеет другой вид. Найдём выражение 

для функции распределения времени безотказ-

ной работы в этом случае. 

При с1 = 6/5 и с2 = 3/2: 

                                  . 

Функция надёжности в данном случае имеет 

вид: 

.618)(1)( 66622 ttt eetettFtR      

Средняя продолжительность жизни системы 

равна:  
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Дисперсии времени безотказной работы сис-

темы в данном случае равна: 

                     
 

 
 = 

     
 

  
                  

 

 

 
 

    
  

 

γ-квантиль функции распределения времени 

безотказной работы находится из уравнения: 

R(t) = 1 – γ 

    1618 66622 ttt eetet . 

Приведенные на Рис. 2Рис. 4 графики 

функции надежности позволяют более нагляд-

но проводить сравнительный анализ надежно-

сти рассматриваемой системы разных модифи-

каций. Этот анализ удобно проводить на 

основании значений квантилей функции рас-

пределения времени безотказной работы сис-

темы для разных (высоких) уровней надежно-

сти. В частности, сравнивая Рис. 2 и Рис. 3, 

видно, что для случая однородной системы ти-

па «k-из-n:G» заданный уровень надежности 

0,9 будет сохраняться дольше, чем для случая 

однородной системы с учетом расположения 

отказавших компонент. Это ожидаемый ре-

зультат, поскольку первый из этих случаев 

представляет собой более идеализированный 

вариант модели, и не учитывает влияние топо-

логии отказов компонент на изменение надеж-

ности всей системы. 

В данной работе в качестве аналитической 

модели надёжности лётного модуля привязной 

высотной беспилотной телекоммуникационной 

платформы предложена модель резервирован-

ной системы типа «k-из-n:G» и некоторые её 

модификации. 

Разработан алгоритм вычисления характери-

стик надежности однородных и неоднородных 

систем типа «k-из-n» с учетом расположения 

отказавших компонент и возможности перерас-

пределения нагрузки между оставшимися рабо-

тоспособными компонентами. Этот алгоритм 

позволяет исследовать и сравнивать различные 

конфигурации «k-из-n» систем, в том числе 

применительно к моделированию мультиро-

торных платформ, а также проводить анализ 

чувствительности характеристик надёжности 

таких систем к виду функций распределения 

времени безотказной работы их компонент. 
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Abstract. We perform reliability modeling of a high-altitude module of a tethered telecommunication 

platform as a heterogeneous k-out-of-n system. Several variants of such a model are considered, in-

cluding the ones, taking into account the dependence of system failures on the configuration of the 

failed components, and taking into account the redistribution of load between the remaining workable 

components. An algorithm has been developed that allows to calculate the reliability function of such 

a system, the average value and variance of its uptime, and the quantiles of the uptime distribution 

function. 
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