
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

 

Аннотация. В работе предложен способ математического описания распределенного реестра как сис-

темы массового обслуживания. Представлена концептуальная модель, которая определяет основные 

структурные элементы топологической структуры распределенного реестра, такие как узлы сети, узлы 

реестра, сервисные службы распределенного реестра для проведения операций по верификации тран-

закций. Определены и представлены функции распределения случайной величины, характерные для 

данных процессов. Проведена аппроксимация распределения заявок потоками Эрланга для получения 

наиболее точной величины. Определены условия конструирования инфинитезимальной матрицы с уче-

том особенностей информационных процессов в распределенном реестре. Сформированы условия 

нормировки. Представлены основные интегральные характеристические показатели, требуемые для 

анализа распределенного реестра как системы массового обслуживания. С целью определения основ-

ных интегральных характеристических показателей системы распределенного реестра была разработа-

на имитационная модель на платформе AnyLogic. 
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В настоящее время все большую популяр-

ность получают системы распределенного рее-

стра, которые позволяют сформировать защи-

щенную среду хранения данных, что в 

достаточной степени актуально для многих 

сфер деятельности, включая финансы, медици-

ну, промышленное производство, нефтедобы-

вающую отрасль, сельское хозяйство, страхо-

вание, логистику и многие другие. Данная 

технология позволяет сформировать среду, в 

которой участники сети не имеют возможности 

внести изменения без уведомления других уча-

ствующих в данной транзакции узлов сети [1]. 

Актуальность данной технологии подтвержда-

ется отчетом экспертов Всемирного экономи-

ческого форума [2]. Согласно данному отчету, 

к 2025 году экосистема распределенных реест-

ров будет хранить до 10% мирового ВВП (101 

трлн. долларов). Технология распределенного 

реестра является одним из приоритетных на-

правлений развития цифровой экономики в 

Российской Федерации, что подтверждается 

включением систем распределенного реестра в 

перечень сквозных технологий для развития 

цифровой экономики Российской Федерации и 

отражено в паспорте национального проекта 

"Национальная программа "Цифровая эконо-

мика Российской Федерации" (утв. президиу-

мом Совета при Президенте РФ по стратегиче-

скому развитию и национальным проектам, 

протокол от 04.06.2019 №7)". 



 

Особенностью данной технологии является 

размещение данных на всех узлах распределен-

ного реестра, а также зависимость всех после-

дующих транзакций от уже существующих с 

использованием хеширования данных, в част-

ности алгоритма дерева Меркла. Все транзак-

ции подвергаются процессу верификации с ис-

пользованием алгоритма консенсуса [3].  

В результате применения технологии распре-

деленного реестра проектировщики, производи-

тели, подрядчики, а также конечные потребители 

могут взаимодействовать друг с другом при под-

держке смарт-контрактов [4-6]. Особенно важ-

ным данное применение становится в случае, ес-

ли необходимо проводить транзакции передачи 

цифровой модели инновационного устройства по 

зашифрованному каналу связи при поддержке 

составленных смарт-контрактов. Для описания и 

оценки эффективности работы системы, вклю-

чающей компоненты распределенного реестра, 

необходимо сформировать математическую мо-

дель с учетом особенностей топологии распреде-

ленного реестра, а также аппаратного комплекса 

хранения реестра данных. 

Информационная система, построенная на 

основе распределенного реестра, отличается 

высоким уровнем масштабирования и подвер-

гается высоким информационным нагрузкам 

вследствие процессов одновременного форми-

рования и верификации транзакций во всех 

узлах сети [7-9]. Поэтому для определения  

интегральных характеристических показателей 

информационных процессов в распределенном 

реестре необходимо построить математическую 

модель, чтобы определить, насколько приемле-

мы величины данных показателей в каждом 

случае, а также необходимость проведения оп-

тимизационных изменений структуры системы. 

При проведении моделирования можно рас-

сматривать распределенный реестр как систему 

массового обслуживания. 

Топологическая структура распределенного 

реестра включает серверы участников сети, уз-

лы сети, клиентские устройства, а также струк-

турные элементы, характерные для отдельных 

типов распределенного реестра, такие как 

управляющие узлы для распределенного реест-

ра типа Corda или узлы-брокеры для распреде-

ленного реестра типа Hyperledger. Архитектура 

сети распределенного реестра представляет со-

бой одноранговую peer-to-peer сеть. 

Сеть распределенного реестра можно в об-

щем виде описать как систему массового об-

служивания [10-13]. Концептуальная модель 

распределенного реестра как системы массово-

го обслуживания представлена на Рис. 1. 

Используются следующие обозначения: Ik,s 

клиентские устройства k-го участника сети,  

Qk,1 – очередь сервера участника сети, Qk,2 – 

очередь перед узлом сети распределенного рее-

стра, Sk – корпоративный сервер участника  
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сети, NRk – сервер распределенного реестра 

участника сети. Классификационные признаки 

рассматриваемого распределенного реестра 

имеют следующие значения: 

– тип процесса – простой; 

– способ обеспечения целостности записи – 

отсутствует; 

– копии баз данных – отсутствуют; 

– дисциплина диспетчеризации в сервере – 

FIFO; 

– режим достижения алгоритма консенсуса – 

RAFT; 

– режим обновления данных распределенно-

го реестра – для верифицированных участников 

смарт-контракта. 

Для верификации транзакции в алгоритме 

консенсуса RAFT необходимо учитывать все 

транзакции, которые следовали за текущей.  

Для математического описания в качестве 

исходных данных используются следующие 

множества: 

– множество узлов распределенного реестра: 

NR = {NR1, NR2, …, NRn}; 

– множество служебных сервисов в распре-

деленном реестре: SR = {SR1, SR2, …, SRm}; 

– множество верифицированных участников 

смарт-контракта: PSC = {PSC1, PSC2, …, PSCp}; 

– множество серверов: S = {S1, S2, …,Sq}; 

– множество активных заявок участников 

сети распределенного реестра: CAR= {CAR1, 

CAR2,…, CARt}; 

– множество активных заявок на обработку 

транзакций сервисными службами распреде-

ленного реестра, включая заявку на верифика-

цию j-й транзакции CARj: CARSj = {CARS1j, 

CARS2j,…, CARScj}; 

– множество отношений: REL = {REL1, REL2, 

… RELd}. 

Для k-го отдельного участника распределен-

ного реестра состояние сети представляет со-

бой вектор (i1,z1,i2,i3,i4,i5), где i1 – количество 

заявок, поступающих от клиентских устройств 

рассматриваемого участника сети, z1 – номер 

фазы псевдосостояния немарковского процесса 

для генерации заявок, i2 – количество заявок, 

находящихся в очереди сервера и на обработке 

сервером; i3 – количество заявок, находящихся 

в очереди узла и на обработке узлом, i4 – коли-

чество заявок, поступающих от прочих участ-

ников сети распределенного реестра, i5 –

количество заявок, находящихся в соответст-

вующей очереди и на обработке валидности 

транзакций на узле участника сети и на нотари-

альном сервере. Общая модель поступления 

заявок в системе представляет собой экспонен-

циальную модель. Полное пространство со-

стояний для данной модели имеет следующую 

размерность [14-16]: 

 
t c

ctr CARSCARi ,0  

где ir – r-й элемент вектора пространства со-

стояний, CARt – количество активных заявок  

t-го участника сети распределенного реестра, 

CARSc – количество активных заявок c-го сер-

висного устройства сети распределенного рее-

стра. Ограничением для полученного простран-

ства состояний служит следующее выражение: 

  
t c

ct
r

r CARSCARi . 

Для более точного описания поступления 

заявок в распределенном реестре необходимо 

их рассматривать как поток событий Эрланга 

[13]. Эрланговский поток позволяет с высокой 

степенью точности описать поступление заявок 

в реальных системах распределенного реестра, 

что подтверждается экспериментальными ис-

следованиями [17].  

Порядок потока Эрланга может быть оценен 

в достаточной степени с использованием сле-

дующего соотношения: 

2

2



m
Kэ  , 

где m – математическое ожидание временного 

интервала между событиями,     среднеквад-

ратичное отклонение временного интервала 

между событиями в стохастическом потоке.  

Плотность распределения потока заявок по 

закону Эрланга для рассматриваемого участни-

ка сети составляет: 
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Плотность распределения потока заявок по 

закону Эрланга для других участников сети 

имеет вид: 
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При аналитическом исчислении показателей 

информационных систем целесообразно рас-

сматривать только марковские случайные про-

цессы [13, 18, 19]. Для реализации перехода от 

немарковского потока Эрланга эK -го порядка с 

последействием к марковскому потоку Пуассо-

на без последействия необходимо провести 

внедрение псевдосостояний, в векторе состоя-

ний сети переход между фазами псевдосостоя-

ний обозначен как z1. Метод псевдосостояний 

для потока заявок от участников сети распреде-

ленного реестра представлен на Рис. 2, где S1 – 

длительность активного состояния рассматри-

ваемого пользователя, S1(1)…S1(k) – фазы 

псевдосостояний, время пребываний в каждой 

фазе распределено по закону Пуассона, S2 – 

длительность активного состояния, при кото-

ром в системе существует 1 заявка от пользова-

теля. Предельные вероятности пребывания сис-

темы в псевдосостоянии: kppp 13132131 ,...,,  при 

этом 13 13ii
p p . 

Описание функций распределения представ-

лено в Табл. 1. 

Для определения стационарных вероятно-

стей может быть составлена система линейных 

уравнений Колмогорова-Чепмена, однако из-за 

большой размерности пространства состояний 

целесообразно сформировать инфинитезималь-

ную матрицу. Элементы инфинитезимальной 

матрицы 
5151 ...... jjiiqQ   представляют собой ин-

тенсивности перехода из состояния 

(i1,z1,i2,i3,i4,i5) в состояние (j1,jz1,j2,j3,j4,j5) в мо-

мент времени t. При этом полное пространство 

состояний:   ,0,...,0,0,0,0,0,01EE 

 ,0,...,0,0,0,0,0,12E    ...0,...,0,0,0,0,1,33E . Следова-

тельно, состояния представляют собой разре-

женную матрицу, часть элементов которой яв-

ляется недопустимой. Диагональные элементы 

матрицы Q равны сумме элементов строки, взя-

тых со знаком «минус». Условия конструиро-

вания инфинитезимальной матрицы представ-

лены в Табл. 2. 

В представленной таблице использованы 

следующие обозначения: p11 – вероятность то-

го, что заявка будет отправлена с сервера на 

клиентское устройство, p12 – вероятность того, 

что заявка будет отправлена с сервера на узел 

сети, p13s – вероятность того, что заявка будет 

S2S1(1) S1(2) S1(k)...

S1

 

Наименование действия Средняя величина Функция распределения 

Длительность активного состояния 
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1
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Длительность активного состояния 

пользователей прочих узлов сети  

1
2
   – среднее время активности 

пользователя 
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Время обработки сервером прило-

жений  

1
1
  – среднее время обработки 

сервером 

  t
et 1*11

 
  

Время обработки узлом сети 1
2
  – среднее время обработки 

узлом сети 

  t
et 2*22

 
  

Время достижения консенсуса 1  – среднее время достижения 

консенсуса 

  tet   *3
 

 



  

отправлена в s-ю фазу псевдосостояния,  

p2l – вероятность того, что заявка будет отправ-

лена l-му узлу сети, p1 – вероятность того, что 

заявка продолжит обрабатываться на данном 

узле, p2 – вероятность того, что заявка попадет 

на другие узлы сети, p3 – вероятность того, что 

заявка будет отправлена в базу данных. При 

этом должны выполняться следующие условия 

нормировки: 

13 13
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В качестве примера можно рассмотреть мат-

рицу со следующими характеристиками для 

Событие и качественное описание условия Формальное  

представление условия 

Интенсивность  

переходов 

1. Формирование заявки j1 = i1 + 1; j2= i2; 

j3= i3; j
4
 = i4; 

j5= i5; jz1 = z1; 

11 *m  

2. Переход заявки на s-ю фазу псевдосостояния j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3; j
4
 = i4; 

j5= i5; jz1 = z1+ 1; 
1113 *mp s  

3. Окончание обработки заявки на сервере,  

после чего заявка отправляется клиентскому 

приложению 

j1 = i1 + 1; j2= i2 - 1; 

j3= i3; j4 = i4; 

j5= i5; jz1 = z1; 
111*p  

4. Окончание обработки заявки на сервере,  

после чего заявка отправляется на ноду 

j1 = i1; j2= i2 - 1; 

j3= i3 + 1; j4 = i4; 

j5= i5; jz1 = z1; 
112 *p  

5. Формирование заявки на прочих узлах сети j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3; j4 = i4 + 1; 

j5= i5; jz1 = z1; 


s

sm 2*  

6. Верификация заявки в распределенном  

реестре (достижение консенсуса) 

j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3 - 1; j4 = i4; 

j5= i5 + 1; jz1 = z1; 

  

7. Распределение верифицированной заявки  

на узлах сети  

j1 = i1; j2= i2; 

 j3= i3 + 1; j4 = i4; 

 j5= i5 -1; jz1 = z1; 
2  

8. Получение заявки от другого узла сети  j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3 + 1; j4 = i4-1; 

j5= i5; jz1 = z1; 
2  

9. Окончание обработки заявки на ноде, после 

чего заявка отправляется на сервер 

j1 = i1; j2= i2 + 1; 

j3= i3 - 1; j4 = i4 - 1; 

j5= i5; jz1 = z1; 
2  

10. Окончание обработки заявки на ноде, после 

чего заявка обращается к БД 

j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3 - 1; j4 = i4; 

j5= i5; jz1 = z1; 
23 *p  

11. Окончание обработки заявки на ноде, после 

чего заявка отправляется к l-му узлу сети 

j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3 - 1; j4 = i4+1; 

j5= i5; jz1 = z1; 
22 *lp  

12. Пребывание сети в текущем состоянии  j1 = i1; j2= i2; 

j3= i3; j4 = i4; 

j5= i5; jz1 = z1; 
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13. Прочие условия  0 

 



 

вектора состояний: 
1 0,2i  ; 1 (0)z  ; 2,02 i ; 

2,03 i ; 2,04 i ; 2,05 i ,   при этом необходимо 

выполнение следующего условия: 
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1
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С учетом ограничений формируется матрица 

размерностью 21x21, пространство состояний 

для данной матрицы имеет следующую форму: 

E= ),000000( ),...,100000( );000002( );000000(

),...,100000( )000002( . В виду объема представ-

ленной инфинитезимальной матрицы целесо-

образно рассмотреть блочную структуру мат-

рицы, состоящую из следующих укрупненных 

элементов: 

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

41 42 43 44

Q Q Q Q

Q Q Q Q
Q

Q Q Q Q

Q Q Q Q

 
 
 
 
 
 

 

В представленной матрице векторы укруп-

ненных элементов 11Q , 12Q ,…, 43Q , 44Q охватывают 

отдельные части пространства состояний. Об-

щая форма охватываемого пространства со-

стояний для каждого из элементов: 

 

11

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000);

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000)
Q

 
  
 

; 

12

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200);

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000)
Q

 
  
 

; 

13

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020);

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000)
Q

 
  
 

; 

14

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002);

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000)
Q

 
  
 

; 

21

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000);

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200)
Q

 
  
 

; 

22

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200);

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200)
Q

 
  
 

; 

23

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200);

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200)
Q

 
  
 

; 

24

(000001),(100001),(000100),(100100),(001100),(000002);

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200)
Q

 
  
 

; 

31

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000);

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020)
Q

 
  
 

; 

32

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200);

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020)
Q

 
  
 

; 

33

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020);

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020)
Q

 
  
 

; 

34

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002);

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020)
Q

 
  
 

; 

41

(000000),(100000),(200000),(001000),(101000);

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002)
Q

 
  
 

; 

42

(002000),(000100),(100100),(001100),(000200);

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002)
Q

 
  
 

; 



  

43

(000010),(100010),(001010),(000110),(000020);

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002)
Q

 
  
 

; 

44

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002);

(000001),(100001),(001001),(000101),(000011),(000002)
Q

 
  
 

. 

 

Общая форма элемента 11Q  представлена в 

Табл. 3, элемента Q22  в Табл. 4, элемента Q33 

 в Табл. 5, элемента Q44  в Табл. 6. 

Для нахождения стационарного распределе-

ния вероятностей 

 ,...,...,,
543211000001000000 iiiizi   решается 

11Q














 

s
smm 211 **   11 *m  0 0 0 

22 *lp  
22 *( lp + 11 *m


s

sm 2*  
11 *m  0 0 

0 22 *lp  – 22 *lp  0 0 

0 111*p  0 –( 111*p + 11 *m ) 0 

0 0 111*p  22 *lp  –( 111*p + 22 *lp

+ 112 *p ) 

 112111 **  pp   0 0 112 *p  0 

0 23 *( p + 11 *m

+2* 22 *lp + 

)* 2  
s

sm  

11 *m  0 0 

0 22 *lp  –(4* 22 *lp + 

 ) 

0 0 

0 0 111*p  –( 23 *p +

111*p + 22 *lp

+ 112 *p +  ) 

22 *lp  

0 23 *p  0 0 –( 23 *p + 22 *lp +

111*p +  ) 

–( 2 + 11 *m +
s

sm 2* ) 11 *m  0 0 
s

sm 2*  

0 –( 2 + 22 *lp ) 0 0 0 

0 111*p  –( 2 + 111*p +

112 *p ) 

112 *p  0 

23 *p  0 0 –( 2 + 2 +

23 *p + 22 *lp

+ 112 *p +  ) 

22 *lp + 112 *p  

0 0 0 
2  –

2  

 



 

система уравнений      совместно с услови-

ем нормировки 
1 1 2 3 4 51 1 2 3 4 5

1i z i i i ii z i i i i
   с использо-

ванием итерационного метода Зейделя.  

На основании инфинитезимальной матрицы 

определяются основные интегральные характе-

ристические показатели, такие так: среднее 

число заявок, находящихся в системе, среднее 

время ожидания, средняя загруженность очере-

ди перед сервером и узлом сети, общее время 

максимальной загруженности очереди перед 

сервером и узлом сети, среднее квадратичное 

время загруженности очереди перед сервером и 

узлом сети. 

Для проведения тестирования полученных 

моделей был использован аппарат имитацион-

ного моделирования средствами пакета 

AnyLogic, который позволяет определить рабо-

ту распределенного реестра как системы массо-

вого обслуживания. Фрагмент имитационной 

модели распределенного реестра представлен 

на Рис. 3. 

Условия и результаты эксперимента приве-

дены в Табл. 7 и 8 соответственно. Основной 

целью ставилось определение размера очереди 

перед перед нодой и сервером, при котором ве-

роятность ее загрузки будет менее 1,5%.  

Результаты имитационного моделирования 

подтверждают корректность технических реше-

ний построения сети распределенного реестра. 

В работе исследована проблематика опреде-

ления интегральных характеристических пока-

зателей распределенного реестра как системы 

массового обслуживания. Были определены  

основные компоненты распределенного реест-

ра, составлена концептуальная модель, на ос-

новании которой были сформированы законы 

–( 2 + 11 *m +


s

sm 2* ) 

11 *m  0 0 
s

sm 2*  

22 *lp  –( 2 + 22 *lp ) 0 0 0 

0 0 –( 2 + 23 *p +

22 *2 lp +  ) 

22 *2 lp    

0 0 2  –( 2 + 2 ) 0 

0 0 2  0 – 2  

 

Название условия Количественная 

характеристика 

1. Количество участников сети 30 

2. Количество клиентов для рассматриваемой СМО 40 

3. Максимальный размер очереди перед сервером 20 

4. Средняя длительность активного состояния пользователей, с 30 

5. Вероятность отправления заявки на клиент из сервера 0,25 

6. Вероятность отправления заявки на сервер из ноды 0,43 

7. Вероятность отправления заявки на i+1 – ю ноду из текущей ноды 0,27 

8. Размер очереди на ноде 60 

9. Время обработки заявки на сервере, с 15 

10. Время обработки заявки на ноде, с 17 

11. Время выполнения эксперимента, с 5000 

 



  

распределения случайных величин и обоснова-

на аппроксимация функции распределения зая-

вок от участников распределенного реестра по-

токами Эрланга, определены условия 

формирования инфинитезимальной матрицы, 

требуемые интегральные характеристические 

показатели системы и была разработана имита-

ционная модель распределенного реестра. 

Дальнейшие исследования будут направлены 

на разработку эвристических алгоритмов с це-

лью оптимизации системы распределенного 

реестра. 
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Abstract. In this paper, we propose a method for mathematically describing a distributed registry as a 

queuing system. A conceptual model is presented that defines the main structural elements of the topo-

logical structure of a distributed registry, such as network nodes, registry nodes, and distributed regis-

try services for conducting transaction verification operations. The distribution functions of a random 

variable characteristic of these processes are determined and presented. The application distribution is 

approximated by Erlang flows to obtain the most accurate value. The conditions for constructing an in-

finitesimal matrix are determined, taking into account the features of information processes in a dis-

tributed registry. Formed the conditions for the normalization. The main integral characteristic indica-

tors required for the analysis of the distributed registry as a queuing system are presented. In order to 

determine the main integral characteristic indicators of the distributed registry system, a simulation 

model was developed on the AnyLogic platform. 

Keywords: mathematical modeling, queuing systems, distributed registry, approximation, Erlang 

phase method, simulation model. 
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