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Аннотация. Предложен комбинированный метод идентификации уравнений математической фи-
зики, описывающих динамику пространственно-распределенных процессов, на основе экспери-
ментальных многомерных временных рядов. Первой составляющей метода является получение 
МНК-оценок параметров разностной схемы Кранка-Николсон. Однако эти оценки оказываются 
смещенными в силу наличия ошибок в регрессорах. С целью уменьшения указанного смещения в 
качестве второй составляющей метода применяется расширенный фильтр Калмана. Приводится 
вычислительный эксперимент, подтверждающий эффективность предложенной методики. 
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Введение 

Задачи идентификации параметров динамических систем являются одними из важнейших задач 
технических, экономических и социальных приложений. Им посвящено большое число работ. При 
этом большинство исследований посвящено стационарным системам с сосредоточенными пара-
метрами [1-7]. Значительно меньше работ посвящено идентификации динамических систем и си-
стем с распределенными параметрами, причем в большинстве этих работ рассматриваются при-
ближенные методы, в том числе, основанные на обработке наблюдений многомерных временных 
рядов в узлах разностных схем, аппроксимирующих соответствующие дифференциальные урав-
нения [8-10].  

В представленном исследовании для параметрической идентификации модели распределенного 
динамического объекта предлагается комбинация фильтра Калмана и простого МНК, служащего 
для оценки начальной точки рекурсивных вычислений. При этом предполагается, что качество 
оценки параметров будет зависеть от рационального выбора разностной схемы соответствующего 
дифференциального уравнения. 

1. Постановка задачи 

Продолжая исследования, начатые в [11-15], будем рассматривать широкий класс простран-
ственно-распределенных динамических систем, для которых характерны диффузионные процес-
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сы, процессы адвекции или их сочетание. Соответствующее дифференциальное уравнение в част-
ных производных с начальными и граничными условиями имеет следующий общий вид: 
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где 0D    коэффициент диффузии, 0v    скорость адвекции, z   пространственная координата. 
Источником информации о поведении системы являются данные натурных измерений пере-

менной k
ix  с погрешностью k

i  в виде нормального «белого шума» – k k k
i i iy x    с математиче-

ским ожиданием ( ) 0k
iM    и cov( , ) 0k l

i j   , в последовательные моменты времени ,kt  

0,1, , ,k n   в узлах одномерной пространственной регулярной сетки 0,1, , 1i m  , т. е. много-
мерный временной ряд. Рассмотрение одномерной сетки ничем не ограничивает дальнейшие ис-
следования, зато позволяет избежать громоздких построений, характерных для плоских и объем-
ных пространств. 

Задача заключается в идентификации процессов конвективной диффузии на основе анализа 
многомерных временных рядов и разработке алгоритмов параметрической идентификации меха-
нистической модели с постоянными коэффициентами по наблюдаемым значениям k

iy . 
Для решения задачи составим явную четырехточечную разностную схему для уравнения (1), 

заменив точные значения решения в узлах сетки k
ix  на наблюдаемые значения k

iy : 
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неявную четырехточечную разностную схему: 
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а также схему Кранка-Николсон: 
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где ,k
i  k

i  и k
i  – случайные ошибки. Изменяя i от 1 до 2m   и k от 0 до 1n  , получаем систему 

линейных относительно параметров D и v уравнений вида (2), (3) или (4). Любая из этих систем 
может быть использована для получения МНК-оценок неизвестных параметров D и v, но, как по-
казывает проведенный в ходе исследования эксперимент, наиболее точные оценки получаются 
при использовании уравнений вида (4), т.е. схемы Кранка-Николсон. Однако и в этом случае 
МНК-оценки параметров v и D будут смещенными из-за наличия ошибок в регрессорах [16]. 

Повышения точности решения задачи верификации процессов уравнения (1) можно достичь на 
основе комбинирования методов идентификации. Такой подход получил широкое распростране-
ние в различных предметных областях [17; 18]. Комбинирование дает возможность компенсиро-
вать недостатки одних методов при помощи других и направлено на повышение качества пара-
метрической идентификации как одного из главных критериев эффективности модели. В работах 
[13; 14] для решения задачи верификации используется комбинация МНК-оценок, полученных  
из уравнений вида (2), т.е. явной разностной схемы, и расширенного фильтра Калмана, построен-
ного по этой же разностной схеме. МНК-оценки дают начальную точку в пространстве поиска  
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для реализации рекурсивного алгоритма Калмана, что очевидно лучше, чем произвольный выбор 
такой точки.  

Однако, как известно, явная разностная схема сходится лишь при выполнении следующих 
условий Куранта:  
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Следовательно, и применение алгоритма Калмана оправдано лишь при выполнении условий  
(5). На практике же условия (5) не обязательно выполняются. Таким образом, применение алго-
ритма расширенного фильтра Калмана, построенного по явной разностной схеме, далеко не всегда 
дает тот положительный результат, который приведен в [13;14]. 

Новизна предлагаемой работы состоит в исследовании эффективности комбинации МНК-
оценок и фильтра Калмана, полученных по безусловно сходящейся разностной схеме Кранка-
Николсон. 

2. Расширенный фильтр Калмана, построенный по схеме Кранка!Николсон 

Как известно, фильтр Калмана представляет собой рекурсивный алгоритм оптимального оце-
нивания неизвестного состояния линейной динамической системы по зашумленным измерениям в 
дискретные моменты времени. Если система оказывается нелинейной, обычно используется про-
цедура линеаризации. Полученный таким образом фильтр называется расширенным фильтром 
Калмана. 

Уравнения (4), но уже для точного решения x, можно записать в виде: 
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где ( )A θ  и ( )B θ – трехдиагональные матрицы размера ( 2) ( 2),m m    зависящие от вектора 

параметров 1 2( , ) ,T θ  следующего вида: 
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1 2 2,( , , )k k k T
k mxx x  x – вектор размера ( 1,2)m    а ( )Γ θ  – матрица размера ( 2) 4,m    также за-

висящая от вектора ,θ  следующего вида: 
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В силу невырожденности матрицы ( )A θ  умножим левую и правую части уравнений (6) на об-

ратную матрицу 1( ).A θ  Получим 
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Тогда рассматриваемая нами линейная динамическая модель может быть записана в простран-
стве состояний следующим образом: 

 
1 1

1 ( ) ( ) ( ) ( )( ),

,
k k k

k k k

k
 

   


 

x A θ B θ x A θ Γ θ u ξ

y x η
  (8) 

где 1 1
0 0 1 1( , , , )k k k k T

k m my y y y 
 u  интерпретируется в терминах фильтра Калмана как вектор управля-

ющих воздействий, 1 1
0 0 1 1( , , , )k k k k T

k m m    
 ξ   шум процесса, 1 2 2,( , , )k k k T

k my y y  y   вектор изме-

рений, 1 2 2,( , , )k k k T
k m    η   измерительный шум. 

Поскольку θ   постоянный вектор, вполне естественно положить 
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Тогда система (8) вместе с предположением (9) может быть переформулирована как нелиней-
ная модель 
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где 2mI  – единичная матрица размера ( 2) ( 2).m m    Теперь расширенный фильтр Калмана мо-

жет быть применен для оценки вектора состояния, содержащего kθ  в качестве своих компонент. 

Однако, для этого нам необходимо иметь оценки матриц ковариации cov( )kQ ξ  и cov( ),kR η  
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0|0

0|0

ˆ

ˆ

 
 
 
 

x

θ
 и оценку ковариационной матрицы 0|0P  начальной 

оценки вектора состояния. 
Предположим, что имеется некоторая оценка 2̂  дисперсии 2  измерительной погрешности 
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уравнений вида (4). Тогда оценка матрицы 0|0P  примет вид: 
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Алгоритм расширенного фильтра Калмана в нашем случае выглядит следующим образом [19]: 
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В качестве итоговой оценки вектора параметров θ  можно использовать последнее значение 
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Аналогичным образом можно построить расширенный фильтр Калмана и для уравнений вида 
(3), соответствующим неявной разностной схеме, но, как показывает проведенный в ходе исследо-
вания эксперимент, качество полученных таким образом оценок будет уступать качеству оценок, 
полученных с помощью описанного выше алгоритма.  

3. Результаты вычислительного эксперимента 

Для проведения исследований удобно воспользоваться данными модельного эксперимента. Для 
этого необходимо найти решение исходного дифференциального уравнения (1) с заданными зна-
чениями параметров D и v. Затем выполнить регулярную дискретизацию полученного решения и 
добавить погрешность   в виде «белого шума» с различной интенсивностью. Полученные стати-

стические данные будут использованы для получения оценок D̂  и v̂  параметров уравнения (1). 
Таким образом, модельный эксперимент позволяет провести наглядное сравнение исходных зна-
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чений параметров и их оценок при различных методах получения оценок и различных интенсив-
ностях помехи.  

Рассмотрим следующее решение уравнения (1): 

 ( , ) exp (exp(- )sin( ) exp(-4 )sin(2 ) exp(-9 )sin(3 ))
2 2

v vt
x t z z Dt z Dz z Dz z

D

       
  

  (11) 

в прямоугольной области [0, 1] [1, 3]  при зна-
чениях параметров D и v равных соответственно 
3 и 2. График решения представлен на Рис. 1.  

Далее к значениям t
ix  решения (11) в узлах 

пространственно-временной сетки с некоторым 
шагом z  по пространственной координате и 
некоторым шагом t  по времени добавим смо-
делированную с помощью генератора случайных 
чисел погрешность в виде нормального «белого 
шума» с некоторой дисперсией   и по получен-

ным значениям t
iy  найдем сначала МНК-оценки 

D̂  и v̂  параметров уравнения (1) с использова-
нием системы уравнений вида (4), а затем оценки 
этих же параметров, применяя алгоритмы рас-
ширенного фильтра Калмана, построенные по 
явной разностной схеме и по схеме Кранка-
Николсон, при выполнении и невыполнении 
условий Куранта (5). 

Очевидно, что результаты параметрической идентификации могут существенно зависеть от ин-
тенсивности «белого шума», задаваемой стандартным отклонением случайной погрешности 
наблюдений  . Для проведения эксперимента выберем три уровня погрешности: 1%, 5% и 10% от 
среднего значения модуля решения (11) в узлах сетки, что соответствует низкому, среднему и вы-
сокому уровню погрешности. Модельный эксперимент многократно повторим (100 раз) по каж-
дому методу получения оценок и при каждом уровне интенсивности помехи, что позволит полу-
чить средние абсолютные ошибки в процентах (MAPE) оценок параметров D и v. 

Шаг по пространственной координате z  выберем равным 0,1, шаг по времени t  выберем 
сначала равным 0,001, что соответствует условиям Куранта (5). Результаты идентификации пред-
ставлены в Табл. 1.  

Данные Табл. 1 показывают, что алгоритмы расширенного фильтра Калмана, построенные по 
явной разностной схеме и по схеме Кранка-Николсон дают примерно одинаковые очень хорошие 
результаты, практически не зависящие от уровня погрешности наблюдений. Средние абсолютные 
ошибки для этих методов более чем на порядок меньше чем ошибки МНК-оценок. 

Табл. 1. Сравнение качества идентификации по статистическому критерию при 0,001t   

Уровень по-
грешности 

MAPE

МНК 
Фильтр Калмана 

(явная схема) 
Фильтр Калмана 

(схема Кранка-Николсон) 
D v D v D v 

1% 15,66 4,69 0,33 1,30 0,48 1,60 
5% 82,90 30,91 0,36 1,34 0,49 1,62 

10% 95,13 39,86 0,54 1,54 0,51 1,65 

Рис. 1. График решения уравнения (1) 



Идентификация распределенной динамической системы с использованием расширенного фильтра Калмана 

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 2/2021 81 

Теперь выберем шаг t  так, чтобы условия (5) не выполнялись. Например, возьмем 0,01.t   
Результаты идентификации в этом случае приведены в Табл. 2. 

Из Табл. 2 хорошо видно, что результаты идентификации, полученные с помощью алгоритма 
расширенного фильтра Калмана, построенного по явной разностной схеме являются неудовлетво-
рительными: средние абсолютные ошибки в процентах в несколько раз выше, чем уровень по-
грешности наблюдений. В то же время средние абсолютные ошибки в процентах оценок, полу-
ченных с использованием алгоритма расширенного фильтра Калмана, построенного по разностной 
схеме Кранка-Николсон не превышают уровня погрешности наблюдений, что является весьма не-
плохим результатом. 

Заключение 

Результаты проведенных экспериментов показывают, что использование для оценки парамет-
ров дифференциального уравнения (1) метода наименьших квадратов может привести к суще-
ственным искажениям истинных значений параметров в условиях даже незначительного уровня 
погрешностей наблюдений за многомерными временными рядами в узлах разностной схемы. Ис-
пользования для идентификации расширенного фильтра Калмана, построенного по явной разност-
ной схеме также не может обеспечить приемлемого качества оценок параметров дифференциаль-
ного уравнения в случае нарушения условий Куранта.  

Комбинирование МНК-оценок и оценок расширенного фильтра Калмана, построенного по раз-
ностной схеме Кранка-Николсон, как показывают результаты Табл. 1 и 2, существенно улучшает 
качество оценки, как в случае выполнения, так и в случае невыполнения условий Куранта. 
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Abstract. A combined method for identifying equations of mathematical physics describing the dy-
namics of spatially distributed processes based on experimental multidimensional time series is pro-
posed. The first component of the method is to obtain OLS estimates of the parameters of the Crank-
Nicholson difference scheme. However, these estimates turn out to be biased due to the presence of er-
rors in the regressors. In order to reduce the indicated bias, the extended Kalman filter is used as the 
second component of the method. A computational experiment confirming the effectiveness of the 
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