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Аннотация. Работа посвящена разработке метода энтропийного оценивания с мягкой рандомиза-
цией для восстановления параметров вероятностных математических моделей по имеющимся 
наблюдениям. Под мягкой рандомизацией понимается техника добавления регуляризации в функ-
ционал информационной энтропии с целью упрощения оптимизационной задачи и ускорения  
обучения по сравнению с традиционным методом наибольшей энтропии. В данной работе была 
разработана концепция метода энтропийного оценивания с мягкой рандомизацией, включая полу-
чение энтропийно-оптимальных функций ПРВ в общем виде. В ходе экспериментов были проте-
стированы несколько типов регуляризации модели на примере классической задачи регрессионно-
го анализа. 
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Введение 

Работа посвящена проблеме оценивания вероятностных параметрических моделей и нацелена 
на развитие метода рандомизированного энтропийно-робастного оценивания, основанного на 
максимизации функционала информационной энтропии. 

Наиболее распространенными методами оценивания математических моделей являются метод 
наименьших квадратов (МНК), метод наибольшего правдоподобия (МНП) и байесовское 
оценивание. Несмотря на то, что МНК является непараметрическим методом, его эффективность и 
свойства получаемых оценок существенным образом зависят от функции правдоподобия для 
ошибок модели [1, 2]. Информация о функции правдоподобия также необходима для МНП и 
байесовского оценивания. С другой стороны, существует ряд прикладных задач, при решении 
которых отсутствуют априорные знания о функции правдоподобия, или нарушаются иные 
предпосылки классических методов оценивания, такие как эргодичность и стационарность 
данных, что становится особенно актуальным при анализе временных рядов [3, 4]. Примерами 
таких задач являются анализ биржевых индексов и макроэкономических показателей из области 
экономики и анализ записей ЭКГ и ЭЭГ из области медицины. 

Решить проблему отсутствия функции правдоподобия позволяет развиваемый в последние 
несколько лет метод энтропийно-робастного оценивания [5-7], который базируется на 
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оптимизации энтропийного функционала в соответствии с ограничениями на согласованность 
выхода модели с реальными данными. Согласованность выхода модели определяется 
выполнением, так называемых, балансовых ограничений, представляющих собой систему 
интегральных уравнений, решение которой требует существенных вычислительных ресурсов. 
Новая идея «мягкой» рандомизации заключается в использовании приближенной согласованности 
модели с реальными данными вместо строгого выполнения балансовых ограничений. 

1. Метод энтропийно#робастного оценивания 

Приведем кратко формулировку метода энтропийного оценивания в традиционной форме с вы-
полнением балансовых ограничений (с «жесткой» рандомизацией). 

Пусть имеется обучающая коллекция данных, состоящая из входных данных (матрица ܺ разме-
ром [݊ ൈ ݉ሿ), и выходных данных (вектор ݕ ∈ ܴ). Можно считать, что ݊ – количество объектов 
для обучения, а ݉ – количество признаков (характеристик) этих объектов. В регрессионном ана-
лизе вектор ݕ принято называть целевой переменной, а матрицу ܺ – предикторами модели. Тогда 
каждый элемент из ݕ трактуется как одно наблюдение целевой переменной при значениях предик-
торов ݔሺሻ ൌ ሼ ܺ, ݆ ൌ 1…݉ሽ. 

Предполагается, что между данными ܺ и ݕ существует причинно-следственная связь, которую 
необходимо смоделировать. Для этого декларируется модель с параметрами ܽ ∈ ܴ, например, 
следующего вида: 

ݕ ൌ ,ሺܺܨ ܽሻ  ܽ								,ߝ ∈ ܴ 

где ܨ – вектор-функция, а ߝ – остатки модели или шумы измерений. В методе энтропийного оце-
нивания параметры модели и шумы полагаются случайными величинами, в общем случае непре-
рывными, определенными на некоторых интервалах и характеризующимися функциями ПРВ: 

ܽ ∈ ܣ ൌ ሾܽି, ܽାሿ, ߝ ∈ ܧ ൌ ሾିߝ,  .ାሿߝ

Целью энтропийно-робастного оценивания является восстановление оптимальных функций 
ПРВ ܲሺܽሻ и ܳሺߝሻ посредством максимизации функционала информационной энтропии 

Hሾܲሺܽሻ, ܳሺߝሻሿ ൌ െන	

ܲሺܽሻlnܲሺܽሻ݀ܽ െ න	

ா
ܳሺߝሻlnܳሺߝሻ݀ߝ

	
⇒ max

,ொ
	 

при выполнении ограничений на функции ПРВ (нормировка): 

න	

ܲሺܽሻ݀ܽ ൌ 1,								 න 	

ா
ܳሺߝሻ݀ߝ ൌ 1; 

и на средний выход модели (балансовые ограничения): 

ॱሾݕොሿ ൌ ॱൣܨ൫ݔሺሻ, ܽ൯  ൧ߝ ൌ න	

ܲሺܽሻܨ൫ݔሺሻ, ܽ൯݀ܽ  න	

ா
ܳሺߝሻߝ݀ߝ ൌ  	,ݕ

݅ ൌ 1,… , ݊. 

Данная задача является вариационной задачей Ляпуновского типа и имеет аналитическое ре-
шение, параметризованное множителями Лагранжа: 

ܲ∗ሺܽ, ሻߣ ൌ
exp൫െ∑ ݔ൫ܨߣ

ሺሻ, ܽ൯
ୀଵ ൯

 	 exp൫െ∑ ,ሺሻݔሺܨ ܽሻ
ୀଵ ൯݀ܽ

, 

 

ܳ∗ሺε, ሻߣ ൌ
expሺെ∑ ߝߣ


ୀଵ ሻ

 	ா exp൫െ∑ ߝߣ

ୀଵ ൯݀ߝ.

, 
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где множители Лагранжа ߣଵ, … ,  : вычисляются из системы уравненийߣ

න	

ܲ∗ሺܽ, ,ሺሻݔ൫ܨሻߣ ܽ൯݀ܽ  න	

ா
ܳ∗ሺε, ߝ݀ߝሻߣ ൌ ,ݕ ݅ ൌ 1,… , ݊. 

Таким образом, при восстановлении энтропийно-оптимальных функций ПРВ необходимым 
этапом является численное решение системы интегральных уравнений, что может потребовать 
существенных вычислительных ресурсов, особенно для анализа больших данных, и ограничивает 
область применения энтропийно-робастного оценивания в целом. 

Максимизация функционала информационной энтропии, как меры неопределенности системы, 
позволяет получить в некотором смысле наилучшие оценки в условиях наибольшей неопределен-
ности. Эта логическая взаимосвязь была декларирована в [8] и развивалась в работах [9, 10]. 

В практическом плане энтропийное оценивание оказывается эффективным в условиях малого 
объема входных данных и при наличии несимметричности шумов измерений [11]. Существуют 
примеры применения данной технологии оценивания как в задачах регрессионного анализа для 
прогнозирования экономических показателей [12, 13], так и в задачах машинного обучения для 
классификации [14, 15]. 

2. Метод «мягкого» энтропийного оценивания 

В данном разделе рассматривается альтернативный подход к восстановлению энтропийно-
оптимальных функций ПРВ, нацеленный на ускорение вычислений. 

Балансирование выхода модели ݕො ൌ  будем осуществлять ݕ ሺܽሻ и реальных данныхݖ
приближенно в терминах одной из гельдеровых норм [16]:  

ܰሺܽሻ ൌ ሺܽሻݖ‖ െ 								,ு‖ݕ ఌܰሺߝሻ ൌ  .ு‖ߝ‖

Первое выражение характеризует расстояние между векторами выхода модели и реальных 
данных, второе – норму вектора шума. Обе величины – это функции случайных переменных ܽ и ߝ. 
Определим их математические ожидания, т.е. эмпирический риск [17]: 

ഥܰሾܲሺܽሻሿ ൌ ॱሾ ܰሺܽሻሿ ൌ න	

ܲሺܽሻ ܰሺܽሻ݀ܽ,	 

ഥܰఌሾܳሺߝሻሿ ൌ ॱሾ	 ఌܰሺߝሻሿ ൌ න	
ா
ܳሺߝሻ ఌܰሺߝሻ݀ߝ. 

Для приближенного («мягкого») оценивания введем синтетический функционал ܬሾܲሺܽሻ, ܳሺεሻሿ, 
агрегирующий энтропийную меру неопределенности с эмпирическим риском и средней нормой 
вектора ошибок. Тогда алгоритм «мягкого» оценивания приобретает следующий вид:  

,ሾܲሺܽሻܬ  ܳሺߝሻሿ ൌ Hሾܲሺܽሻ, ܳሺߝሻሿ െ ഥܰሾܲሺܽሻሿ െ ഥܰఌሾܳሺߝሻሿ ⇒ max,ொ 	 

при условии нормировки функций ПРВ:  

න	

ܲሺܽሻ݀ܽ ൌ 1,								 න 	

ா
ܳሺߝሻ݀ߝ ൌ 1. 

Данная задача имеет несколько иную форму функционала для оптимизации и не требует вы-
полнения балансовых ограничений. Ее решение аналогично решению задачи классического эн-
тропийного оценивания посредством введения функционала Лагранжа: 

Lሾܲሺܽሻ, ܳሺߝሻሿ ൌ ,ሾܲሺܽሻܬ ܳሺߝሻሿ  ߥ ቆ1 െ න	

ܲሺܽሻ݀ܽቇ  ߤ ቆ1 െන	

ா
ܳሺߝሻ݀ߝቇ. 

Здесь ߥ,  скалярные переменные. Условия оптимальности формулируются в терминах – ߤ
множителей Лагранжа и производных Гато [18]. Поскольку ПРВ ܲሺܽሻ, ܳሺߝሻ принадлежат классу 
ԧଵ непрерывно-дифференцируемых функций, представим их вариацию в следующем виде:  
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ܲሺܽሻ ൌ ܲ∗ሺܽሻ  ሻߝܳሺ								ሺܽሻ,ߙ ൌ ܳ∗ሺߝሻ   ,ሻߝሺݍߚ

где ߚ ,ߙ – вещественные переменные, а функции ሺܽሻ, ݍሺεሻ также принадлежат классу ԧଵ. Тогда 
производные Гато функционала Lሾܲሺܽሻ, ܳሺߝሻሿ и условия оптимальности имеют вид:  

ܮ݀
ߙ݀
ฬ
ఈୀ

ൌ
݀
ߙ݀

ቈെන	

൫ܲ∗ሺܽሻ  ሺܽሻ൯ߙ ln൫ܲ∗ሺܽሻ  ሺܽሻ൯ߙ ݀ܽ െ න	


൫ܲ∗ሺܽሻ  ሺܽሻ൯ߙ ܰሺܽሻ݀ܽቤ

ఈୀ

ൌ ቈെන	

ቀpሺaሻ	ln൫ܲ∗ሺܽሻ  ሺܽሻ൯ߙ  ሺܽሻ  ሺܽሻ ܰሺܽሻቁ ݀ܽቤ

ఈୀ

ൌ න	

ሺܽሻ൫lnܲ∗ሺܽሻ  1  ܰሺܽሻ൯݀ܽ ൌ 0, 

и аналогично для шума: 

ܮ݀
ߚ݀
ฬ
ఉୀ

ൌ
݀
ߚ݀

ቈെන	
ா
൫ܳ∗ሺߝሻ  ሻ൯ߝሺݍߚ ln൫ܳ∗ሺߝሻ  ሻ൯ߝሺݍߚ ߝ݀ െ න	

ா
൫ܳ∗ሺߝሻ  	ሻ൯ߝሺݍߚ ఌܰሺߝሻ݀ߝቤ

ఉୀ

ൌ ቈെන	

൫ݍሺߝሻ ln൫ܳ∗ሺߝሻ  ሻ൯ߝሺݍߚ  ሻߝሺݍ  	ሻߝሺݍ ఌܰሺߝሻ൯݀ߝቤ

ఉୀ

ൌ න	
ா
qሺߝሻ൫lnܳ∗ሺߝሻ  1  ఌܰሺߝሻ൯݀ߝ ൌ 0. 

Для того, чтобы эти уравнения обращались в ноль при любых функциях ሺܽሻ,  ሻ, необходимоߝሺݍ
и достаточно обращение в ноль подынтегральных выражений. Отсюда получаем решение исход-
ной экстремальной задачи в общем виде: 

ܲ∗ሺܽሻ ൌ
expሺെ ܰሺܽሻሻ

 	 expሺെ ܰሺܽሻሻ݀ܽ
, 

ܳ∗ሺεሻ ൌ
exp൫െ ఌܰሺߝሻ൯

 	ா exp൫െ ఌܰሺߝሻ൯݀ߝ.
. 

Таким образом, задача «мягкого» энтропийного оценивания порождает экспоненциальное 
семейство функций ПРВ. Однако их детальная структура определяется характеристиками 
эмпирического риска и нормы ошибок. Примуществом здесь является отсуствие параметризации 
множителями Лагранжа, вычисление которых было бы необходимым для выполнения балансовых 
ограничений. 

Вообще говоря, поскольку величина эмпирического риска ܰሺܽሻ зависит не только от параметров 
модели, но и от имеющихся измерений, то функцию ܲ∗ሺܽሻ можно трактовать как аналог функции 
правдоподобия при имеющейся выборке наблюдений. Следовательно, в задачах оценивания при 
остутствии информации о виде распределения ошибок и настоящей функции праводоподобия 
технология «мягкого» энтропийного оценивания позволяет восстановить ее альтернативу. Тогда 
точечные оценки параметров могут быть либо точкой максимума энтропийно-оптимальных функций 
ПРВ, либо математическим ожиданием соответствующих случайных величин. 

3. Задача линейной регрессии 

Описанный метод «мягкого» энтропийного оценивания открывает широкий спектр возможно-
стей для подбора наиболее обобщающих моделей, позволяя варьировать вид эмпирического риска 
и/или норму ошибок модели. 

В данном разделе рассмотрим пример классической задачи регрессионного анализа – восста-
новление коэффициентов линейной регрессии. В качестве эмпирического риска тестируется 3 ви-
да функций: нормы ܮଵ, ܮଶ и их линейная комбинация. 
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Итак, пусть имеется вектор наблюдений ܻ ൌ ሼݕ, ݅ ൌ 1,… , ݊ሽ и матрица предикторов  
ܺ ൌ ሼ ܺ, ݅ ൌ 1,… , ݊; ݆ ൌ 1,… ,݉ሽ, которые связаны уравнением линейной регрессии: 

ܻ ൌ ܾܺ   ,ߝ

где ܾ ൌ ሼ ܾ, ݆ ൌ 1,… ,݉ሽ – вектор параметров регрессии, и ߝ ൌ ሼߝ, ݅ ൌ 1,… , ݊ሽ – остатки модели, в 
общем случае неизвестного распределения. 

Определим интервалы принадлежности параметров модели и шумов измерений как 

ܤ ൌ ሾܾି, ܾାሿ, ܧ ൌ ሾିߝ,  ,ାሿߝ

и соответствующие им функции ПРВ как ܲሺܾሻ и ܳሺߝሻ. В общем случае, как параметры модели, так и 
остатки для разных измерений могут иметь разные интервалы принадлежности. Определение данных 
интервалов является предварительным этапом настройки алгоритма энтропийного оценивания. 

Степень согласованности выхода модели с реальными данными будем определять в следующих 
трёх вариантах: 

ଵܰሺܾሻ ൌ ොݕ‖ െ ଵ‖ݕ ൌ|ݕො െ |ݕ


ୀଵ

ൌห〈ܺ, ܾ〉 െ หݕ



ୀଵ

; 

ଶܰሺܾሻ ൌ ොݕ‖ െ ଶ‖ݕ ൌሺݕො െ ሻଶݕ


ୀଵ

ൌ൫〈ܺ, ܾ〉 െ ൯ݕ
ଶ



ୀଵ

; 

 

ଷܰሺܾሻ ൌ cଵ‖ݕො െ ଵ‖ݕ  	cଶ‖ݕො െ  ଶ‖ݕ
 

В общем случае, ܰሺܾሻ и, аналогично, ఌܰሺߝሻ.	Софрмулируем задачу «мягкого» энтропийного 
оценивания: 

,ሾܲሺܾሻܬ ܳሺߝሻሿ ൌ Hሾܲሺܾሻ, ܳሺߝሻሿ െ ഥܰሾܲሺܾሻሿ െ ഥܰఌሾܳሺߝሻሿ ⇒ max
,ொ

	 

при условии нормировки функций ПРВ:  

න	

ܲሺܾሻܾ݀ ൌ 1,								 න 	

ா
ܳሺߝሻ݀ߝ ൌ 1. 

Решение для энтропийно-оптимальных функций ПРВ в общем виде приведено в предыдущем раз-
деле, представим его для одного из трех выбранных типов регуляризации на примере функции ܲሺܾሻ: 

ܲ∗ሺbሻ ൌ
1
ܥ
exp൭െ൫〈ܺ, ܾ〉 െ ൯ݕ

ଶ


ୀଵ

൱ , ܥ ൌ න 	

exp ൭െ൫〈ܺ, ܾ〉 െ ൯ݕ

ଶ


ୀଵ

൱ ܾ݀ 

Как видно, при расчете эмпирического риска в терминах нормы ܮଶ, вид энтропийно-
оптимальных решений соответствует с точностью до константы функции правдоподобия для па-
раметров линейной регрессии при нормально-распределенных остатках. Следовательно, при рас-
чете оценки как точки максимума энтропийно-оптимальной функции ПРВ, эта оценка будет сов-
падать с оценками по методу МНК. В остальных случаях энтропийно-оптимальные функции ПРВ 
также принадлежат экспоненциальному классу распределений, но имеют несколько иную форму. 

4. Результаты экспериментов 

Для апробации предложенного метода была проведена серия экспериментов с модельными 
данными. Целью экспериментов являлась проверка работоспособности метода «мягкого» энтро-
пийного оценивания на примере классической задачи линейной регрессии. 
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4.1. Описание эксперимента 

Методология экспериментов включала формирование массивов входных данных, соответству-
ющих выбранным коэффициентам для парной регрессии с последующим добавлением случайного 
шума. Все параметры генерации данных, включая распределение шума и состояние генератора 
случайных чисел, фиксировались для обеспечения строгой воспроизводимости всех результатов. 

После генерации набора данных по имеющимся наблюдениям производилось оценивание па-
раметров регрессии методами наименьших квадратов (OLS), классического энтропийно-
робастного оценивания (Max Ent.) и «мягкого» энтропийного оценивания (Soft Ent.). Результаты 
оценивания сравниваются в терминах коэффициента детерминации модели: 

ܴଶ ൌ 1 െ
ଶݏ

௬ଶݏ
, 

ଶݏ ൌ
1

݊ െ 2
ሺݕො െ ሻଶݕ


ୀଵ

, ௬ଶݏ ൌ
1

݊ െ 1
ሺݕ െ തሻଶݕ


ୀଵ

 

Коэффициент детерминации ܴଶ принимает значения не более 1 и является одной из наиболее 
распространенных метрик качества модели линейной регрессии. 

Пример восстановления коэффициентов модели линейной регрессии представлен на Рис. 1. 
Стоит отметить, что поскольку шум в данных имеет случайную природу, и сами оценки являются 
случайными величинами, об устойчивости результатов следует судить по итогу множества испы-
таний, в данном случае проводилось ݉ܿ ൌ 100 испытаний Монте-Карло с последующим усредне-
нием результатов. 

В эксперименте, продемонстрированном на Рис. 1, использовалась выборка из ݊ ൌ 50 измере-
ний и несимметричные ошибки по распределению «хи»-квадрат. Для «мягкого» энтропийного 
оценивания использовалась норма ܮଵ. Как видно, получаемые всеми тремя методами модели име-
ют сравнимые значения коэффициента детерминации. Данный эксперимент демонстрирует рабо-
тоспособность предложенного метода «мягкого» энтропийного оценивания. 

Рис. 1. Пример восстановления линейной модели 
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Отметим, что наибольшее значение коэффициента ܴଶ достигается именно для метода наименьших 
квадратов, а не энтропийного оценивания. Этот факт также напрямую следует из выражения для ܴଶ, в 
котором в явном виде участвует сумма квадратов отклонений выхода модели от реальных измерений. 
Не следует, однако, по этим значениям в полной мере судить об эффективности методов оценивания. 
Для более основательного сравнения необходимо исследовать отклонение получаемых оценок от 
оригинальных значений коэффициентов, потому, как в случае ошибок, отличных от нормально-
распределенных, метод МНК дает смещенные оценки. 

4.2. Восстановление функций ПРВ 

Далее, на Рис. 2-4 представлены примеры восстановленных в ходе экспериментов энтрпоийно-
оптимальных функций ПРВ при использовании норм ܮଵ,  .ଶ и их комбинации соответственноܮ
Можно отметить характерный пик на вершине графика для нормы ܮଵ (Рис. 2), и, наоборот, 
плавность функции ПРВ для расчета по норме ܮଶ (Рис. 4). 

Данные рисунки демонстрирют, почему точки максимума восстановленных функций ПРВ и их 
средние могут приводить к отличающимся оценкам. По аналогии с методом наибольшего 
правдоподобия, в проведенных экспериментах наилучшую точность показали оценки по точкам 
максимума энтропийно-оптимальных решений. 

4.3. Эксперимент для малого объема данных 

На Рис. 5 приведены результаты сравнения эффективности метода наименьших квадратов и 
«мягкого» энтропийного оценивания в условиях малого объема входных данных. 

В данном эксперименте использовалась выборка из ݊ ൌ 20 точек, что приводит к менее точным 
оценкам. Однако падение точности для метода энтрпоийного оценивания оказывается менее 
значительным, чем для метода МНК. 

  

Рис. 2. Вид энтропийно?потимальной функции ПРВ для нормы ܮଵ. 
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Рис. 3. Вид энтропийно?потимальной функции ПРВ для нормы ܮଶ. 

Рис. 4. Вид энтропийно?потимальной функции ПРВ для комбинации норм ܮଵ и ܮଶ 
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Рис. 5. Пример восстановления линейной модели для малого объема входных данных 

Рис. 6. Гистограммы оценок при использовании нормы ܮଵ 
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4.4. Распределение оценок 

Наконец, последняя серия экспериментов была посвящена изучению некоторых свойств оценок 
по методу «мягкого» энтропийного оценивания. Для этого строилась гистограмма значений коэф-
фициентов линейной модели, полученных в результате оценивания. В данном случае использова-
лось ݉ܿ ൌ 1000 повторений. Полученные гистограммы приведены на Рис. 6 для оценивания по 
норме ܮଵ и на Рис. 7 – для комбинации норм ܮଵ и ܮଶ. 

Как видно из Рис. 6 и 7, в обоих случаях получаемые гистограммы приближенно соответствуют 
некоторому нормальному распределению, что может говорить об асимптотической нормальности 
оценок. 

Заключение 

В рамках данного исследования была разработана концепция метода энтропийного оценивания 
с мягкой рандомизацией, включая получение решения для энтропийно-оптимальных функций 
ПРВ в общем виде. В ходе экспериментов на примере задачи линейной регрессии были протести-
рованы несколько типов регуляризации модели. Дополнительно была исследована асимптотиче-
ская нормальность оценок и поведение предложенного метода в условиях малого объема входных 
данных. В дальнейшем планируется детально исследовать свойства получаемых оценок и поведе-
ние предложенного метода в условиях различных объемов обучающих выборок и различных ти-
пов шумов измерений. 
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Abstract The work is devoted to the development of an entropy estimation method with “soft” ran-
domization for restoring the parameters of probabilistic mathematical models from the available ob-
servations. Soft randomization refers to the technique of adding regularization to the information en-
tropy functional to simplify the optimization problem and speed up learning process compared to the 
traditional maximum entropy method. In this work, the concept of the soft randomization entropy es-
timation method was developed, including obtaining entropy-optimal PDF functions in general form. 
During the experiments, several types of model regularization were tested on the example of a classi-
cal regression analysis problem. 
Keywords: probabilistic mathematical model, maximum entropy method, linear regression, 
regularization. 
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