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Введение 

Работа посвящена разработке и исследова-
нию метода энтропийного оценивания с мягкой 
рандомизацией для восстановления параметров 
вероятностных математических моделей по 
имеющимся наблюдениям. Под мягкой рандо-
мизацией понимается техника добавления ре-
гуляризации в функционал информационной 
энтропии с целью упрощения оптимизационной 
задачи и ускорения обучения. В 1-й части ста-
тьи (опубликована в №4 2022 журнала) была 
представлена концепция метода «мягкого» эн-
тропийного оценивания, включая получение 
энтропийно-оптимальных функций ПРВ в об-
щем виде. В данной работе представлены ре-
зультаты тестирования предложенного метода 

и экспериментального исследования свойств 
получаемых оценок в регрессионных задачах. 

При решении регрессионных задач принято 
разделять классический, статистический под-
ход, в котором параметры моделей считаются 
детерминированными величинами и оценива-
ются их значения, например, методом 
наименьших квадратов (МНК) или методом 
наибольшего правдоподобия (МНП) [1], и вто-
рой ¬– вероятностный подход, согласно кото-
рому параметры моделей полагаются случай-
ными величинами, а результатом оценивания 
являются их вероятностные характеристики [2]. 
Такому подходу соответствуют, например, бай-
есовское оценивание и энтропийно-робастное 
оценивание – метод наибольшей энтропии 

_________________________________________ 

* Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований (проект № 20-07-00223). 
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(МНЭ) [3]. Одно из отличий статистического и 
вероятностного подхода заключается в том, что 
последний позволяет использовать вероятност-
ные характеристики и свойства случайных ве-
личин с целью уточнения оценок и последую-
щих прогнозов с их использованием. 

На практике переход к вероятностному оце-
ниванию наиболее распространен в задачах, где 
нарушаются предпосылки классического метода 
МНК и теоремы Гаусса-Маркова [4]. Примерами 
являются задачи с малым количеством входных 
данных, когда проверка статистических гипотез 
становится затруднительна, и задачи с нестан-
дартными видами ошибок или, в общем случае, 
неструктурированным шумом. Оценки, получае-
мые вероятностными методами, для таких задач 
могут оказаться смещенными, однако более эф-
фективными по сравнению с классическими ме-
тодами, как, например, МНК, в терминах средне-
квадратической ошибки оценок [5].  

Далее рассмотрим несколько видов регресси-
онной задачи, начиная с классического случая с 
нормально-распределенными ошибками. Для 
каждой задачи будут вычисляться смещение и 
дисперсия для оценок, полученных различными 
методами, а именно: методом наибольшего прав-
доподобия, байесовского оценивания и «мягкого» 
энтропийного оценивания. 

1. Методология сравнительного 
исследования 

В данном разделе приводятся схема экспе-
римента для исследования и критерии для 
сравнения результатов различных методов. 

Пусть имеется обучающая коллекция дан-
ных, состоящая из входных данных (матрица ܺ 
размером [݊ ൈ ݉ሿ) и выходных данных (вектор 
ݕ ∈ ܴ௡). Можно считать, что ݊ – количество 
объектов для обучения, а ݉ – количество при-
знаков для этих объектов. В регрессионном 
анализе вектор ݕ принято называть целевой или 
зависимой переменной, а матрицу ܺ – предик-
торами модели. Тогда каждый элемент из ݕ 
трактуется как одно наблюдение целевой  
переменной при значениях предикторов 
ሺ௜ሻݔ ൌ ሼ ௜ܺ௝, ݆ ൌ 1…݉ሽ. 

Предполагается, что между данными ܺ и ݕ 
существует причинно-следственная связь, ко-

торую необходимо смоделировать. Для этого 
декларируется модель с параметрами ܽ ∈ ܴ௥, 
например, следующего вида:  

ݕ ൌ ,ሺܺܨ ܽሻ ൅ ܽ								,ߝ ∈ ܴ௥ 

где ܨ – вектор-функция, а ߝ – остатки модели 
или шумы измерений. 

В наиболее распространенной на практике 
задаче линейной регрессии функция ܨሺܺ, ܽሻ яв-
ляется линейной комбинацией или скалярным 
произведением: 

௜ݕ ൌ 	 〈ܺ
ሺ௜ሻ, ܽ〉 ൅  		,ߝ

௜ݕ ൌ෍ ௜ܺ௝ ௝ܽ

௠

௝ୀଵ

, ݅ ൌ 1…݊ 

Результатом оценивания будем называть 
вектор параметров ොܽ при заданных входных 
данных ܺ и ݕ. 

При сравнении оценок важно понимать, что 
результат применения любых методов оценива-
ния, в том числе и МНК, является случайным в 
силу случайности ошибок модели. То есть, оцен-
ки являются случайными величинами, обладаю-
щими такими характеристиками, как смещение 
относительно истинных значений и стандартное 
отклонение. Для метода МНК, например, извест-
но, что в случае нормально-распределенных 
ошибок и выполнении прочих предпосылок тео-
ремы Гаусса-Маркова, его оценки являются не-
смещенными и наиболее эффективными в классе 
линейных несмещенных оценок (Best Linear Un-
biased Estimation, BLUE) [6]. Чем ниже дисперсия 
оценки, тем она считается более эффективной, а 
при стремлении дисперсии несмещенной (или 
асимптотически несмещенной) оценки к 0 с ро-
стом объема выборки, оценку называют состоя-
тельной. 

2. Схема экспериментов 

Свойства несмещенности и состоятельности 
для таких методов оценивания, как МНК, МНП 
и даже байесовского вывода при определенных 
условиях, доказаны аналитически в теории ма-
тематической статистики [7], однако, не для 
метода «мягкого» энтропийного оценивания. 
Поэтому для вычисления свойств оценок мето-
да энтропийного оценивания будем применять 
схему испытаний Монте-Карло: 
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1) Фиксируются истинные параметры моде-
ли ܽ଴ и генерируется обучающая выборка объ-
емом ݊ точек ܺ и  

ሺ଴ሻݕ ൌ ,ሺܺܨ ܽ଴ሻ 

2) Согласно выбранному распределению 
ошибок генерируется выборка ߝ из ݊ точек в 
качестве аддитивного шума для ݕ: 

ݕ ൌ ሺ଴ሻݕ ൅ ,ߝ ௜ݕ ൌ ௜ݕ
ሺ଴ሻ ൅ ,௜ߝ ݅ ൌ 1…݊ 

3) Пункт 2 повторяется для каждого из ис-
пытаний Монте-Карло, общим количеством, 
например, ܯ ൌ 1000 раз. В результате имеется 
выборка из ܯ оценок для параметров модели, 
по которым можно строить гистограммы зна-
чений и вычислять выборочные статистики. 

Критериям сравнения методов оценивания 
будут значения суммарной средней абсолютной 
ошибки (SMAE) и суммарного среднеквадра-
тического отклонения (SMSE): 

ܧܣܯ ൌ
1
ܯ
෍|ොܽ െ ܽ଴|
ெ

௜ୀଵ

ൌ |ॱሾ ොܽሿ െ ܽ଴|, 

ܧܵܯ ൌ
1
ܯ
෍ሺොܽ െ ܽ଴ሻଶ
ெ

௜ୀଵ

 

Префикс «S» означает суммирование по 
всем параметрам модели. Таким образом, 
стремление величины MAE к 0 говорит о не-
смещенности оценки, а величина ܧܵܯ может 
служить для сравнения эффективности оценок. 

Для построения модели будем использовать 
не результаты единичного выполнения какого-
либо метода оценивания, а результат усредне-
ния по всем испытаниям Монте-Карло. Такая 
практика зачастую применяется при анализе 
реальных данных, в частности, на этой идее по-
строена технология бутсреп и концепция ран-
домизированного прогнозирования [8, 9]. В ре-
зультате мы получим по одной регрессионной 
модели для каждого из методов оценивания, 
чтобы сравнить их уже не в терминах свойств 
оценок, а в терминах качества самой модели. 

Универсальным и одним из наиболее рас-
пространенных критериев сравнения регресси-
онных моделей является коэффициент детер-
минации ܴଶ: 

ܴଶ ൌ 1 െ
ଶݏ

௬ଶݏ
, 

где  	

ଶݏ ൌ
1

݊ െ ݇
෍ሺݕො௜ െ ௜ሻଶݕ
௡

௜ୀଵ

, 

௬ଶݏ		 ൌ
1

݊ െ 1
෍ሺݕ௜ െ തሻଶݕ
௡

௜ୀଵ

 

Далее приведем кратко описания каждого из 
сравниваемых методов оценивания, после чего 
будут представлены и проанализированы ре-
зультаты численных экспериментов. 

3. Методы оценивания 

В данном разделе приводятся некоторые 
теоретические сведения для метода наибольше-
го правдоподобия, байесовского и энтропийно-
го оценивания. 

3.1. Метод наибольшего правдоподобия 
(МНП) 

Правдоподобием выборки называют услов-
ную вероятность получения именно такой вы-
борки при заданных значениях параметров. То-
гда максимизация правдоподобия относительно 
значений параметров гарантирует наибольшую 
вероятность получения именно такой выборки 
для данной модели. На практике наиболее рас-
пространенным примером является случай 
нормально-распределенных ошибок со средним 
в нуле. Правдоподобие такой модели записыва-
ется в следующем виде:  

,ሺܺܮ ,ܽ|ݕ ଶሻߪ ൌෑܰ൫ݕ௜ െ ,൫ܺሺ௜ሻܨ ܽ൯, ,ଶ൯ߪ

௡

௜ୀଵ

 

где ܰሺߤ, -ଶሻ – обозначение для плотности расߪ
пределения вероятности одномерного нормаль-
ного распределения, а ܺሺ௜ሻ – вектор данных для 
i-ого наблюдения. 

Максимизация функции правдоподобия эк-
вивалентна максимизации ее логарифма, по-
этому задачу оптимизации решения линейной 
регрессии методом МНП можно записать так: 

݈ሺܺ, ,ܽ|ݕ ଶሻߪ ൌ ,ሺܺܮሺ݃݋݈ ,ܽ|ݕ ଶሻሻߪ ൌ

ൌ෍݈݃݋ቌ
1

ߨ2√ߪ
൭െ݌ݔ݁

൫ݕ௜ െ 〈ܺሺ௜ሻ, ܽ〉൯
ଶ

ଶߪ2
൱ቍ ൌ

௡

௜ୀଵ

ൌ െ
݊
2
logሺ2ߪߨଶሻ െ෍

൫ݕ௜ െ 〈ܺሺ௜ሻ, ܽ〉൯
ଶ

ଶߪ2

௡

௜ୀଵ

⇒ max
௔,ఙమ
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Известно, что аналитическое решение дан-
ной задачи совпадает с формулой оценок по 
методу МНК, поэтому в классическом случае 
линейной регрессии с нормально-распределен-
ными ошибками эти методы оценивания экви-
валенты. Однако для отличающихся от класси-
ческого случая условий задачи метод 
правдоподобия, в отличие от МНК, будет учи-
тывать новую структуру ошибок. Будем ис-
пользовать МНП в качестве базового метода 
для сравнения результатов экспериментов. 

3.2. Байесовское оценивание 

Байесовский подход отличается концепцией 
восприятия параметров модели. Как упомина-
лось ранее, параметры модели в вероятностном 
подходе полагаются случайными, то есть они 
имеют некоторую функцию распределения ве-
роятности и ПРВ. Знания об этой ПРВ, имею-
щиеся до эксперимента, называют априорными, 
а в результате применения байесовского выво-
да восстанавливается апостериорная функция 
ПРВ. Согласно теореме Байеса в общем случае 
для восстановления апостериорной плотности 
параметров ݌ሺߠ|ܺሻ используется функция 
правдоподобия выборки и некоторая априорная 
плотность	ߨሺߠሻ:  

ሻܺ|ߠሺ݌ ∝ ࣦሺܺ|ߠሻ ∗  ,ሻߠሺߨ

что для задачи линейной регрессии представля-
ется в виде: 

,ሺܽ݌ ,ܺ|ଶߪ ሻݕ ∝ Lሺܺ, ,ܽ|ݕ ଶሻߪ ∗ ,ሺܽߨ  .ଶሻߪ

Полученная апостериорная вероятность ис-
пользуется далее для получения статистических 
характеристик для параметров модели: средних 
значения или максимума апостериорной веро-
ятности (МАР): 

෠ߠ ൌ argmax
ఏ
 .ሻܺ|ߠሺ݌	

Аналогично методу МНП для применения 
байесовского оценивания необходимо наличие 
функции правдоподобия, иными словами – пред-
ставление о виде ошибок модели. Однако наибо-
лее дискуссионным вопросом в данном случае 
остается выбор априорных распределений [10]. 

Принято различать априорные распределения 
информативного и неинформативного типа. Не-
информативные априорные распределения, как 

правило, являются, равномерными или неопреде-
ленными в общем виде, или же являются реше-
нием некоторой задачи оптимизации, в том числе 
и задачи максимизации энтропии [11]. С другой 
стороны, информативные распределения имеют 
некоторую структуру, выбираемую исходя из 
имеющихся знаний об объекте исследований. 
Байесовское оценивание, в таком случае, «уточ-
няет» на основе наблюдений знания, заложенные 
в априорных распределениях. 

Рассмотрим два примера априорных распре-
делений: 

1) Неинформативное совместное распреде-
ление для параметров модели и дисперсии 
ошибок: 

,ሺܽߨ ଶሻߪ ൌ
1
ߪ
	, 

в таком случае оценки МАР будут эквиваленты 
оценкам по методу правдоподобия, поскольку 
задача максимизации апостериорной функции 
распределения сводится к задаче максимизации 
правдоподобия. 

2) Сопряженное распределение для парамет-
ров модели. Сопряженным называется такое 
априорное распределение, тип которого не меня-
ется в результате применения байесовского вы-
вода [12]. Например, для линейной модели с 
нормально-распределенными ошибками таким 
распределением является условное нормальное 
распределение для параметров модели и обратное 
гамма-распределение для дисперсии ошибок: 

ଶሻߪ|ሺܽߨ ൌ ܰሺߤ,  ,ଶܸሻߪ
ଶሻߪሺߨ ൌ ,ܣሺܩܫ  ,ሻܤ

где вектор матожидание ߤ и матрица ܸ, равно 
как и значения ܣ, -становятся гипер ,ܤ
параметрами алгоритма.  

В данной работе в качестве ߤ и ܸ использо-
вались оценки по методу МНК и диагональная 
матрица их дисперсий, соответственно ܣ ൌ 3 и 
ܤ ൌ 1, дополнительная оптимизация гипер-
параметров не производилась. Пример постро-
ения апостериорной ПРВ приведен на Рис. 1. 

3.3. Метод «мягкого» энтропийного  
оценивания 

Классический метод энтропийно-робастного 
оценивания (метод наибольшей энтропии, МНЭ) 
базируется на концепции информационной  
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энтропии как меры неопределенности, макси-
мизация которой относительно функций ПРВ 
для параметров модели приводит к наилучшим 
оценкам в условиях наибольшей неопределен-
ности [13]. Кроме того, функциональная задача 
оптимизации дополняется интегральными 
ограничениями на баланс выхода модели в 
терминах средних значений, что приводит к оп-
тимизационной задаче Ляпуновского типа [14]. 
Численное решение такой задачи оказывается 
особенно затруднено в случае многомерных 
моделей и большого объема входных данных. 

Развиваемый в данной работе метод «мягко-
го» энтропийного оценивания [15] позволяет уй-
ти от необходимости численного решения систе-
мы интегральных уравнений благодаря введению 
регуляризации в энтропийный функционал: 

,ሾܲሺܽሻܬ ܳሺߝሻሿ ൌ 

ൌ Hሾܲሺܽሻ, ܳሺߝሻሿ െ ഥܰ௔ሾܲሺܽሻሿ െ ഥܰఌሾܳሺߝሻሿ ⇒ max
௉,ொ

	 

න	
஺
ܲሺܽሻ݀ܽ ൌ 1,								 න 	

ா
ܳሺߝሻ݀ߝ ൌ 1. 

Здесь Hሾܲሺܽሻ, ܳሺߝሻሿ – информационная  
энтропия системы со случайными параметрами 
ܽ ∈ ߝ и шумами измерений ܣ ∈   а ഥܰ௔ሾܲሺܽሻሿ ,ܧ
и ഥܰఌሾܳሺߝሻሿ – средние значения для Гёльдеров-
ской нормы выхода модели и нормы шума: 

௔ܰሺܽሻ ൌ ሺܽሻݖ‖ െ 								,ு‖ݕ ఌܰሺߝሻ ൌ  .ு‖ߝ‖

То есть: 

ഥܰ௔ሾܲሺܽሻሿ ൌ ॱሾ ௔ܰሺܽሻሿ ൌ න	
஺
ܲሺܽሻ ௔ܰሺܽሻ݀ܽ,	 

ഥܰఌሾܳሺߝሻሿ ൌ ॱሾ	 ఌܰሺߝሻሿ ൌ න	
ா
ܳሺߝሻ ఌܰሺߝሻ݀ߝ. 

Такой приближенный подход к максимиза-
ции энтропийного функционала ускоряет полу-
чение оценок и добавляет вариативности в 
плане выбора степени нормы: ܮଵ, ܮଶ и их 
линейная комбинация. 

В 1-й части данной статьи было получено 
решение оптимизационной задачи для метода 
«мягкого» энтропийного оценивания в общем 
виде: 

ܲ∗ሺܽሻ ൌ
expሺെ ௔ܰሺܽሻሻ

׬ 	஺ expሺെ ௔ܰሺܽሻሻ݀ܽ
, 

ܳ∗ሺεሻ ൌ
exp൫െ ఌܰሺߝሻ൯

׬ 	ா exp൫െ ఌܰሺߝሻ൯݀ߝ.
. 

Функцию ܲ∗ሺܽሻ можно трактовать как апо-
стериорную функцию распределения парамет-
ров и, аналогично, байесовскому подходу ис-
пользовать средние значения или оценки МАР. 
Пример энтропийно-оптимальных функций 
ПРВ приведен на Рис. 2. 

Рис. 1. Байесовское оценивание, восстановление апостериорной ПРВ 
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Особенностью использования нормы  ܮଶ для 
линейной регрессии является то, что в таком 
случае оценки МАР по энтропийно-оптималь-
ной функции ܲ∗ሺܽሻ будут совпадать с оценками 
по методу правдоподобия. Этот факт доказыва-
ется следующим образом: 

ොܽௌொିெ஺௉ ൌ max
௔

ܲ∗ሺܽሻ ൌ max
௔
ሾlog ܲ∗ሺܽሻሿ ൌ

ൌ max
௔

ቈlog
expሺെ ௔ܰሺܽሻሻ

׬ 	஺ expሺെ ௔ܰሺܽሻሻ݀ܽ
቉ ൌ

ൌ max
௔
ሾെ ௔ܰሺܽሻെ log ሿܥ ൌ

ൌ max
௔

൥െ෍൫ݕ௜ െ 〈ܺሺ௜ሻ, ܽ〉൯
ଶ

௡

௜ୀଵ

െ log  .൩ܥ

Отличие от максимизации правдоподобия со-
стоит лишь в отсутствии дополнительного пара-
метра ߪଶдля дисперсии ошибок, поскольку в эн-
тропийном подходе шум оценивается отдельно. 
Таким образом, в частном случае оценки МАР в 
методе «мягкого» энтропийного оценивания эк-
виваленты оценкам по методу МНП при исполь-
зовании нормально-распределенных ошибок, и, 
соответственно, также являются состоятельными. 

Рассмотрим график дисперсии оценок энтро-
пийного метода при использовании различных 
норм ошибок. Эксперимент проводится для клас-
сической задачи линейной регрессии в зависимо-
сти от объема входной выборки (Рис. 3.). В этом 
эксперименте используется парная регрессия с 
нормально-распределенными ошибками: 

Рис. 2. Пример энтропийно?оптимальных функций ПРВ, нормы ܮଶ (слева) и  ܮଵ ൅	ܮଶ (справа) 

Рис. 3. График зависимости дисперсии энтропийных оценок от объема выборки 
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ݕ ൌ െ3 ൅ 2 ∗ ݔ ൅ ,ߝ ߝ ∝ ܰሺ0,3ሻ 

Как видно из графика, при увеличении объема 
выборки, дисперсии оценок монотонно умень-
шаются, что может служить признаком состоя-
тельности оценок, соответствующих максимуму 
энтропийно-оптимальных функций ПРВ. 

С другой стороны, в отличие от функции 
правдоподобия ܲ∗ሺܽሻ является полноценной 
функцией ПРВ с выполнением нормировки, по-
этому данную функцию можно также исполь-
зовать для получения среднего значения в каче-
стве оценки параметров: 

ොܽௌொିொ஺ே ൌ න	a
஺
ܲ∗ሺܽሻ	݀ܽ 

Оба вида оценок будут тестироваться по 
эффективности для сравнения с методом МНП 
и байесовского оценивания.  

4. Экспериментальное сравнение 
эффективности оценок 

Сравнение эффективности методов оцени-
вания производится по описанной выше мето-
дике: для каждого нового испытания генериру-
ется новая выборка аддитивных ошибок, после 
чего последовательно запускаются методы 
оценивания, результаты экспериментов усред-
няются для повышения точности. 

Рассмотрим три регрессионные задачи: пар-
ная линейная регрессия в классическом случае 
(1); множественная линейная регрессия в слу-
чае несимметрично-распределенных ошибок 
(2), а также ошибок в виде смеси гауссовских 
компонент (3). 

Все данные для экспериментов тщательно 
подготавливались в течение длительного периода 
времени, выборки не содержат пропусков и кор-
релирующих между собой признаков. Все полу-
ченные результаты строго воспроизводимы при 
указании начального положения генератора слу-
чайных чисел (rng(2021)) или в пределах стан-
дартных отклонений в общем случае. Для вычис-
лений использовался ПК с 8-ми ядерным 
процессором Intel(R) Core (TM) i7-9700F CPU @ 
3.00 GHz. и 32 Gb оперативной памяти в опера-
ционной системе Windows 10 x64.  

Моделирование проводилось в среде 
MATLAB версии R2019b, включающей такие 
инструменты, как fminsearch() для численной 
оптимизации и bayeslm() для построения байе-
совской модели. Последняя входит в инстру-
ментарий статистического анализа Econometrics 
Toolbox. Результаты тестирования приведены  
в Табл. 1-3. 

1) Парная линейная регрессия в классиче-
ском случае: 

௜ݕ ൌ ܽଵ ൅ ܽଶݔ௜ ൅ ,ߝ ߝ ∝ ܰሺ0,  ሻ	ଶߪ

Объем выборки выбран равным ݊ ൌ 30, а 
истинные значения параметров соответствуют 
эксперименту, приведенному выше: 

ܽ ൌ ሼെ3, 2ሽ, ߝ ∝ ܰሺ0,3ሻ 

Как и ожидалось, в классической задаче все 
методы оценивания показывают высокие ре-
зультаты, судя по столбцу среднеквадратиче-
ских ошибок, их эффективность практически 
одинаковая, а различия лежат в пределах по-
грешности численного моделирования. 

Табл. 1. Результаты тестирования для модели №1 

Назв. метода 
Ошибка 
 ܧܣܯܵ

Ошибка 
 ܧܵܯܵ

Коэффициент  
детерминации ܴଶ 

OLS / ML 0.3739 0.1426 0.8308 

Bayes, 
Conjugate priors 

0.3737 0.1425 0.8304 

Bayes, 
Entropy priors 

0.3780 0.1433 0.8310 

Soft Max. Ent. (L1+L2) 
MAP est. 

0.3792 0.1453 0.8310 

Soft Max. Ent. (L1+L2) 
MEAN est. 

0.3785 0.1450 0.8309 
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2) Множественная линейная регрессия в 
случае несимметрично-распределенных оши-
бок, генерируемых по распределению хи-
квадрат: 

௜ݕ ൌ 〈ܺሺ௜ሻ, ܽ〉 ൅ ,ߝ ߝ ∝ ߯ଶሺ݇ሻ 
Размерность задачи ݀ ൌ 5, объем выборки 

݊ ൌ 50 истинные значения параметров: 

ܽ ൌ ሼെ2, 1.5, 1.8, െ2.1, 2.6ሽ, ߝ ∝ ߯ଶሺ2ሻ 
В этом эксперименте, несмотря на большее 

количество признаков, они хуже объясняют це-
левую переменную, то есть, ниже доля объяс-
ненной дисперсии в выборке, и, как следствие, 
коэффициент детерминации. 

Стоит обратить внимание на небольшую раз-
ницу в значениях Smae и Smse. В силу несиммет-
ричности ошибок в данном случае возможна си-
туация, когда, несмотря на смещенность оценок, 
их итоговая среднеквадратическая ошибка ниже, 
то есть такая оценка считается более эффектив-
ной. Так в данном эксперименте, метод «мягко-
го» энтропийного оценивания оказывается не-
много эффективнее метода наибольшего 
правдоподобия, а байесовское оценивание с эн-

тропийно-оптимальными априорными вероятно-
стями – эффективнее классического байесовского 
оценивания с сопряженными априорными рас-
пределениями. 

3) Модель множественной регрессии из п.2 с 
ошибками в виде смеси гауссовских компонент 
(Gaussian mixture model): 

௧ݕ ൌ ܽ଴ ൅ ܽଵ ∗ ௧ିଵݕ ൅ ܽଶ ∗ ௧ିଶݕ ൅  ,ߝ
ߝ		 ∝ ,ଵߤଵܰሺݓ ଵߪ

ଶሻ ൅ ,ଶߤଶܰሺݓ ଶߪ
ଶሻ 

Объем выборки ݊ ൌ 50, истинные парамет-
ры модели и распределения шума, следующие: 

ܽ ൌ ሼെ2, 1.5, 1.8, െ2.1, 2.6ሽ,			 

ߝ	 ∝
1
2
ܰሺെ1,1ଶሻ ൅

1
2
ܰሺ1.5,2ଶሻ 

Последний эксперимент показывает, глав-
ным образом, что в случае мультимодального 
распределения для ошибок оценки среднего 
могут оказываться эффективнее оценок по ме-
тоду МАР. В данном случае, «проигрывают» 
все методы, использующие для оценивания 
стандартную фукнцию правдоподобия нор-
мального распределения.  

Табл. 2. Результаты тестирования для модели № 2 

Назв. метода 
Ошибка 
 ܧܣܯܵ

Ошибка 
 ܧܵܯܵ

Коэффициент  
детерминации ܴଶ 

ML 1.7457 1.2242 0.5492 

Bayes, 
Conjugate priors 

1.7440 1.2207 0.5496 

Bayes, 
Entropy priors 

1.6913 1.1438 0.5489 

Soft Max. Ent. (L1+L2) 
MAP est. 

1.6800 1.1350 0.5490 

Soft Max. Ent. (L1+L2) 
MEAN est. 

1.6840 1.1369 0.5494 

Табл. 3. Результаты тестирования для модели № 3 

Назв. метода 
Ошибка 
 ܧܣܯܵ

Ошибка 
 ܧܵܯܵ

Коэффициент  
детерминации ܴଶ 

ML 1.1404 0.4741 0.4987 

Bayes, 
Conjugate priors 

1.1393 0.4737 0.4985 

Bayes, 
Entropy priors 

1.1358 0.4754 0.4975 

Soft Max. Ent. (L1+L2) 
MAP est. 

1.1229 0.4635 0.4983 

Soft Max. Ent. (L1+L2) 
MEAN est. 

1.1153 0.4601 0.4981 
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Таким образом, если при анализе данных 
нет возможности установить вид функции 
праводоподобия, или же он был установлен 
ошибочно, применение таких методов, как 
МНП и байесовский вывод, становится затруд-
нительным и менее эффективным. 

5. Рекомендации по практическому 
применению 

Предлагаемый метод приближенного энтро-
пийного оценивания обладает нектороыми осо-
бенностями в плане реализации и практическо-
го применения.  

Во-первых, рекомендуется использовать 
оценки по максимуму энтропийно-оптимальной 
вероятности ( ොܽௌொିெ஺௉) вместо оценок среднего 
( ොܽௌொିொ஺ே). В таком случае возможно избежать 
необходимости численного интегрирования для 
вычисления знаменателя в функции ܲ∗ሺܽሻ, по-
скольку, как было показано выше, максимизация 
логарифма данной функции содержит константу, 
не влияющую на результат оптимизации. Если же 
всё-таки необхоимо вычислить оценки 
ොܽௌொିொ஺ே для задач большой размерности 
(݀	 ൐ 	3), то численное интегрирование рекомен-
дуется реализовывать посредством семплирова-
ния подинтегральной функции плотности, анало-
гично интегрированию по методу Монте-Карло 
[16]. Это связано с отсутствием в большинстве 
сред программирования численного интегриро-
вания многомерных величин. 

Второй важный практический момент за-
ключается в выборе нормы для оценивания. В 
данной работе в экспериментах 2 и 3 наиболь-
шую эффективность показала линейная комби-
нация норм ܮଵ и ܮଶ с единичными коэффициен-
тами. Однако логичным шагом будет подобрать 
значения этих коэффициентов как гиперпара-
метров всего алгоритма с целью повышения 
точности оценивания для данной задачи. Ана-
логичным образом подбираются коэффициенты 
для lasso-регрессии с целью отбора признаков и 
для гребневой регрессии (ridge) с целью повы-
шения робастности оценок [17]. 

В дополнение к данному исследованию раз-
личные вариации энтропийно-робастного оце-
нивания применялись для других задач анализа 
данных, таких как восстановление пропущен-
ных данных и прогнозирования временных ря-

дов. Полученные результаты были представле-
ны в опубликованных публикациях по проекту, 
приведенных далее. 

Заключение 

В данной работе исследуется метод прибли-
женного энтропийного оценивания, предназна-
ченный для ускорения классического метода 
наибольшей энтропии благодаря применению 
регуляризации в задаче оптимизации. Данный 
метод сравнивается с методом наибольшего 
правдоподобия и байесовским оцениванием, 
как экспериментально, так и с точки зрения 
теоретических выкладок для некоторых част-
ных случаев. Тестирование методов оценива-
ния проводится на примере задачи линейной 
регрессии с различными типами ошибок. 

Проведенные эксперименты позволяют вы-
делить класс задач, в которых применение 
предложенного метода оказывается более эф-
фективным по сравнению с аналогами. К таким 
задачам относятся случаи, когда распределение 
ошибок модели является несимметричным и 
значительно отличается от стандартного нор-
мального распределения. Кроме того, эффек-
тивность энтропийного оценивания становится 
особенно заметной в условиях малого объема 
входных данных.  
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