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Аннотация. В данной статье предложен подход для генерации оптимальной базы правил нечеткой 
системы, основанный на эллипсоидальной кластеризации наблюдаемых данных. Посылки нечет-
ких правил образуются путем построения проекций эллипсоидов на оси координат, а заключения 
– либо с использованием осей эллипсоидов, либо также на основе проецирования. Идея оптимиза-
ции заключается в использовании эллипсоидов минимального объема, включающего все точки 
кластера. В статье осуществляется сравнительный анализ различных способов выбора оптималь-
ных параметров для эллипсоидов, покрывающих кластеры. Оценка точности аппроксимации  
полученной нечеткой системы осуществляется на основе среднеквадратичной ошибки. 
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Введение 

Нечеткие продукционные системы или, бо-
лее кратко, нечеткие системы (НС), являются 
обобщением обычных продукционных систем и 
разрабатываются как ядро экспертных систем 
различного назначения. НС получили широкое 
распространение при создании систем управле-
ния техническими объектами [1,2] и технологи-
ческими процессами, например [3,4], систем диа-
гностики и прогнозирования [5-7]; при решении 
задач классификации в различных приложениях 
[8-10]. На вычислительном уровне НС могут рас-
сматриваться как гибкие математические струк-
туры, которые подобно нейронным сетям и сетям 
радиальных базисных функций могут аппрокси-
мировать большой класс нелинейных систем с 
необходимой степенью точности. По сравнению 
с другими способами аппроксимации нелинейно-
сти, НС обладают тем преимуществом, что пра-
вила в них могут быть сформулированы на есте-

ственном языке, что возможно за счет использо-
вания лингвистических моделей представления 
информации. Использование знаний на есте-
ственном языке делает модель прозрачной для 
интерпретации и анализа, что повышает объясни-
тельное способности НС – свойство, которое яв-
ляется одним их важнейших для интеллектуаль-
ных систем. Важнейшим этапом проектирования 
НС является формирование базы продукционных 
правил (если-то правил). Данный этап осуществ-
ляется либо с участием эксперта – высококвали-
фицированного специалиста предметной области, 
либо на основе наблюдаемых данных с использо-
ванием специальных процедур. Различают три 
основных типа нечетких моделей продукционных 
правил [11]: лингвистическая модель (посылка и 
заключение являются нечеткими высказывания-
ми), реляционная модель (задается нечеткое от-
ношение между термами посылок и заключений 
соответствующих лингвистических шкал) и мо-
дель Takagi-Sugeno (TS-модель) (посылка являет-
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ся нечетким высказыванием, а заключение пред-
ставлено функцией, как правило, линейной). База 
правил НС совместно с базой данных, содержа-
щей информацию о параметрах лингвистических 
шкал входных и/или выходных переменных, 
представляет собой базу знаний НС. Уменьшение 
числа правил в общем случае понижает точность 
модели, но приводит к ускорению обработки 
данных, что важно для некоторых приложений, 
имеющих критическое значение, или функцио-
нирующих в режиме реального времени. Акту-
альной проблемой является определение «необ-
ходимого и достаточного» количества правил в 
базе знаний НС для обеспечения ее качественно-
го функционирования. 

1. Постановка задачи 

Если для каждой переменной i  из n  вход-
ных переменных построена лингвистическая 
шкала, включающая im  термов, то всего суще-

ствует 
1

n

i
i

m

  различных вариантов посылок 

правил, при этом каждому правилу соответ-
ствует свое заключение. Однако при функцио-
нировании НС некоторые правила никогда не 
будут активированы, но система всякий раз бу-
дет затрачивать время на их просмотр, прояв-
ляя неэффективность. Можно выделить следу-
ющие основные направления исследований при 
формировании базы знаний и, в частности, ба-
зы правил НС: 1) разработка методов генерации 
базы правил как на основе эмпирических гипо-
тез (информации от экспертов), так и путем 
адаптации к имеющимся экспериментальным 
данным, образующих обучающую выборку; 2) 
структурная и параметрическая оптимизация 
базы правил, которая осуществляется не только 
за счет тонкой настройки параметров термов 
лингвистических шкал, но и путем сокращения 
количества правил на основе анализа их посы-
лок и заключений, а также ликвидации проти-
воречивых правил. Среди существующих под-
ходов к решению перечисленных выше задач 
выделим следующие. В [12] для построения ба-
зы правил используются RBF-сети, но форми-
руемая база получается слишком сложной. 
Компонентный анализ (PCA) позволяет умень-
шить количество входов, но опять же усложня-

ет понимание системы [13]. В [14] предложен 
подход для структуризации базы правил, что 
обеспечивает ее иерархическое представление. 
При наличии экспериментальных данных до-
статочного объема целесообразно использовать 
методы кластеризации. В рамках проведенного 
исследования рассматривался алгоритм нечет-
ких с-средних (fuzzy C-means clustering  FCM) 
[15]. Главным его недостатком является невоз-
можность корректного разбиения на кластеры в 
случае, если кластеры имеют различную дис-
персию по разным осям. Его преодоление воз-
можно за счет выбора вида нормы, которая 
определяет степень похожести векторных оце-
нок объектов и позволяет выделить кластеры 
различной формы. Но требование того, чтобы 
сумма степеней принадлежности к различным 
кластерам была равна единице, порождает низ-
кую устойчивость алгоритма к выбросам и 
сильно перекрывающимся кластерам. При от-
казе от данного требования сформировался 
класс возможностных алгоритмов [16], осно-
ванных на теории возможностей и интерпрети-
рующих характеристическое значение точки по 
отношению к кластеру как возможность ему 
принадлежать, однако результат работы таких 
алгоритмов может отличаться нестабильно-
стью. В [17] для модификации FCM использу-
ется теория интуиционистских нечетких мно-
жеств, что позволяет каждому объекту помимо 
степени принадлежности назначить степень его 
непринадлежности к кластеру. Использование 
такого типа множеств, с одной стороны, улуч-
шает точность результатов кластеризации, а с 
другой  увеличивает вычислительную слож-
ность и предполагает хранение и обработку до-
полнительной информации. Помимо перечис-
ленных, известны разновидности FCM, 
основанные на теории приближенных или 
«грубых» множеств [18], на теории интерваль-
ных нечетких множеств [19], а также в послед-
нее время активно развиваются так называемые 
ядерные (kernel-based) методы FCM [20], кото-
рые позволяют вместо линейных границ между 
кластерами строить нелинейные границы. 

Рассмотрим особенности реализации метода 
FCM. В общем случае норму можно задать  
через симметрическую положительно опреде-
ленную матрицу A  в виде 
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 2
,

A
x c x c A x c    , где x  – векторная 

оценка объекта, c  – центр кластера, при этом 
тип матрицы определяет форму кластера. Мат-
рица A I , где I  – единичная матрица, опре-
деляет евклидову норму, которая позволяет вы-
делять кластеры в виде сфер. Диагональная 
матрица A , в которой элементы главной диаго-
нали интерпретируются как веса координат 
центров, позволяет выделять кластеры в виде 
эллипсоидов, ориентированных вдоль коорди-
натных осей. Если в качестве матрицы A  ис-
пользовать ковариационную матрицу, то полу-
чим норму Махаланобиса, которая выделяет 
кластеры в виде эллипсоидов, оси которых мо-
гут быть ориентированы в произвольных 
направлениях. Если выборка данных нечастая 
или шумная, то ковариация кластеров велика, в 
результате чего получаются большие эллипсо-
иды. Если данные плотные, то ковариация кла-
стеров мала, в результате чего, получаются 
мелкие эллипсоиды. В базовом алгоритме FCM 
расстояние между объектом и центром кластера 
определяется на основе евклидовой нормы [15]. 
Алгоритм Густавсона-Кесселя позволяет найти 
кластеры различной геометрической формы, 
используя адаптивную норму для каждого кла-
стера [21]. После разбиения данных на класте-
ры, каждому кластеру можно поставить в соот-
ветствие продукционное правило, что 
позволяет сгенерировать минимально необхо-
димое количество правил, при этом за счет оп-
тимизации формы кластеров можно улучшить 
точность аппроксимации, а, следовательно, и 
качество обработки данных. На Рис. 1 база зна-
ний НС как бы покрывает график неизвестной 
функции «заплатками», усредняя результат в 
местах их пересечения. Если получены такие 
«заплатки», то их можно объединять, сокращая 
тем самым количество правил в базе знаний. 
Функции принадлежности термов лингвистиче-
ских шкал входных и/или выходной перемен-
ных получаются поточечным проецированием 
матрицы разбиения на оси переменных. Точеч-
но-определенные нечёткие множества затем 
аппроксимируются подходящей функцией.  

Другой подход [21] заключается в том, что 
эллипсоид вписывается в n -мерный паралле-
лепипед, который проецируется на оси пере-
менных. Функция принадлежности задается 

аналитически с использованием длины проек-
ции и координат центра кластера. Цель статьи 
заключается в представлении подхода для фор-
мирования базы знаний НС на основе эллипсо-
идальной кластеризации наблюдаемых данных 
и его экспериментального исследования. 

2. Основы эллипсоидальной  
кластеризации 

2.1. Теоретическое обоснование метода 

Пусть nx R , А  симметрическая положи-
тельно определенная матрица, с  n-мерный 
вектор центра эллипсоида, тогда определим эл-
липсоид выражением 

       1, : , 1nE c A x R A x c x c     . 

Заметим, что данный класс эллипсоидов  
характеризуется  1 2n n n   параметрами, 

при этом  1 2n n   параметров задают эле-

менты симметрической матрицы A , а n  пара-
метров определяют вектор с . Объем эллипсои-
да определяется выражением 

 
1

2 2det 1
2

n

E

n
v A Г    

 
, (где  Г    гамма-

функция Эйлера) и пропорционален величине 
det A . 

Известно, что эллипсоиды используются для 
аппроксимации произвольных областей. Имеют 
место следующие утверждения. 

Теорема 1. [22]. Для любого ограниченного 
множества S  в nR  существует единственный 

Рис. 1. Формирование продукционных правил  
на основе эллипсоидальной кластеризации 
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эллипсоид E   наименьшего объема, содержа-
щий S . 

Формально задача построения эллипсоида 
E  наименьшего объема формулируется как оп-
тимизационная задача отыскания вектора с  и 
матрицы A  для заданного множества S  в виде  

 
det min

, .

A

S E E c A  


  

  

Пусть в nR  заданы эллипсоиды  1 1,E c A  и 

 2 2,E c A , их сумма    1 1 2 2, ,E c A E c A есть 

совокупность точек 1 2x x x  , таких что 

 1
1 1,x E c A  и  2

2 2,x E c A .  

Теорема 2. [23]. Параметры эллипсоида 

 ,E c A   наименьшего объема, содержащего 

сумму эллипсоидов    1 1 2 2, ,E c A E c A , опре-

деляются формулами  

1 2с с с   ,    1
1 21 1A p A p A     , 

где p   единственный положительный корень 

алгебраического уравнения 
 1

1
,

1

n

i i

n

p p p


   

 0 1,i i n    корни характеристического 

уравнения  1 2det 0A A  , причем каждый ко-

рень считается столько раз, какова его крат-
ность. 

Таким образом, можно сформулировать  
следующие свойства эллипсоидов, которые 
обосновывают их выбор для аппроксимации 
кластеров: эллипсоид в nR  определяется срав-
нительно небольшим числом параметров; класс 
эллипсоидов инвариантен относительно аф-
финных преобразований; в общем случае эл-
липсоиды позволяют получать двустороннюю 
аппроксимацию произвольных выпуклых мно-
жеств [22]; существует эллипсоид минимально-
го объема, который «покрывает» заданное 
множество точек в nR ; для суммы эллипсоидов 
существует эллипсоид минимального объема.  

2.2. Построение эллипсоидов  
минимального объема 

Алгоритмы кластеризации позволяют по-
строить эллипсоиды в пространстве наблюдае-
мых данных. При наложении эллипсоида на 

точки кластера наблюдается расхождение меж-
ду пространством, заключенным внутри эллип-
соида, и реальным геометрическим местом то-
чек кластера. Таким образом, возникает задача 
определения оптимальных значений парамет-
ров эллипсоида с целью сокращения этого рас-
хождения. По сути, необходимо определить эл-
липсоид минимального объема, который 
содержит заданный кластер. Задача нахожде-
ния эллипсоида минимального объема подроб-
но рассматривалась в [24-27].  

Рассмотрим данную задачу для одного кла-
стера, содержащего некоторое множество точек 
из nR . Пусть k  – количество точек, принадле-
жащих кластеру; P  – симметрическая положи-
тельно определенная матрица, определяющая 
эллипсоид E  с центром в точке c  объема Ev . 
Формальная постановка задачи имеет вид: 

 
      

1
2

1

det min

, 1 1, ,

0,

i i

P

P x c x c i k

P



 
    




  (1) 

где 0P    положительно определенная мат-
рица, вектор c  и матрица P  – неизвестные. 

Введем вспомогательную задачу: вложим 
множество точек ix  в гиперплоскость 1 1nx    

пространства 1nR  . Обозначим 
1

i
i

x
q

 
  
 

. В но-

вом пространстве будем искать матрицу S , 
определяющую эллипсоид с фиксированным 
центром в нуле. В [26] утверждается, что сече-
ние такого эллипсоида плоскостью 1 1nx    и 
будет решением исходной задачи. Формальная 
постановка вспомогательной задачи имеет вид: 

 
   

1
2

1

det min

, 1 1, ,

0.

i i

S

S q q i k

S



 
  




 

Обозначая 1M S   и преобразуя целевую 
функцию к виду  ln det minM  , получим: 

 
 

ln det min

1 , 0, 1, ,

0.
i i

M

Mq q i k

M

 
   
 

  (2) 
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Задача (2) является задачей выпуклого про-
граммирования с линейными ограничениями. 
Функция Лагранжа для данной задачи имеет 

вид      1
, ln det 1

k T
i i ii

L M M q Mq 


    , 

где   – вектор множителей Лагранжа, 

 0 1,i i k  , при этом ограничение 0M   

будем считать нефункциональным, включив 
его в область определения, т.е. 

  , : , 0 kdom L M M R    .  

Используя определение скалярного произве-
дения Фробениуса [28] и определение произ-
водной для матрицы [29], получим следующие 
вспомогательные формулы для производных 
функций   ln det X  и TaXa , где X   симмет-

рическая положительно определенная матрица,    
и  a  – фиксированный вектор:  

    1
ln det X

X
X







, 
 T

T
aXa

aa
X





. 

Теперь выпишем условия Куна-Таккера для 
задачи (2), используя полученные формулы. 
Пусть    1, , ,kQ q q diag    , откуда 

1 TM Q Q   , тогда: 
 

      

 

1

1

1ln det,

    0

1 0, 1, ,

1 0, 1, ,

0, 1, .                                                         (3)

   

Tk
i i

i
i

T

T
i i

T
i i i

i

q MqML M

M M M

M Q Q

q Mq i k

q Mq i k

i k












   
   

  
    
   


  


 




 
Так как задача (2) является задачей выпук-

лого программирования с линейными ограни-
чениями, то условия Куна-Таккера являются 
необходимыми и достаточными. Можно пока-

зать, что    
1 1

1 1 0
k k

T
i i i i

i i

q Mq n
 

       , 

откуда 
1

1
k

i
i

n


   или 1T n 1  . 

Двойственная задача Лагранжа для задачи 
(2) имеет следующий вид: 

 1logdet max

1, 0.T

M

n

 


  1  
  (4) 

После замены переменных ,
1

u
n





 U diag u  в задаче (4) получим: 

 logdet max

1, 0.

T

T

QUQ

u u

 


 1
 (5) 

На основе анализа матрицы 1 TM Q Q    

можно показать, что условие 0M   в задаче 
(2) выполняется.  

Пусть u   решение задачи (5), тогда пара-
метры минимального покрывающего эллипсо-
ида для задачи (1) вычисляются по формулам 

c Xu ,   TTP n XUX Xu Xu  , где X   мат-

рица, в столбцах которой стоят векторы наблю-
даемых данных. 

Для решения задачи (5) воспользуемся алго-
ритмом Хачияна [26], который представлен 
ниже. В данном алгоритме используются  
следующие дополнительные обозначения: 

( ) TV u QUQ , je   нулевой вектор с единич-

ной j -й координатой, EPS   требуемая  
точность. 

 
Алгоритм Хачияна 

Inputs: 1,,iq i k ; EPS  

Outputs: u  

Initialization: 
1

:u
n

 1  

Do 
1( ) : ( , ,) 1i i ig u q V u q i k   

: arg max ), 1,(i
i

j g i ku   

: ju e u   ;  

( ) ( 1)
:

1
jg u n

n


 



 

( ) ( 1)
:

( 1)( ( ) 1)
j

j

g u n

n g u


 


 
 

:u u u    
While EPS   
Return u  
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3. Механизм формирования  
продукционных правил 

Функции принадлежности термов перемен-
ных можно получить либо на основе матрицы 
разбиения, либо, если построен эллипсоид, ис-
пользуя длину проекции на оси и координаты 
центра кластера. Рассмотрим механизм форми-
рования нечетких продукционных правил. Обо-
значим 1K A   и будем считать, что матрица 
A  является положительно определенной. Если 
n  – количество входов нечеткой системы, а p  

– количество выходов, то положим q n p  .  
Для формирования функций принадлежно-

сти термов, соответствующих эллипсоиду, он 
вписывается в параллелепипед, который затем 
проецируется на оси пространства состояний. 

Параллелепипед имеет 2q  вершин 

 1/ ,..., / q     , где   – параметр эл-

липсоида, заданного формулой 

      , 1, ,i iA x c x c i k     в повернутой 

плоскости координат. Единичное собственное 
значение матрицы A  определяет направление 
косинуса для каждой оси эллипсоида. Направ-
ление косинуса cos ij  – это угол между j -ым 

собственным вектором и i -ой осью эллипсои-
да. Проекция параллелепипеда на i -ую ось от-
центрирована на величину ic  по i -ой оси и 

имеет длину 
1

cos
2

q
ij

j j

 


 


. Параметры эл-

липсоида определяют положение, форму и раз-
мер нечеткого правила, значение   определяет 

носитель треугольного нечеткого числа на i -ой 
оси. Ориентация собственных векторов опреде-
ляет размер проекции, собственные вектора яв-
ляются единичными и ортогональными. Для 

2q   только одно число ориентирует эллипс, и 

матрица поворота имеет вид 
cos sin

sin cos
P

 
  
 

 
 

, тогда проекции определяются следующим об-
разом: 

1 2

1 2 1 2

cos sin sin cos
2 , 2 .

   
         

   

   
   

   

Заметим, что проекции не используют всю ин-
формацию, содержащуюся в эллипсоидальных 
нечетких «заплатках», такую, как размер и ори-
ентацию эллипсоидов. Улучшение характери-
стик можно получить за счет непосредственно-
го использования этих характеристик. 

4. Вычислительный эксперимент 

Для анализа подходов к формированию базы 
знаний, включающей TS-правила, которая 
обеспечивает высокую точность аппроксима-
ции точечно-заданной функции, был разрабо-
тан программный комплекс на языке Java. Для 
визуализации результатов расчетов и лингви-
стических шкал использовались библиотека  
Python matplotlib и Matlab. В данном программ-
ном комплексе реализован следующий функ-
ционал: кластеризация методами нечетких с-
средних и Густавсона-Кесселя; построение эл-
липсоидов на основе матриц ковариаций кла-
стеров и эллипсоидов минимального объема; 
построение лингвистических шкал входных 
и/или выходной переменных с термами в форме 
треугольных функций принадлежности на ос-
нове эллипсоидов; построение заключений TS-
правил с использованием осей эллипсоидов. 

Для сравнительного анализа методов построе-
ния базы знаний с базой TS-правил был проведен 
вычислительный эксперимент. Поскольку одно 
из требований заключалось в необходимости ви-
зуализации лингвистических шкал, то особое 
внимание было уделено обработке двумерных 
данных, когда кластеры строились в форме эл-
липсов. Анализ точности осуществлялся на осно-
ве величины среднеквадратической ошибки. Для 
эмпирического оценивания применялась проце-
дура кросс-валидации по пяти блокам. В экспе-
риментах использовалось 2000 точек, сгенериро-
ванных с помощью многоэкстремальных 
тестовых функций путем добавления шума (всего 
исследовалось 8 функций).  

Рассмотрим более подробно один из случаев. 
На Рис. 2 и 3 представлены результаты кластери-
зации методом Густавсона-Кесселя точек, сгене-
рированных на основе тестовой функции 

   4 sin , 7,5f x x x x x    . Эллипсы строились 

с использованием матриц ковариаций кластеров 
и минимальных эллипсов соответственно. Заме-
тим, что расположение кластеров такое, что  
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целесообразно использовать TS-правила, при 
этом для входной переменной нужно построить 
лингвистическую шкалу, термы которой исполь-
зуются в посылках правил, а в заключениях пра-
вил будут стоять функции, определяемые на ос-
нове осей соответствующих эллипсов. 

На Рис. 4 представлена построенная на ос-
нове матрицы ковариации лингвистическая 
шкала. 

Здесь термы лингвистической шкалы зада-
ются в форме треугольных нечетких чисел  
( ia   модальное значение; ,i il r   коэффициен-
ты неопределенности, определяющие левую и 
правую границу соответственно). Важнейшим 
вопросом является интерпретация полученных 

термов для входной переменной величина.  
В данном случае считалось, что базовое  
терм-множество содержит три терма 

 1 2 3, ,T a малая a средняя a большая    . 

Для порождения новых термов использовались 
следующие модификаторы: 

( )более или менее БМ , (О)очень , ( )крайне К ,  

что позволило сформировать лингвистическую 
шкалу для входной переменной в виде: 

 , , , , , , , ,КМ ОМ М БММ С БМБ Б ОБ КБ , 

где, например, терм КМ  означает крайне малая, 
терм БММ   более или менее малая и т.д. Функ-
ции принадлежности термов в форме треуголь-
ных нечетких чисел имеют следующий вид: 

Рис. 2. База правил, построенная по матрицам  
ковариаций,для 9 кластеров 

Рис. 3. База правил, построенная по минимальным 
эллипсам, для 9 кластеров 

Рис. 4. Лингвистическая шкала входной переменной, сгенерированная по матрицам ковариаций 
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База правил, сгенерированная на основе 
данных, порожденных тестовой функцией 4f , с 
использованием матриц ковариаций кластеров 
(Рис. 3), имеет следующий вид: 

[1] если x=КМ, то 10 71.60132y x   ;  
[2] если x=ОМ, то  10 42.84763y x  ; 
[3] если x=М, то 6.05212 16.35037y x  ; 

[4] если x=БММ, то 2.08470 3.92466y x  ; 
[5] если x=С, то 0.08148 0.07207y x  ; 

[6] если x=БМБ, то 3.13768 1.19029y x  ; 
[7] если x=Б, то 1.34315 1.01897y x  ; 

[8] если x=ОБ, то 10 36.37498y x   ;  
[9] если x=КБ, то 1.41547 6.62371y x   . 

На Рис. 3 кластеры представлены эллипсами 
минимальной площади, которые получены с 
помощью алгоритма Хачияна. Здесь также де-
вять кластеров, их проецирование на ось абс-
цисс позволяет получить соответственно девять 
термов в форме треугольных нечетких чисел, 
которые представлены ниже. Их интерпретация 
будет той же, что и в первом случае, но пара-
метры определяются иначе. Выходная пере-
менная в заключениях правил задается линей-
ной функцией, определяемой на основе 
соответствующих осей эллипса. 

База правил включает девять TS-правил 
следующего вида: 

 

[1] если  x=КМ, то 10 71.70912y x   ; 

[2] если  x=ОМ, то 0.52878 11.83678y x   ;  
[3] если  x=М, то 10 31.90432y x  ; 

[4] если  x=БММ, то 2.13652 4.64637y x  ; 
[5] если  x=С, то 0.63758 0.13278y x   ; 

[6] если  x=БМБ, то 0.92283 1.16436y x  ; 
[7] если  x=Б, то 2.43915 9.62634y x  ; 

[8] если  x=ОБ, то 4.12675 12.03818y x   ; 
[9] если  x=КБ, то 0.31180 1.49631y x   . 

 
В Табл. 1 приведены величины среднеквадра-

тической ошибки Err  для каждой из тестовых 
функций для разбиения на 5, 9 и 17 кластеров. 

На основе результатов проведенных экспе-
риментов можно сделать следующие выводы: 

1. С увеличением количества кластеров 
ошибка уменьшается и описание данных стано-
вится все более подробным, но, возможно, что 
за небольшое приращение точности придется 
заплатить увеличением количества правил в ба-
зе, что повлияет на быстродействие. 

2. При увеличении количества кластеров ис-
пользование эллипсов минимальной площади в 
основном дает небольшое улучшение точности 

     

8.33301

6.68395

5.03489

КМ

 
   
  

 5.19951

3.371

7.02779

23

ОМ

 
  
  






5.52715

3.61744

1.70773

М





 
   
 
 

5.39600

2.43992

0.51615

БММ

 
   
 
 


  

2.22982

0.34217

1.54548

С

 
  










0.96315

1.04415

3.05145

БМБ

 
  

 






 

0.73421

2.19217

5.11857

Б

 
   

 




 

2.03946

3.38994

4.74043

ОБ

 
   
 
 

 

2.08290

4.48389

6.88487

КБ

 
   
 
 

 

         

8.11680

6.69428

5.27176

КМ

 
   
 
 





 

7.46619

5.30839

3.15059

ОМ

 
   
 
 





5.08854

3.72533

2.36212

М





 
   
 
 

5.15348

2.89479

0.63610

БММ

 
   
 
 





 
2.35580

0.27814

1.79953

С

 
  










1.03436

0.89224

2.81884

БМБ

 
  

 






 

0.33632

2.14627

3.95621

Б

 
   
 
 

 

2.16972

3.54588

4.92204

ОБ

 
   
 
 

 

2.55783

4.59508

6.63234

КБ

 
   
 
 

 

 



Генерация базы знаний на основе нечеткой кластеризации  

ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 1/2023 105 

при генерации правил типа Такаги-Сугено, но 
при малом количестве кластеров выигрыш ока-
зывается значительным.  

3. Одним из основных свойств базы правил 
является интерпретируемость, которая обес-
печивается подходящим количеством правил. 
Поскольку каждое правило связано с опреде-
ленным кластером и имеется стратегия на 
уменьшение количества правил, то необходим 
обоснованный выбор процедуры кластериза-
ции. Вычислительный эксперимент продемон-
стрировал преимущества метода Густавсона-
Кесселя по сравнению с методом с-средних. В 
обоих методах изначально задается количество 
кластеров. Если данные визуализированы 
(например, исходные данные – это временные 
ряды), то эта проблема решаема. 

4. Если у полученных эллипсов большая ось 
значительно превосходит меньшую, то целесо-
образно использовать правила в виде TS-
модели, иначе – лингвистическую модель. 
Этим выбором обеспечивается улучшение ка-
чества аппроксимации.  

5. Если получены эллипсоиды минимально-
го объема, то можно сократить количество пра-
вил за счет сложения соответствующих эллип-
соидов. 

6. Установлено, что функции принадлежно-
сти термов, полученные при проецировании 
эллипсов на ось абсцисс для некоторых тесто-
вых функций, сильно перекрывают друг друга, 

что ощутимо сказывается на точности аппрок-
симации. Дальнейшая оптимизация может быть 
связана с объединением сильно перекрываю-
щихся термов, что требует использования спе-
циальных операций над нечеткими множества-
ми, например, параметрических треугольных 
норм и конорм [30, 31]. 

Заключение 

База знаний, основу которой составляет база 
правил, является настраиваемым компонентом 
любой нечеткой системы. От ее качества зави-
сит успех решения конкретной прикладной за-
дачи. По сути, можно выделить два основных 
подхода к формированию базы правил – с при-
влечением эксперта, опыт которого тиражиру-
ется базой знаний, и на основе обучающей  
выборки. Эллипсоидальная кластеризация поз-
воляет выделить группы однородных данных, 
которые можно описать либо с помощью линг-
вистической модели, либо TS-модели. В каче-
стве перспективных направлений проведенного 
исследования выделим следующие: 

 формирование базы правил, включающей 
правила, относящиеся к различным типам, и 
построение механизмов логического вывода, 
которые работают с такой базой; 

 исследование влияния минимизации 
площади эллипса на точность аппроксимации с 
помощью правил лингвистического типа.  

Табл. 1. Оценка величины среднеквадратичной ошибки 

Тестовая 
функция 

5 кластеров 9 кластеров 17 кластеров 
На основе 
матриц  

ковариаций  

Эллипсы  
минимальной 
площади 

На основе 
матриц  

ковариаций 

Эллипсы  
минимальной 
площади 

На основе 
матриц  

ковариаций  

Эллипсы  
минимальной 
площади 

1f  13.13689 12.55516 11.84933 11.28037 12.87200 12.01481 

2f  3.96905 3.88835 3.36676 3.55838 3.30281 3.08225 

3f  2.72498 2.62667 2.31930 2.30666 2.240366 2.16684 

4f  5.27414 4.41781  1.80160 1.69607 1.72709 1.56693 

5f  3.78032 2.44583 2.93046 2.37752 2.52319 1.87073 

6f  15.76963 15.49591 15.22970 15.02886 15.23434 14.95771 

Среднее 
значение 
ошибки 

7.442001 6.904955 6.249525 6.04131 6.316633 5.943212 
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Abstract. The article states fuzzy Takagi-Sugeno rule base generation problem based on ellipsoidal clus-
tering. After obtaining clusters of ellipsoidal shape the problem of building minimal volume ellipsoids, 
enclosing all clusters points, appears. The premises of the generated fuzzy rules are formed by construct-
ing projections of ellipsoids on the coordinate axis, and conclusions – either using ellipsoid axes, or 
based on the projection. In the article, the authors suggest to use Khachiyan’s algorithm for building 
minimal volume enclosing ellipsoid in order to increase the accuracy of approximation and they compare 
two approaches of choosing optimal parameters of ellipsoids which enclose all clusters points. 
Keywords: clustering algorithms, “if-then” rules, knowledge base, fuzzy systems. 
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