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Аннотация. В статье изложен результат логического вывода для широко используемых нечетких 
систем при несинглтонной фаззификации. Он достигнут на основании обобщенного правила 
modus ponens с применением нечеткого значения истинности. Это дало возможность снизить вы-
числительную сложность реализации нечеткого вывода с экспоненциальной до полиномиальной. 
К полученным результатам вывода применены наиболее часто используемые в приложениях про-
цедуры дефаззификации. 
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Введение 

Нечеткие системы рассматриваются как ком-
позиция фаззификатора, базы знаний, модуля вы-
вода и дефаззификатора. Разнообразные комби-
нации методов вывода, фаззификации и 
дефаззификации приводят к многочисленным 
конструкциям нечетких систем. Наиболее попу-
лярная база знаний получена из первых исследо-
ваний Мамдани [1], где как в антецедентной, так 
и в консеквентной частях правил используются 
нечеткие множества. Эта форма эволюционирует 
до формы типа Такаги-Сугено [2], где в консе-
квентной части правил нечеткие множества заме-
няются четкими функциями. 

В последнее время при разработке нечетких 
систем уделяется внимание изменению метода 
фаззификации. Фаззификация — это отображе-
ние из точки входного пространства в нечеткое 

множество. Основным методом является сингл-
тонная фаззификация [3]. Она обычно приме-
няется всегда при любом характере входных 
данных. Основным преимуществом такого 
подхода является существенное упрощение ре-
ализации методов вывода нечетких систем, 
особенно для нейро-нечетких систем. Альтер-
нативным решением является несинглтонная 
(NS) фаззификация [4-6]. 

NS-фаззификация используется в нечетких 
системах на основе правил, когда измерения, 
которые их активируют, несовершенны или не-
определенны (из-за шума измерений, дефектов 
или ухудшения качества датчиков и т.д.), или 
когда их входными данными являются слова 
(как при вычислениях со словами). NS-
фаззификация моделирует такие измерения или 
слова нечеткими числами или более общими 
нечеткими множествами, так что, независимо 
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от причины несовершенства или неопределен-
ности измерения или слова, они рассматрива-
ются в рамках нечетких множеств и систем. 

Фаззификация NS была введена и исследо-
вана для нечетких систем типа Мамдани и Та-
каги-Сугено в частном случае в [6-8]. Данная 
статья посвящена развитию этого подхода для 
более общей постановки задачи. Проблема со-
стоит в том, что в этом случае для нечетких си-
стем MISO-структуры реализация нечеткого 
вывода с использованием известных методов 
приводит к экспоненциальной вычислительной 
сложности. В статье рассмотрены методы вы-
вода на основе нечеткого значения истинности, 
снижающего вычислительную сложность до 
полиномиальной. 

В разделе 1 описана постановка задачи и 
оценка сложности при NS-фаззификации не-
четкими числами при традиционном подходе. В 
разделе 2 представлены методы вывода для не-
четких систем Мамдани и Такаги-Сугено с 
применением нечеткого значения истинности, 
что позволило снизить вычислительную слож-
ность до полиномиальной и обобщить задачу 
вывода при NS-фаззификации. Раздел 3 посвя-
щен применению методов дефаззификации к 
результатам, полученным в разделе 2. 

1. Постановка задачи 

Лингвистическая модель представляет собой 

базу нечетких правил kR , 1,k N  вида 

1 1 2 2:Если  есть  и  есть  

     и  и  есть ,  то  есть , 
k k k

n nk k

R x A x A

x A y B
 (1) 

где N  — количество нечетких правил, 

,ik iA X  1,i n , kB Y  — нечеткие множе-
ства, которые характеризуются функциями 
принадлежности ( )

ikA ix  и ( )
kB y  соответ-

ственно; 1,x  2 ,x  …, nx  — входные переменные 
лингвистической модели, причем 

T
1 2 1 2[ , , , ] .n nx x x X X X    x  

Символами iX , 1,i n  и Y  обозначаются 
соответственно пространства входных и вы-
ходной переменных. Если ввести обозначения 

1 2 nX X X  X  и 1 2k k nkA A A  kA , 
причем 

1
1,

( ) T ( ),
ikA i

i n

x 



kA x  

где 1T  — произвольная t-норма, то правило (1) 
представляется в виде нечеткой импликации 

: , 1, .k kR B k N kA  

Правило kR  можно формализовать как не-
четкое отношение, определенное на множестве 

YX , т.е. kR Y X  — нечеткое множество с 
функцией принадлежности 

( , ) ( , ).
k kR By y  

kAx x  

Модель Мамдани определяет задание функ-
ции ( , )

kB y kA x  на основе известных функций 

принадлежности ( )
kA x  и ( )

kB y  следующим 

образом [3; 9]: 
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где 2T  — произвольная t-норма. 
Ставится задача определить нечеткий вывод 

kB Y   для системы, представленной в виде (1), 
если на входах — нечеткие множества 

1 2 1 1

2 2             

и

 

ли есть

и есть и и есть
n

n n

A A A A x A

x A x A

       
 

X
 

с соответствующей функцией принадлежности 
( ) A x , которая определяется как 

3
1,

( ) T ( ).
iA i

i n

x  


A x  

Несинглтонный фаззификатор отображает 

измеренное i ix x , 1,i n  в нечеткое число, 

для которого ( ) 1
iA ix     и ( )

iA ix   уменьшается 

от единицы по мере удаления от ix . 
Концептуально [8] NS фаззификация подра-

зумевает, что данное входное значение ix  есть 
значение, которое будет верным из всех значе-
ний, находящихся рядом; однако, так как вход 
является неопределенным, соседние значения 
также могут быть верными, но в меньшей сте-
пени. 

В соответствии с обобщенным нечетким 
правилом modus ponens [3], нечеткое множе-
ство kB  определяется композицией нечеткого 

множества A  и отношения kR , т.е. 

( ),k kB B  kA A  
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или, на уровне функций принадлежности, 
4 2T T

( | ) sup ( )* ( )* ( ) ,{ ( )}
k kB By y    


 

kA A
x X

x x x  (2) 

где 2T  может быть любым оператором в классе 
t-норм. 

В (2) применена условная нотация, так как 
ввод в нечеткую систему происходит при опре-
деленном значении x , а именно x . Обозначе-
ние ( | )

kB y  x  показывает, что 
kB   изменяется 

с каждым значением x . 
Сложность выражения (2) составляет 

1 2O | | | | | | | |( )nX X X Y   . 

2. Методы вывода с использованием 
нечеткого значения истинности 
(НЗИ) 

Для снижения экспоненциальной сложности 
(2) рассмотрим следующие методы вывода. 

2.1. Метод вывода, когда t!нормы  
различны 

Применяя правило истинностной модифика-
ции [10] 

|( ) ( ) ,( )   
k kA A A Ax x  

где | ( )  kA A  — нечеткое значение истинности 

(нзи) нечеткого множества kA  относительно 
A , представляющее собой функцию принад-

лежности совместимости ( , )CP kA A  kA  по от-

ношению к A , причем A  рассматривается как 
достоверное [11]: 

| ( , )
( )

( ) ( ) sup ( ) ,{ }CP
v

v v


  


  


 
k k

Ak
x X

A A A A A
x

x
 

перейдем от переменной x  к переменной v , 
обозначив ( ) v 

kA x . Получим: 

| |( ) ( ) ( ),( ) v      
k k kA A A A A Ax x  (3) 

тогда (2) примет вид: 
4 2T T

|
[0;1]

( | ) sup ( ) * * ( ) .{ ( )}
k kB B

v
y v v y   


 

kA Ax  (4) 

При вербализации «инженерной» импликации в 
(4) она представится в виде: 

Если  есть ,  то  есть .kнзи истинно y B  (5) 
Таким образом, (5) представляет собой еще од-
ну структуру правил в отличие от канониче-

ских структур Заде [12] и Такаги-Сугено [2]. 
Применение данного правила не зависит от ко-
личества входов в нечетких системах. 

Как следует из (4), вывод kB  есть результат 
композиции полученного значения нзи между 
антецедентом правила (1) kA  относительно 

входов A  и «инженерной» импликации (5). 
Такое преобразование реализует вывод в рам-
ках единого пространства истинности, упроща-
ет вычисление составной функции нзи (3) и 
лишено проблем многомерного анализа (2). 

Выражение (4) характеризуется сложностью 

порядка O | | | |( )v Y . Как следует из [13; 14]: 

( , ) 1 ( , )
1,

( ) T ( )
ki iCP CP A A i

i n

v v  


 
kA A

  

1 1 2 2( , ) 1 1 ( , ) 2 1 1( ) T ( ) T T( ( ) )
k kCP A A CP A Av v        

1 ( , )T ( ),
kn nCP A A nv 

  

где 1T  — расширенная по принципу обобщения 

n -местная t-норма и 

( , )
( )

( ) sup ( ) .{ }
ki i i

A i iki
x Xi i

CP A A i A i
x v

v x


 


 


  

Например, двухместная расширенная t-норма 
имеет вид: 

1 1 2 2
1 1 2

2( , ) [0;1]1 2

( , ) 1 ( , )
1,2

( , ) 1 3 ( , ) 2
T

( ) T ( )

sup ( ) T ( ) .{ }

ki i

k k

v v

CP CP A A i
i

CP A A CP A A
v v v

v v

v v

 

 


 


 


 



kA A


 

Последнее соотношение характеризуется слож-

ностью порядка 2O | |( )v . 

2.2. Метод вывода, если T T T 4 2  

С учетом свойства ассоциативности t-норм 
выражение (4) примет вид: 

T T

|
[0;1]

( | ) sup ( ) * * ( ){ ( )}
k kB B

v
y v v y   


  

kA Ax  

T T

|
[0;1]

T T T

| |
[0;1]

sup ( ) * * ( )

sup ( ) * * ( ) * ( ),

{( ) }

{ }

k

k k

B
v

B B
v

v v y

v v y y

 

  




 


 

  

k

k k

A A

A A A A

   (6) 

где  
T

| |
[0;1]

sup ( ) *{ }
v

v v 


 
k kA A A A  

есть скалярная величина, которая является  
мерой возможности [15], т.е. насколько антеце-
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дент правила kA  соответствует входам A . 
Возможность здесь определяется как мера сов-
местимости полученного значения нзи (3) со 
значением истинно. 

Как следует из [7], | [0;1] 
kA A  есть уровень 

срабатывания (firing level) правила kR , который 

меняется с каждым значением x . 
Таким образом, применение нечеткого зна-

чения истинности при методе вывода (6) полу-
чен при различных 1T , 3T  и 2 4T T T  . Дан-
ный результат обобщает результат, полученный 
в [7; 8], когда имеет место ограничение на ра-
венство всех t-норм. 

2.3. Метод вывода для нечетких систем 
типа Такаги!Сугено (ТС) 

Описание нечетких систем ТС реализуется с 
помощью правил (1), консеквент которых име-
ет вид: 

1, если ( ),
( )

0, если ( ),k

k
B

k

y f
y

y f



  

x

x
 (7) 

где ( )kf x  — функция, имеющая одинаковую 

для всех правил 1,k N  структуру и различа-
ющаяся параметрами. 

Учитывая (7) следует, что для правил ТС (6) 
преобразуется к виду: 

|( | ) ( ) , если ( ).
k kB B ky y f        

kA Ax x x  

Отметим, что для нечеткой системы ТС, 
( )

kB  x  является явной функцией x  и неявной 

функцией y , где 1 2 nX X X  x . Явное 

применение консеквента ( )kf x  будет реализова-
но на этапе дефаззификации (подраздел 3.4). 

Таким образом, с учетом результатов под-
разделов 2.2 и 2.3: 

Теорема. Пусть x  является входом в не-
четкую систему. Тогда функция принадлежно-
сти kB  с учетом уровня срабатывания правила 

kR , 1,k N  равна: 

T

|

|

для
 

 
для

 систем
( | ) * ( );

 Мамдани:

( ) ,
 систем ТС:

если ( ).

k k

k

B B

B

k

y y

y f

 



 

 

   

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 

k

k

A A

A A

x

x

x

(8) 

3. Дефаззификация 

Наиболее часто используются в реальных 
приложениях [7] для нечеткой системы Мамда-
ни дефаззификаторы: по среднему центру (Cen-
ter Average, CA), по центру множеств (Center-
of-Sets, CoS) и метод центра тяжести (Center of 
Area, CoA). 

Два вида дефаззификации для нечеткой си-
стемы ТС описаны в подразделе 3.4. 

3.1. Дефаззификация по среднему центру 

Выходное значение нечеткой системы с уче-
том (8) определяется [3]: 

1,
CA

1,

T

|
1,

T

|
1,

( | )

( )
( | )

* ( )

.
* ( )

k
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k B k
k N

B k
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k B k
k N

B k
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y y

y
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y y

y






















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













k

k

A A

A A

x

x
x

 (9) 

В (9), ky  — центры функций принадлежности 

( )
kB y , 1,k N , т.е. значения в которых: 

( ) sup ( ) 1,{ }
k kB k B k

y Y
y y 


   (10) 

тогда (9) примет вид: 

|
1,

CA
|

1,

( )
k

k N

k N

y

y








 






k

k

A A

A A

x  (11) 

т.к. t-норма по определению удовлетворяет 
граничному условию T( , 1)a a . 

Проблема дефаззификации по среднему 
центру возникает, когда функция принадлеж-
ности консеквента правила kR  имеет макси-

мальное значение при 0y   (например, функ-

ция принадлежности самого левого терма kB ). 
Такое правило будет обнуляться следуя (11). 
Эта проблема устраняется дефаззификатором 
CoS. 

3.2. Дефаззификация по центру множеств 

При этой дефаззификации [16] каждая 
функция принадлежности консеквента заменя-
ется синглтоном, расположенным в его центре 
тяжести (CoA) с амплитудой, равной уровню 
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срабатывания (firing level) правила kR , после 
чего определяется центроид данных синглто-
нов. 

Выражение для вывода с CoS дефаззифика-
цией задается: 

|
1,

CoS
|

1,

|
1,

|
1,

CoA( )

( )

.

k
k N

k N

k
k N

k N

B

y

c














  














k

k

k

k

A A

A A

A A

A A

x

 (12) 

В (12), kc  есть центроид функции принадлеж-

ности консеквента правила kR . Они могут быть 
определены предварительно. 

Если каждая функция принадлежности kB  
является симметричной, нормальной и выпук-
лой, то k kc y , но для несимметричной функ-

ции принадлежности k kc y . Поэтому в общем 

случае CoS CA( ) ( )y y x x . 

3.3. Дефаззификация на основе метода 
центра тяжести 

Дефаззификатор CoA определяет четкий вы-
вод нечеткой системы [3]: 

1,
CoA

1,

( | )

( )
( | )

k B k
k N

B k
k N

y y

y
y












 






x

x
x

. (13) 

Нечеткое множество B  получается как резуль-
тат объединения нечетких множеств kB , 

1,k N  с помощью оператора max  или других 
s-норм, т.е. 

1,
( | ) S ( | )

jB B
j N

y y  


 x x . (14) 

Тогда (13) с учетом (14) и (8) примет вид: 

1,
1,

CoA

1,
1,

T

|
1,

1,

T

|
1,

1,

S ( | )

( )
S ( | )

S * ( )

.
S * ( )

{ }

{ }

j

j

j

j

k B k
j N

k N

B k
j N

k N

k B k
j N

k N

B k
j N

k N

y y

y
y

y y

y






























  



 











j

j

A A

A A

x

x
x

 (15) 

Обозначим ( )
jB k jky b  . Согласно (10), 

( ) 1
kkk B kb y  . Тогда (15): 

T

|
1,

1,
CoA T

|
1,

1,

S *

( )
S *

{ }

{ }

k jk
j N

k N

jk
j N

k N

y b

y
b











 
 







j

j

A A

A A

x . (16) 

Если 0jkb   для , 1,j k N , j k , то (16) при-

мет вид выражения (11). Условия 0jkb   соот-

ветствуют условиям, в которых консеквенты 
правил kR  представляют собой нечеткие мно-
жества-синглтоны, либо функции принадлеж-
ности kB  не пересекаются. 

3.4. Дефаззификация нечетких систем  
типа ТС 

Один вид дефаззификатора для нечетких си-
стем ТС приводит к ненормированной нечеткой 
системе [2], для которой: 

TS |
1,

( ) ( ).k
k N

y f


    kA Ax x  

Второй вид дефаззификатора приводит к 
нормированной нечеткой системе ТС: 

|
1,

TS
|

1,

( )

( ) .
k

k N

k N

f

y







 
 






k

k

A A

A A

x

x  

В частном случае, когда ( )k kf f x , т.е. яв-

ляется константой, структурно CoS( )y x  и 

TS ( )y x  совпадают. 

Заключение 

Приведенные в статье методы вывода для 
нечетких систем типа Мамдани и Такаги-
Сугено дают возможность применять их в слу-
чае, если используется несинглтонная фаззифи-
кация. Было доказано, что вычислительная 
сложность реализации вывода для нечетких си-
стем со многими входами является полиноми-
альной. Данные результаты достигнуты благо-
даря подходу, основанному на нечетком 
значении истинности. Следствием этого подхо-
да является также новая структура лингвисти-
ческих правил (5), применение которого не за-
висит от размерности входов в нечетких 
системах. 
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