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свойства энтропийно-оптимальных ПРВ, и показано, что соответствующие им измерительные 
шумы являются гетероскедастическими. 
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Введение 

Процедуры рандомизированного машинного обучения являются эффективным средством ре-
шения задач классификации, прогнозирования и кластеризации в условиях неопределенности, 
прежде всего, данных [1]. Особенность этих процедур в том, что решение указанных задач осу-
ществляется в терминах двух типов ансамблей случайных ответов: энтропийно оптимальных па-
раметризованных моделей и измерительных шумов с максимальной энтропийной неопределенно-
стью [2-5]. 

В [6] показано, что оценки максимальной энтропии функции плотности распределения вероят-
ностей параметров моделей являются асимптотически эффективными, т.е. стремятся к стационар-
ным формам при расширении объема наблюдений. 

Настоящая работа посвящена исследованию свойств энтропийно-оптимальных измерительных 
шумов при аддитивных и мультипликативных моделях наблюдений. Оптимальные функции  
плотности распределения вероятностей измерительных шумов соответствуют максимальной не-
определенности, т.е. в каком-то (энтропийном) смысле являются наихудшими. Более глубокое их 
исследование показало, что энтропийно-оптимальные измерительные шумы имеют гетеро-
скедастическую природу. 

1. Наблюдения с аддитивным измерительным шумом 

Рассмотрим случай обучения нелинейной статической модели со случайными, интервальными 
параметрами:  

ሾ݊ሿݕ  ൌ ߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ,				ܽ ∈ ࣛ ൌ ሾܽି, ܽାሿ, (1) 

                                                      
* Работа поддержана Министерством науки и высшего образования РФ, проект № 075-15-2020-799. 
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характеризуемыми функцией ПРВ ܲሺܽሻ. Наблюдаемый выход модели  

ሾ݊ሿݒ  ൌ ሾ݊ሿݕ ൅ ሾ݊ሿߦ				,ሾ݊ሿߦ ∈ Ξ௡ ൌ ሾߦ௡ି,  ௡ାሿ. (2)ߦ

Для обучения используются данные  
,௥ሾ1ሿݕ  … ,  ௥ሾܰሿ, (3)ݕ

на интервале ࣨ ൌ ሾ1,ܰሿ. 
Измерительный шум предполагается независимым с функцией ПРВ  

 ܳሺߦሾ1ሿ, … , ሾܰሿሻߦ ൌ ∏ே
௡ୀଵ 	ܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ (4) 

 
Функции ПРВ параметров и шумов определяются решением следующей задачи:  

,ሺܲሺܽሻܪ  ܳሺߦሾ1ሿ, … , ሾܰሿሻሻߦ ൌ െ ࣛ׬ 	ܲሺܽሻ	lnܲሺܽሻ	݀ܽ െ 

 െ∑ே௡ୀଵ ஆ೙׬	 	ܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ	lnܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ	݀ߦሾ݊ሿ ⇒ max, (5) 

ࣛ׬  	ܲሺܽሻ	݀ܽ ൌ 1,				 ஆ೙׬ 	ܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ	݀ߦሾ݊ሿ ൌ 1, ݊ ൌ 1,ܰ, 

ࣛ׬  	ܲሺܽሻ	߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ݀ܽ ൅ ஆ೙׬ 	ܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ	ߦሾ݊ሿ	݀ߦሾ݊ሿ ൌ ,௥ሾ݊ሿݕ ݊ ൌ 1,ܰ. (6) 

 
Теорема 1. Энтропийно оптимальные измерительные шумы в задаче имеют переменную 

дисперсию, т.е. являются гетероскедастичными. 
Доказательство. Согласно [1] 

 ܳ௡∗ሺߦሾ݊ሿሻ ൌ
ୣ୶୮ሺିఒ೙	కሾ௡ሿሻ

࣫೙ሺఒ೙ሻ
,				࣫௡ሺߣ௡ሻ ൌ ஆ೙׬ 	exp

ሺെߣ௡	ߦሾ݊ሿሻ, ݊ ൌ 1,ܰ, (7) 

где ߣ௡ - множители Лагранжа, определяемые уравнениями эмпирических балансов: 

 ࣪ିଵሺࣅሻ ࣛ׬ 	exp൫െ∑ே௜ୀଵ ,߮ሺ݂ሾ݅ሿ	௜ߣ	 ܽሻ൯	߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ	݀ܽ ൅ 

 ൅࣫௡ିଵሺߣ௡ሻ	׬ஆ೙ 	exp
ሺെߣ௡ߦሾ݊ሿሻ	ߦሾ݊ሿ	݀ߦሾ݊ሿ ൌ ,௥ሾ݊ሿݕ ݊ ൌ 1,ܰ. (8) 

По определению, среднее значение интервального шум:а 

ሾ݊ሿ̅ߦ  ൌ ஆ೙׬ 	ሾ݊ሿߦ	
ୣ୶୮ሺିఒ೙	కሾ௡ሿሻ

࣫೙ሺఒ೙ሻ
ሾ݊ሿߦ݀	 ൌ  ௡ሻ, (9)ߣሾ݊ሿሺ̅ߦ

и его дисперсия: 

కሾ௡ሿܦ  ൌ ஆ೙׬ 	
ୣ୶୮ሺିఒ೙	కሾ௡ሿሻ

࣫೙ሺఒ೙ሻ
൫ߦሾ݊ሿ െ ௡ሻ൯ߣሾ݊ሿሺ̅ߦ

ଶ
ሾ݊ሿߦ݀	 ൌ  ௡ሻ. (10)ߣకሾ௡ሿሺܦ

Из этих равенств следует утверждение теоремы 1.  

2. Наблюдения с мультипликативным измерительным шумом 

Рассмотрим модель и мультипликативные наблюдения 
ሾ݊ሿݕ  ൌ ߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ,				ݒሾ݊ሿ ൌ ߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ	ߦሾ݊ሿ, ݊ ൌ 1,ܰ. (11) 

Параметры ܽ и шум ࣈ ൌ ሼߦሾ1ሿ, … ,  .ሾܰሿሽ случайные, независимые, интервальные (1, 2)ߦ
Введем совместную функцию ПРВ параметров и шумов ܨሺܽ,  ሻ, определенную на множествеࣈ

 ࣠ ൌ ࣛ	⊗ ൬⊗
௡ୀଵ

ே
	Ξ௡൰. (12) 

Для оценивания функции ПРВ ܨሺܽ,   :ሻ воспользуемся алгоритмом РМОࣈ

 ࣢ሾܨሺܽ, ሻሿࣈ ൌ െ ࣠׬ ሻ	ܨሺܽ, ,ሺܽܨln	ሻࣈ ࣈ݀	ሻ݀ܽࣈ ⇒ max, (13) 
  

࣠׬  ,ሺܽܨ ࣈ݀	ܽ݀	ሻࣈ ൌ 1, (14) 
  

࣠׬  ,ሺܽܨ	 ,߮ሺ݂ሾ݊ሿ	ሻࣈ ܽሻ	ߦሾ݊ሿ	݀ܽ	݀ࣈ ൌ ݊				,௥ሾ݊ሿݕ ൌ 1, ܰ. (15) 
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Теорема 2. Энтропийно оптимальные измерительные шумы в задаче (13-15) имеют 
переменную дисперсию, т.е. являются гетероскедастичными. 
Доказательство. Воспользуемся схемой доказательства теоремы 1 [1], адаптируя ее к 

терминам данной задаче. 
Определим функционал Лагранжа  

,ሺܽܨሾܮ  ,ߤ	|	ሻࣈ ሿࣅ ൌ ࣢ሾܨሺܽ, ሻሿࣈ ൅ ൫1ߤ െ ࣠׬ ,ሺܽܨ	 ൯ࣈ݀	ሻ݀ܽࣈ ൅ 

 ൅∑ே௡ୀଵ ݕ௡൫ߣ	
௥ሾ݊ሿ െ ࣠׬ ,ሺܽܨ	 ,߮ሺ݂ሾ݊ሿ	ሻࣈ ܽሻ	ߦሾ݊ሿ	݀ܽ	݀ߦሾ݊ሿ൯. (16) 

Условия оптимальности в терминах производных Гато определяют энтропийно-оптимальную 
функцию ПРВ 

,ሺܽ∗ܨ  ሻࣅ	|	ࣈ ൌ ∏ே
௡ୀଵ 	߶௡

∗ሺܽ,  ,௡ሻߣ	|	ሾ݊ሿߦ

 ߶௡∗ሺܽ, ௡ሻߣ	|	ሾ݊ሿߦ ൌ
ୣ୶୮ሺିఒ೙	ఝሺ௙ሾ௡ሿ,௔ሻ	కሾ௡ሿሻ

ట೙ሺఒ೙ሻ
, (17) 

 ߰௡ሺߣ௡ሻ ൌ ൫࣠׬ 	expሺെ∑ே௡ୀଵ ,߮ሺ݂ሾ݊ሿ	௡ߣ	 ܽሻ	ߦሾ݊ሿሻ	݀ܽ	݀ࣈ൯
భ
ಿ. 

 
Множители Лагранжа ࣅ определяются балансовыми уравнениями (15). Из равенств (17) видно, 

что энтропийно-оптимальная функция ПРВ параметров и шумов существенно зависит от 
наблюдений ݕ௥ሾ1ሿ, … ,  .௥ሾܰሿ и от вида модели (1)ݕ

Среднее значение измерительного шума в момент времени ݊ равно 
௡̅ߦ  ൌ ࣛ׬ 	݀ܽ	 ஆ೙׬ ߶௡	ሾ݊ሿߦ	

∗ሺܽ,  ሾ݊ሿ, (18)ߦ݀	௡ሻߣ	|	ሾ݊ሿߦ

и его дисперсия 
కሾ௡ሿܦ  ൌ ࣛ׬ 	݀ܽ	 ஆ೙׬ 	ሺߦሾ݊ሿ െ ,߶௡∗ሺܽ	௡̅ሻଶߦ ሾ݊ሿߦ݀	௡ሻߣ	|	ሾ݊ሿߦ ൌ  ௡ሻ. (19)ߣకሾ௡ሿሺܦ

Из этих равенств следует утверждение теоремы 2.  

3. Модели зависимостей с измерительным шумами на входе и выходе 

Рассмотрим модель зависимости следующего вида: 
ሾ݊ሿݕ  ൌ ߮ሺݑሾ݊ሿ	ܽሻ,				ݑሾ݊ሿ ൌ ݂ሾ݊ሿ ൅ ሾ݊ሿݒ				,ሾ݊ሿߞ ൌ ሾ݊ሿݕ ൅ ,ሾ݊ሿߦ ݊ ൌ 1,ܰ. (20) 

Функция ߮ሺݑሾ݊ሿ, ܽሻ - непрерывная и представима полиномом степени ܴ: 

 ߮ሺݑሾ݊ሿ	ܽሻ ൌ ∑ோ௞ୀଵ 	ܽ௞	ݑ
௞ሾ݊ሿ ൌ ∑ோ௞ୀଵ 	ܽ௞ 	∑

௞
௜ୀ଴ ௞ܥ	

௜ 	݂ሺ௞ି௜ሻሾ݊ሿ	ߞ௜ሾ݊ሿ. (21) 

Здесь ߞሾ݊ሿ и ߦሾ݊ሿ - измерительные шумы на входе и выходе соответственно. Они 
предполагаются случайными, независимыми и интервальными: 

ሾ݊ሿߞ  ∈ ࣴ௡ ൌ ሾߞ௡ି, ሾ݊ሿߦ				,௡ାሿߞ ∈ Ξ௡ ൌ ሾߦ௡ି,  ௡ାሿ. (22)ߦ

Параметры модели (20) также случайные, независимые и интервальные:  
 ܽ ∈ ࣛ ൌ ሾܽି, ܽାሿ. (23) 

 
Вероятностные свойства случайных переменных будем характеризовать совместной функцией 

ПРВ ܨሺܽ, ,ሾ݊ሿሻߦሻ и функциями ПРВ ܳ௡ሺࣀ ݊ ൌ 1,ܰ, где ࣀ ൌ ሼߞሾ1ሿ, … ,  ሾܰሿሽ. Область определенияߞ
функции ܨሺܽ,  ሻࣀ

 ࣠ ൌ ࣛ⊗ ൬⊗
௡ୀଵ

ே
	ࣴ௡൰. (24) 

Для оценивания указанных ПРВ воспользуемся алгоритмом РМО [1]:  

 ࣢ሾܨሺܽ, ,ሻࣀ ܳሺࣈሻሿ ൌ െ ࣠׬ ,ሺܽܨ	 ,ሺܽܨ	ln	ሻࣀ ࣀ݀	ܽ݀	ሻࣀ െ 

 െ∑ே௡ୀଵ ஆ೙׬ 	ܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ	ln	ܳ௡ሺߦሾ݊ሿሻ	݀ߦሾ݊ሿ ⇒ max; (25) 
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при ограничениях: 
- нормировки 

࣠׬  ,ሺܽܨ	 ࣀ݀	ܽ݀	ሻࣀ ൌ 1,				 ஆ೙׬ ሾ݊ሿߦ݀		 ൌ 1, ݊ ൌ 1,ܰ; (26) 

- эмпирических балансов 
࣠׬  ,ሺܽܨ	 ∑ோ௞ୀଵ	ሻࣀ 	ܽ௞ 	∑

௞
௜ୀ଴ ௞ܥ	

௜ 	݂ሺ௞ି௜ሻሾ݊ሿ	ߞ௜ሾ݊ሿ	݀ܽ	݀ࣀ ൅ 

 ൅∑ே௡ୀଵ ஆ೙׬ ሾ݊ሿߦ݀	ሾ݊ሿሻߦܳ௡ሺ	ሾ݊ሿߦ	 ൌ ,௥ሾ݊ሿݕ ݊ ൌ 1,ܰ. (27) 

Решение этой задачи имеет вид: 

,ሺܽ∗ܨ  ሻࣀ ൌ
ୣ୶୮ቀି∑ಿ೙సభ 	ఒ೙ 	∑

ೃ
ೖసభ 	௔ೖ 	∑

ೖ
೔సబ 	஼ೖ

೔ 	௙ሺೖష೔ሻሾ௡ሿ	఍೔ሾ௡ሿቁ

ॲሺࣅሻ
, 

 ܳ௡∗ሺߦሾ݊ሿሻ ൌ
ୣ୶୮ሺିఒ೙	కሾ௡ሿሻ

ℚ೙ሺఒ೙ሻ
,				݊ ൌ 1,ܰ. (28) 

Здесь нормировочные функции имеют вид: 
 ॲሺࣅሻ ൌ ׬ ࣠	exp൫െ∑ே௡ୀଵ ௡ߣ	 	∑

ோ
௞ୀଵ 	ܽ௞ 	∑

௞
௜ୀ଴ ௞ܥ	

௜ 	݂ሺ௞ି௜ሻሾ݊ሿ	ߞ௜ሾ݊ሿ൯	݀ܽ	݀ࣀ, 
 ℚ௡ሺߣ௡ሻ ൌ ஆ೙׬ 	exp

ሺെߣ௡	ߦሾ݊ሿሻ	݀ߦሾ݊ሿ,				݊ ൌ 1, ܰ. (29) 

Множители Лагранжа ࣅ ൌ ሼߣଵ,… ,  .ேሽ определяются решением балансовых уравнений (27)ߣ
Утверждения теорем 1 и 2 справедливы и в данном случае. 

4. Восстановление закона изменения гетероскедастического шума 

В предыдущем разделе было показано, что энтропийно-оптимальный измерительный интер-
вальный шум имеет переменную в каждом измерительном акте дисперсию. Но ее величина огра-
ничена размером интервала, в котором лежат значения измерительного шума. 

Но бывают ситуации, когда изменение дисперсии гетероскедастического шума может оказаться 
произвольной. Для исследования характера этих изменений воспользуемся некоторыми видами 
математических моделей, в которых выделены случайная интервальная составляющая и составля-
ющая, характеризующая изменение дисперсии, и они входят в модель мультипликативно [7]. 

Рассмотрим случай, довольно часто обсуждаемый в публикациях, посвященных гетеро-
скедастичности [8, 9], когда предполагается, что дисперсия ߪ измерительных ошибок изменяется 
во времени. Обычно, рассматривается полиномиальная, положительная модель этой зависимости. 
В рамках концепции рандомизации будем рассматривать полиномиальную модель со случайными, 
интервальными параметрами: 

,ሺ݊ߪ  ܾሻ ൌ ∑௦௞ୀ଴ ܾ௞݊
௞,				ܾ௞ ∈ ࣜ௞ ൌ ሾ0, ܾ௞

ାሿ,			ࣜ ൌ⊗
௞ୀ଴

௦
	ࣜ௞. (30) 

Вероятностные свойства параметров ܾ и шумов ࣈ ൌ ሼߦሾ1ሿ. … ,  ሾܰሿሽ будем характеризоватьߦ
совместной функцией ПРВ ܹሺܽ,  ሻ, нормированной на множествеࣈ

 ࣱ ൌ ࣜ⊗࣫,				࣫ ൌ⊗
௡ୀଵ

ே
	Ξ௡. (31) 

Воспользуемся моделью зависимости (1) и аддитивной моделью измерений с переменной 
дисперсией: 

ሾ݊ሿሻݕ  ൌ ߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ,				ݒሾ݊ሿ ൌ ሾ݊ሿݕ ൅ ,ሺ݊ߪ ܾሻ	ߦሾ݊ሿ. (32) 

Для восстановления функций ПРВ ܲሺܽሻ,ܹሺܽ,  ሻ также, как в п. 1, воспользуемся даннымиࣈ
,௥ሾ1ሿݕ … ,  :௥ሾܰሿ и алгоритмом РМО [1], адаптированным к данной задачеݕ

 ࣢ሾܲሺܽሻ,ܹሺܽ, ሻሿࣈ ൌ െ ࣛ׬ ܲሺܽሻ	lnܲሺܽሻ	݀ܽ െ ࣱ׬ 	ܹሺܾ, ,lnܹሺܾ	ሻࣈ ࣈ݀	ሻܾ݀ࣈ ⇒ max, (33) 
при ограничениях:  

ࣛ׬  	ܲሺܽሻ	݀ܽ ൌ 1,				 ࣱ׬ 	ܹሺܾ, ࣈ݀	ܾ݀	ሻࣈ ൌ 1, (34) 
 

ࣛ׬  	ܲሺܽሻ	߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ	݀ܽ ൅ ࣱ׬ 	ܹሺܾ, ,ሺ݊ߪ	ሻࣈ ܾሻ	ߦሾ݊ሿ	݀ܽ	݀ࣈ ൌ ݊				,௥ሾ݊ሿݕ ൌ 1,ܰ (35) 
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Решения этой задачи имеют следующий вид оптимальных функций ПРВ: 
- параметров зависимости в (32 ) 

 ܲ∗ሺܽሻ ൌ
ୣ୶୮ቀି∑ಿ೙సభ 	ఒ೙ఝሺ௙ሾ௡ሿ,௔ሻቁ

ℙሺࣅሻ
,				ℙሺࣅሻ ൌ ࣛ׬ 	exp ቀെ∑ே௡ୀଵ ,߮ሺ݂ሾ݊ሿ	௡ߣ	 ܽሻቁ 	݀ܽ; (36) 

- параметров модели дисперсии и измерительного шума 

 ܹ∗ሺܾ, ሻࣈ ൌ
ୣ୶୮൫ି∑ಿ೙సభ 	ఒ೙ఙሺ௡,௕ሻ	కሾ௡ሿ൯

ॾሺࣅሻ
, (37) 

 ॾሺࣅሻ ൌ ࣱ׬ 	expሺെ∑ே௡ୀଵ ,ሺ݊ߪ௡ߣ	 ܾሻ	ߦሾ݊ሿሻ	ܾ݀	݀ࣈ. 
Множители Лагранжа ࣅ определяются решением балансовых уравнений: 

 ℙିଵሺࣅሻ ࣛ׬ 	expሺെ∑ே௡ୀଵ ,௡߮ሺ݂ሾ݊ሿߣ	 ܽሻሻ	߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽሻ	݀ܽ ൅ 

 ൅ॾିଵሺࣅሻ	ࣱ׬ 	expሺെ∑ே௡ୀଵ ,ሺ݊ߪ௡ߣ	 ܾሻ	ߦሾ݊ሿሻ	ߪሺ݊, ܾሻ	ߦሾ݊ሿ	݀ߦሾ݊ሿ ൌ  ,௥ሾ݊ሿݕ

 ݊ ൌ 1,ܰ. (38) 

Используя последние равенства и модель дисперсии, можно вычислить средние и дисперсии 
параметров модели и измерительного шума. Имеем средние векторы параметров: 

 ܾ௡ ൌ ࣱ׬ 	ܹ∗ሺܾ,  ሾ݊ሿ, (39)ࣈ݀	ܾ݀	ܾ	ሻࣈ
и измерительного шума:  

ത௡ࣈ  ൌ ࣱ׬ 	ܹ∗ሺܾ,  ܾ݀. (40)	ሾ݊ሿࣈ݀	ሾ݊ሿࣈ	ሻࣈ
Дисперсии указанных векторов имеют вид: 

ሺܾሻ௡ܦ  ൌ ࣱ׬ 	ܹ∗ሺܾ, ሺܾ	ሻࣈ െ ܾ௡ሻଶ	ܾ݀	݀ࣈሾ݊ሿ, 
ሻ௡ࣈሺܦ  ൌ ࣱ׬ 	ܹ∗ሺܾ, ሾ݊ሿࣈሺ	ሻࣈ െ  ܾ݀. (41)	ሾ݊ሿࣈ݀	ത௡ሻଶࣈ

Рассмотрим последние равенства и модель дисперсии (32). Введем следующие обозначения: 

 ௡ܹ,௞
∗ ሺߣ௡, ܾ௞, ሾ݊ሿሻߦ ൌ

ୣ୶୮൫ିఒ೙	௡ೖ	௕ೖ	కሾ௡ሿ൯

ࣱ೙,ೖሺఒ೙ሻ
,, (42) 

 ௡ࣱ,௞ሺߣ௡ሻ ൌ ࣜ׬
ೖ⊗࣫೙

exp൫െߣ௡	݊௞	ܾ௞	ߦሾ݊ሿ൯	ܾ݀௞	݀ߦሾ݊ሿ,				݊ ൌ 1,ܰ, ݇ ൌ 0,  .ݏ

Тогда функции ПРВ (37) можно представить в виде: 

 ܹ∗ሺܾ, ሻࣈ ൌ ∏ே
௡ୀଵ 	∏

௦
௞ୀ଴ 	 ௡ܹ,௞

∗ ሺߣ௡, ܾ௞,  ሾ݊ሿሻ. (43)ߦ

Из (39) следует, что частные функции ПРВ в (43) экспоненциального класса с билинейными 
аргументами, т.е. средние и дисперсии соответствующих компонент в (39-43) вычисляются 
аналитически. 

Пример. Рассмотрим нелинейную зависимость 
ሾ݊ሿݕ  ൌ ߮ሺ݂ሾ݊ሿ, ܽଵ, ܽଶሻ ൌ ܽଵ݂ሾ݊ሿ ൅ ܽଶ݂ଶሾ݊ሿ (44) 

и гетероскедастический шум  
ሾ݊ሿݒ  ൌ ሾ݊ሿݕ ൅ ,ሺ݊ߪ ܾ଴, ܾଵሻ	ߦሾ݊ሿ ൌ ሾ݊ሿݕ ൅ ሺܾ଴ ൅ ܾଵ	݊ሻ	ߦሾ݊ሿ. (45) 

Параметры модели зависимости случайные, независимые, интервальные:  

 ܽଵ ∈ ሾܽଵ
ି, ܽଵ

ାሿ, ܽଶ ∈ ሾܽଶ
ି, ܽଶ

ାሿ. (46) 

Параметры модели дисперсии также случайные, независимые и интервальные:  

 ܾ଴ ∈ ሾ0, ܾ଴
ାሿ, ܾଵ ∈ ሾ0, ܾଶ

ାሿ. (47) 
Допустим, что имеются данные 

 ݂ሾ1ሿ, … , ݂ሾܰሿ;				ݕ௥ሾ1ሿ, … ,  ௥ሾܰሿ, (48)ݕ
на интервале ሾ1, ܰሿ, где ܰ ൌ 5. 

Согласно (36) функция ПРВ параметров зависимости имеет вид:  
 ܲ∗ሺܽଵ, ܽଶ	|	ࣅሻ ൌ ଵ݌

∗ሺܽଵ	|	ࣅሻ	݌ଶ
∗ሺܽଶ	|	ࣅሻ, (49) 

где: 
ଵ݌ 

∗ሺܽଵ	|	ࣅሻ ൌ ሻࣅܿଵሺ				ሻሻ,ࣅܿଵሺ	expሺെܽଵ	ሻࣅሺݓ ൌ ∑ହ௡ୀଵ  ,݂ሾ݊ሿ	௡ߣ	
ଶ݌ 

∗ሺܽଶ	|	ࣅሻ ൌ ሻࣅܿଶሺ				ሻሻ,ࣅܿଶሺ	expሺെܽଶ	ሻࣅሺݓ ൌ ∑ହ௡ୀଵ ݂	௡ߣ	
ଶሾ݊ሿ. (50) 
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ሻࣅሺݓ  ൌ ඥℙሺࣅሻ. (51) 
Перейдем к рассмотрению гетероскедастического измерительного шума в (32), где  

,ሺ݊ߪ  ܾሻ ൌ ܾ଴ ൅ ݊	ܾଵ. (52) 

Коэфициенты в этом равенстве случайные, независимые интервальные: 

 ܾ଴ ∈ ሾ0, ܾ଴
ାሿ,				ܾଵ ∈ ሾ0, ܾଵ

ାሿ. (53) 

Шум ߦሾ݊ሿ - случайный, независиммый, интервальный: 

ሾ݊ሿߦ  ∈ ሾିߦሾ݊ሿ,  ାሾ݊ሿሿ. (54)ߦ

Совместная функция ПРВ ܹሺܾ଴, ܾଵ;  ሻ определена на множествеࣈ
 ࣱ ൌ ଴ࣱ ⊗ ଵࣱ, (55) 

 ଴ࣱ ൌ ࣜ଴ ⊗ ൬⊗
௡ୀଵ

ହ
Ξ௡൰,				 ଵࣱ ൌ ࣜଵ ⊗ ൬⊗

௡ୀଵ

ହ
Ξ௡൰. 

Согласно (42) имеем:  
 ௡ܹ,଴ሺߣ௡, ܾ଴, ሾ݊ሿሻߦ ൌ ௡ࣱ,଴

ିଵሺߣ௡ሻ	expሺെܾ଴	ߣ௡	ߦሾ݊ሿሻ, 

 ௡ܹ,ଵሺߣ௡, ܾଵ, ሾ݊ሿሻߦ ൌ ௡ࣱ,ଵ
ିଵሺߣ௡ሻ	expሺെܾଵ	ߣ௡	݊	ߦሾ݊ሿሻ, ݊ ൌ 1,5. (56) 

В этих выражениях 
 ௡ࣱ,଴ሺߣ௡ሻ ൌ ࣜ׬

బ⊗ஆ೙
expሺെܾ଴	ߣ௡	ߦሾ݊ሿሻܾ݀଴݀ߦሾ݊ሿ, 

 ௡ࣱ,ଵሺߣ௡ሻ ൌ ࣜ׬
భ⊗ஆ೙

expሺെܾଵ	݊	ߣ௡	ߦሾ݊ሿሻܾ݀ଵ݀ߦሾ݊ሿ. (57) 

Функция ПРВ 
 ܹሺܾ଴, ܾଵ, ሻࣅ	|	ࣈ ൌ ∏ହ

௡ୀଵ ௡ܹ,଴ሺߣ௡, ܾ଴, 	ሾ݊ሿሻߦ ௡ܹ,ଵሺߣ௡, ܾଵ,  ሾ݊ሿሻ. (58)ߦ

Множители Лагранжа, входящие так же в (49 - 51), определяются решением балансовых 
уравнений. 

Функция ПРВ (58) позволяет вычислить средние параметров модели дисперсии (52): 

 തܾ
଴ ൌ ∏௡

௡ୀଵ ஆ೙׬	 	ቀࣜ׬ బ
	ܾ଴	 ௡ܹ,଴ሺߣ௡, ܾ଴, ቁ	ܾ݀଴	ሾ݊ሿሻߦ  ,ሾ݊ሿߦ݀	

 തܾ
ଵ ൌ ∏௡

௡ୀଵ ஆ೙׬	 	ቀࣜ׬ భ
	ܾଵ	 ௡ܹ,଴ሺߣ௡, ܾଵ, ቁ	ܾ݀ଵ	ሾ݊ሿሻߦ  ሾ݊ሿ. (59)ߦ݀	

Итак, усредненная модель наблюдений, содержащая «среднюю» модель дисперсии 
гетероскедастического измерительного шума приобретает следующий вид: 

෤ሾ݊ሿݒ  ൌ ሾ݊ሿݕ ൅ ሺതܾ଴ ൅ ݊തܾଵሻ	ߦሾ݊ሿ. (60) 

5. Заключение 

Исследованы модели измерительных шумов аддитивного и мультипликативного типов, а также 
модели зависимостей с аддитивными шумами на входе и выходе. Сформулированы теоремы об их 
гетероскедастической природе. 
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