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Аннотация. В работе представлено улучшение структуры биполярного морфологического нейрона, 
повышающее его вычислительную эффективность и новый подход к обучению на основе непрерыв-
ных аппроксимаций максимума и дистилляции знаний. Были проведены эксперименты на выборке 
MNIST с нейронной сетью LeNet-подобной архитектуры, а также на выборке CIFAR10 с моделью 
архитектуры ResNet-22. На LeNet-подобной модели с помощью предложенного метода обучения 
получилось добиться 99.45% точности классификации при такой же точности у классической сети, 
а на ResNet-22 точность составила 86.69% при точности 86.43% у классической модели. Получен-
ные результаты показывают, что предложенный метод, использующий log-sum-exp (LSE) аппрок-
симацию максимума и послойную дистилляцию знания, позволяет получить упрощенную биполяр-
ную морфологическую сеть, не уступающую классическим сетям. 
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Введение 

Современные системы распознавания образов 
трудно представить без нейронных сетей [1-3]. 
Нейронные сети сейчас активно используются на 
мобильных процессорах [4] и программируемых 
логических интегральных схемах [5]. Для улучше-
ния производительности в таких системах активно 
разрабатываются различные подходы и методы, 
такие как, например, квантование нейронных се-
тей [6], тензорные декомпозиции [7] или удаление 
весов [8]. Одним из подходов является разработка 
специальных моделей нейронов, использующих 

более простые операции, чем классические мо-
дели, например, аддитивные сети [9-10]. Приме-
ром применения такого подхода является бипо-
лярный морфологический нейрон [11-12].  

Биполярный морфологический (БМ) нейрон 
использует в своей основе операции сложения и 
взятия максимума, а не умножения и сложения, 
как классический математический нейрон. Опе-
рация сложения имеет меньшую аппаратную 
сложность, чем операция умножения, поэтому 
БМ нейрон потенциально более энергоэффек-
тивный и быстрый, чем классический математи-
ческий нейрон. Однако основной проблемой 
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этой модели является трудность обучения гради-
ентными методами на основе обратного распро-
странения ошибки. Из-за наличия операции мак-
симума во время обучения изменяются только 4 
значения весов за одну итерацию для каждого 
нейрона. Также сама структура нейрона состоит 
из 4 вычислительных веток, то есть требует допол-
нительных ресурсов для реализации. В этой ра-
боте представлена новая структура БМ нейрона – 
1.5-веточная модель, а также новый метод обуче-
ния для нее, позволяющий получить результаты 
не хуже, чем с помощью классической модели. 
Эксперименты показали, что на выборке MNIST 
при использовании LeNet-подобной архитектуры 
точность классификации предложенный 1.5-ве-
точной БМ сети составила 99.45%, что не уступает 
точности классической сети. На выборке CIFAR10 
1.5-веточная БМ сеть архитектуры ResNet-22 про-
демонстрировала точность распознавания 86.69%, 
в то время, как точность классической модели со-
ставила 86.43%. 

1. Биполярный морфологический 
нейрон 

Классическая модель нейрона может быть 
представлена следующим образом: 

݂ሺݔԦሻ ൌ ߶ ൭߱ݔ െ ߱



ୀଵ

൱, 

где ω+ и ω- – векторы весов, ݔ – вектор входных 
значений, а ߶ – функция активации. Такую мо-
дель можно приблизить с помощью биполяр-
ного морфологического нейрона, который запи-
сывается следующим образом: 
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где ω+ и ω- – векторы весов, ݔ – вектор входных 
значений, а ߶ – функция активации. Как видно 
из выражения (1), такая структура имеет четыре 
вычислительных ветки, которые возникают из-
за ограничений, связанных с областью опреде-
ления операции взятия логарифма. Основной 
проблемой этой модели является трудность обу-
чения стандартными методами: так как из-за 
наличия операции жесткого максимума (max) во 
время обучения в процессе обратного распро-
странения ошибки изменяются только 4 значе-
ния весов за одну итерацию для каждого 
нейрона. Для решения этой проблемы в ориги-
нальной работе был предложен метод послой-
ного преобразования и дообучения. 

2. Метод послойного  
преобразования и дообучения 
для БМ нейрона 

Предложенный в оригинальной статье метод 
обучения заключается в послойном преобразо-
вании нейронной сети к БМ виду и последую-
щем дообучении модели стандартными мето-
дами (см. Алгоритм 1). На каждом шаге 
конвертировался один слой обученной класси-
ческой сети к БМ виду, а далее выполнялось до-
обучение. Преобразование весов в одном слое 
проводилось следующим образом: 

߱
ି ൌ ൜

lnሺ|ݒ|ሻ,			ݒ ൏ 0,
െ∞,										ݒ  0. 		 

(2) 
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где ω+ и ω- – векторы весов БМ сети, а ݒ - вектор 
весов обученной классической сети. 
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3. Упрощенная 1.5"веточная  
модель БМ нейрона 

Одним из недостатков БМ нейрона является 
его четырехветочная структура, поскольку она 
требует дополнительных аппаратных ресурсов 
для реализации. Однако если сместить входной 
вектор ݔ и вектор весов ω в первую четверть, то 
надобность в наличии четырех вычислительных 
веток отпадет. Такую модель можно предста-
вить в следующем виде: 

݂ሺݔԦሻ ൌ ߶ሼexpmaxୀଵ
 ሾ ln	ሺ ݔ  ሻݔ∆

	 ln	ሺ ߱  ∆߱ሻሿ െ	∆ݔ߱
െ ∆߱ݔ െ  ∆߱ሽݔ∆

где ω – вектор весов, ݔ – вектор входных значе-
ний, ߶ – функция активации, а ݔ߂ и Δω – это 
смещения для входного вектора ݔ и вектора ве-
сов ω, такие, чтобы значения под логарифмами 
были положительными. Назовем эту модель 1.5-
веточным БМ нейроном, так как количество ве-
ток в данном варианте модели сокращается до 
одной, но добавляются дополнительные дей-
ствия для обработки ݔ߂ и Δω. Однако предло-
женная модель не обучается с помощью класси-
ческих методов обучения или методом, 
представленным выше, что можно увидеть в 
разделе 5, поэтому для нее был разработан ме-
тод обучения на основе дистилляции знания. 

4. Обучение 1.5"веточных БМ сетей 
с помощью дистилляции знаний 

4.1. Послойная дистилляции знаний 

Суть обучения с помощью дистилляции  
знаний [13] состоит в передаче дополнительной 
полезной информации от учительской сети к 

ученической посредством изменения функции 
потерь следующим образом [14]: 

ܮ ൌ ,௦ݕ௦൫ܪߚ	 ௧ݕ
൯
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где ݕ௦ – выход одного слоя ученической сети, 	
௧ݕ
 – выход одного слоя учительской сети, ݕ௦ ௧ݕ ,   

– выходы всей ученической и учительской сети 
соответственно, ݕ௧  – эталонный выход, n – 
число слоев в сети, Hcross – функция перекрёст-
ной энтропии, Hmse – среднеквадратичная 
ошибка, ɑ и ߚ – температурные параметры. Та-
ким образом нейронная сеть обучается не 
только на эталонных ответах, но и выход каж-
дого слоя ученической сети становится похож 
на выход соответствующего слоя учительской 
сети. Так как БМ сеть является аппроксимацией 
классической сети, этот подход к обучению яв-
ляется оправданным. 

4.2. Послойная дистилляция знаний  
для БМ сетей 

Рассмотрим использование дистилляции зна-
ния для обучения БМ сетей. Принцип работы 
этого метода можно увидеть на Рис. 1. Во время 
обучения ученическая БМ сеть (BM) строится 
последовательно, слой за слоем. Для каждого 
добавляемого слоя к функции потерь добавля-
ется среднеквадратичная ошибка между ним и 
классическим слоем учительской сети (CNN), 
после этого выход добавленного слоя переда-
ется в следующий слой учительской сети, где 
считаются два выхода output1 и output2 и общая 
функция потерь как сумма энтропии первого и 
второго выхода:  

а) б) 

Рис. 1. Принцип работы послойной дистилляции знания для БМ моделей для двух последовательно добавляемых слоев

а) для первого слоя, б) для второго слоя 
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На следующем шаге только что обученный слой 
фиксируется и выполняется обучение следую-
щего слоя. В итоге, к концу обучения будет обу-
чена вся БМ сеть. 

Этот подход позволяет нивелировать послед-
ствия накопления среднеквадратичной ошибки 
за счет дообучения учительской сети. Однако 
предложенный подход не позволяет избавиться 
от проблемы медленного обновления весов при 
обучении методом обратного распространения 
ошибки, возникающей из-за наличия операции 
максимума. Для этого рассмотрим использова-
ние непрерывных аппроксимаций операции взя-
тия максимума. 

4.3. Непрерывные аппроксимации  
максимума для БМ сетей 

Рассмотрим три различных приближения 
максимума [15-16]: 

ሻݔሺܮ ൌ 	
∑ ݔ

ఈାଵ
ୀଵ

∑ ఈݔ
ୀଵ
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где ݔ – вектор входных значений, ɑ – темпера-
турный параметр, отвечающий за степень  
приближения к максимуму, n – длина входного 
вектора. На Рис. 2 представлена средняя абсо-
лютная ошибка отклонения аппроксимации от 
значения максимума в зависимости от пара-
метра приближения ɑ для усреднённых значе-
ний внутри LeNet подобной сети. Можно ви-
деть, что они обеспечивают достаточно точное 
приближение максимума, а при значении ɑ > 20 
– практически совпадают с ним. При использо-
вании этих аппроксимаций при не слишком 
больших значения параметра ɑ в БМ нейронах 
на каждом шаге обратного распространения 
ошибки будет обновляться большее число ве-
сов, чем при использовании максимума, что по-
тенциально улучшит обучаемость сети. 

4.4. Обучение БМ модели с непрерывной 
аппроксимацией максимума 

Для обучения моделей с помощью описан-
ных методов дистилляции знаний будем исполь-
зовать непрерывные аппроксимации максимума 
в два этапа. Первый этап – это обучение модели 
с аппроксимацией с помощью дистилляции зна-
ний. Поскольку в предложенных аппроксима-
циях есть операции умножения и деления, то ну-
жен еще один этап, в котором аппроксимация 
заменяется на точный максимум с сохранением 
полученных ранее весов. Далее получившаяся 

Рис. 2. Среднеквадратичная ошибка (MSE) различных непрерывных аппроксимаций максимума  
внутри LeNet$подобной сети 
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сеть дообучается с помощью дистилляции  
знаний Рис. 3.  

5. Результаты экспериментов 

Для оценки качества работы представленной 
модели БМ нейрона, а также предложенного ме-
тода обучения были проведены численные экс-
перименты на нейросетевых моделях с различ-
ной архитектурой на выборках MNIST и 
CIFAR10.  

5.1. Результаты обучения с различными 
непрерывными аппроксимациями  
максимума 

В разделе 4 рассмотрены три непрерывные 
аппроксимации операции взятия максимума 
различной вычислительной сложности. 

В этом эксперименте выполнено сравнение 
точности классификации изображений рукопис-
ных цифр из выборки MNIST с помощью четы-
рехветочной 5-слойной LeNet-подобной БМ 
сети, архитектура которой показана на Рис. 4, 
использующей различные аппроксимации мак-
симума. Для обучения применялись следующие 
методы: 

1. Прямое обучение: классический метод 
обучения на основе обратного распространения 
ошибки и градиентных методов.  

2. Послойное обучение без фиксации: метод 
послойного преобразования и дообучения, опи-
санный в разделе 2. 

3. Послойное обучение с фиксацией: метод 
послойного преобразования и дообучения, фик-
сирующий веса после конвертации и дообуче-
ния конкретного слоя. 

4. Дистилляция знаний: метод дистилляции 
знаний, описанный в пункте 4.1. 

Параметр аппроксимации определялся следую-
щим образом: производилось обучение сети с обу-
чаемым значением ɑ в каждом слое, после чего 
значения ɑ были зафиксированы и дальнейшие 

эксперименты производились с постоянным пара-
метром приближения для каждого слоя. 

В Табл. 1 показаны точности классификации 
для различных аппроксимаций максимума в 4-
веточной БМ модели при использовании разных 
методов обучения. Можно видеть, что LSE ап-
проксимация показывала наилучшее качество, 
незначительно превосходящее качество рефе-
рентной модели. Кроме того, она является самой 
вычислительно-простой по сравнению с дру-
гими аппроксимациями. Поэтому в дальнейших 
экспериментах использовалась именно она. 

Рис. 3. Алгоритм обучения БМ модели с непрерывной аппроксимацией максимума 

Рис. 4. Использованная нейросетевая архитектура
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5.2. Обучение 1.5"веточной БМ сети  
на выборках MNIST и CIFAR10 

Так как основной целью создания БМ 
нейрона является замена операции умножения 
на операцию сложения, а операцию сложения – 
на максимум, то в конечной сети не может быть 
использована непрерывная аппроксимация мак-
симума. В Табл. 2 представлены результаты обу-
чения 1.5-веточной модели с LeNet-подобной 
архитектурой на выборке MNIST, где LSE – мо-
дель, использующая LSE, LSE-MAX – модель, 
использующая LSE с последующим преобразо-
ванием к точному максимуму (раздел 4.4), MAX 
– модель, использующая только точный макси-
мум в процессе обучения. 

Сеть с LSE аппроксимацией показывает от-
личные результаты с помощью методов обуче-
ния на основе дистилляции знаний, в то время 
как метод прямого обучения демонстрирует 
низкую точность классификации. При этом ме-
тоды с точным максимумом с помощью дистил-
ляции знаний не могут добиться тех же значе-
ний, что и референтная сеть, но при 
использовании послойной дистилляции знаний 

для БМ сети (раздел 4.2) точность становится 
лучше, чем у референтной сети.  

После проведения экспериментов на модели с 
небольшим числом коэффициентов, была рас-
смотрена задача классификации изображений вы-
борки CIFAR10 с помощью модели архитектуры 
ResNet-22 [17] с тремя остаточными блоками, в ко-
торых 16, 64 и 256 фильтров соответственно. В 
каждом блоке 2 сверточных слоя, выход которых 
суммируется с входом. Результаты этих экспери-
ментов представлены в Табл. 3. 

Сеть с LSE аппроксимацией все также пока-
зывает лучший результат с помощью обоих ме-
тодов обучения на основе дистилляции знаний. 
Методы с точным максимумом показывают схо-
жие результаты, что и на выборке MNIST: ди-
стилляция знаний немного уступает по точности 
референтной сети, а предложенный метод пока-
зывает качество сопоставимое с референтной  
сетью. При этом использование LSE аппрокси-
мации максимума позволяет упростить сходи-
мость модели и потенциально способно уско-
рить обучение в сложных задачах по сравнению 
с использованием послойной дистилляции  
знаний с точным максимумом. 

Табл. 1. Точность 5$слойной сверточной БМ сети на тестовой выборке MNIST 

 Прямое обучение 
Послойное 

обучение без фиксации
Послойное  

обучение с фиксацией 
Дистилляция 

знаний 

Референтная сеть 0.9901 - - - 

4-БМ  0.1064 0.9648 0.9713 0.9893 

4-БМ S-morph 0.9231 0.9666 0.9737 0.9871 

4-БМ L-morph 0.1246 0.9361 0.9582 0.9612 

4-БМ LSE 0.9863 0.9871 0.9922 0.9945 

 

Табл. 2. Точность 5$слойной сверточной 1.5$веточной БМ сети на тестовой выборке MNIST 

 Прямое обучение Дистилляция знаний 
Послойная дистилляция знаний 

для БМ сетей 

Референтная сеть 0.9901 - - 

1.5-БМ LSE 0.1486 0.9998 0.9998 

1.5-БМ LSE-MAX 0.1153 0.9821 0.9986 

1.5-БМ MAX 0.0926 0.9786 0.9989 
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Заключение 

В этой работе предложена новая 1.5-веточная 
модель БМ нейрона, повышающая его вычисли-
тельную эффективность. Представленная мо-
дель позволяет уменьшить количество вычисли-
тельных веток нейрона с 4 до 1, и добавляет 
дополнительный вычислительно-простой шаг в 
виде подсчета смещения относительно первой 
четверти. Для этой модели БМ нейрона разрабо-
таны методы обучения на основе послойной ди-
стилляции знания и использования непрерыв-
ной LSE аппроксимации максимума. Эти 
методы показали свою эффективность в задачах 
классификации изображений выборки MNIST 
для модели архитектуры LeNet: точность клас-
сификации с помощью упрощенной БМ модели 
составила 99.45%, а на выборке CIFAR10 для 
модели ResNet-22 – точность составила 86.69%. 
Точность классификации классических сетей 
составила 99.01% и 86.43% соответственно, что 
показывает превосходство представленной мо-
дели и метода обучения. 
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Табл. 3. Точность ResNet$22 на тестовой выборке CIFAR10 

 Прямое обучение Дистилляция знаний 
Послойная дистилляция знаний 

для БМ сетей 

Референтная сеть 0.8643 - - 

1.5-БМ LSE 0.0982 0.8700 0.8700 

1.5-БМ LSE-MAX 0.1033 0.8527 0.8661 

1.5-БМ MAX 0.1084 0.8514 0.8669 
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Abstract. Various neuron approximations can be used to reduce the computational complexity of neural 
networks. One such approximation based on summation and maximum operations is a bipolar morpho-
logical neuron. This paper presents an improved structure of the bipolar morphological neuron that en-
hances its computational efficiency and a new approach to training based on continuous approximations 
of the maximum and knowledge distillation. Experiments were conducted on the MNIST dataset using 
a LeNet-like neural network architecture and on the CIFAR10 dataset using a ResNet-22 model archi-
tecture. The proposed training method achieves 99.45% classification accuracy on the LeNet-like model, 
with the same accuracy of the classical network, and 86.69% accuracy on the ResNet-22 model, com-
pared to 86.43% accuracy of the classical model. The results show that the proposed method with log-
sum-exp (LSE) approximation of the maximum and layer-by-layer knowledge distillation, allows for a 
simplified bipolar morphological network that is not inferior to classical networks. 
Keywords: bipolar morphological networks, approximations, artificial neural networks, computational 
efficiency. 
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