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Подход к построению производственных 
функций с эндогенно введенным НТП  
в качестве информационной компоненты1 

В.А. Шведовский, .А.В. Неклюдов 

Аннотация. Важной проблемой моделирования системы общественного воспроизводства (СОВ) является по-
строение/выбор производственной функции (ПФ) и тесно связанная с ней проблема введения необходимого 
набора социальных переменных. В данной публикации предложен подход к построению производственных 
функций. В работе делается акцент на то, что ПФ с эндогенно вводимым НТП (научно-технический прогресс) 
в качестве показателя наукоёмкости должна быть функцией от 3-х аргументов Е = Е(K, L, C). 

По существу, производственная функция f есть совокупность "правил", с помощью которых 
для каждого набора затрат x1, x2,… xn, определяется соответствующий выпуск y=f(x1, x2,… xn). По-
этому построение производственной функции означает нахождение математической формулы, от-
ражающей эти правила или, иначе говоря, закономерности превращения набора ресурсов, пони-
маемых расширительно в социальном смысле – например, учет социальной инфраструктуры или 
уровня образованности, - в конечный продукт.  

Этапы построения производственной функции: 
1) выявление общего вида функции f от аргументов 1,..., mx x  с неопределенными параметрами; 
2) оценка параметров. 
Примеры производственных функций: 
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1  Работа выполнена при частичной поддержке грантов: РФФИ 06-01-00-426 и 05-06-80-23, РГНФ 07-03-00620а 
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Схема представления ПФ как f(преобразователя m входов  в 1 выход y. 
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3) CES - в виде степенного многочлена: 
k

l
i

i=1

f(x)=a( b )r
ix∑ . 

Коэффициенты в подобных ПФ определяются с помощью линейного или нелинейного метода 
наименьших квадратов (МНК). 

Обычно в математической экономике употребляется ПФ от двух аргументов – труда и капита-
ла. Однако общий кризис экономико-математической теории ведет к новым подходам и решениям 

В связи с ростом сложности социума и с растущими требованиями к моделям социально-
экономических процессов возникает необходимость корректного учёта в ПФ набора факторов, 
большего двух. Помимо этого, при учете социальных переменных в таких моделях особую щепе-
тильность социологи предъявляют к верифицируемости процедур эмпирического наполнения со-
циальных показателей. Последнее соображение отображает строгий шкало-метрический критерий 
ограничения допустимой гладкости2 функций, используемых в моделировании социальных про-
цессов. 

Ключевой идеей к последовательному и целостному построению модели СОВ как динамиче-
ской модели является идея динамически сбалансированного набора факторов эволюции экономи-
ки и социума3. 

Если при построении моделей ранее использовались производственные функции, учитываю-
щие К - капитал и L - труд, то в настоящее время создаваемые модели содержат ПФ, имеющие в 
качестве аргументов не только капитальные K и трудовые L  затраты, но и информационно-
культурную компоненту С. Последнее полностью вписывается в подход Н.Д. Кондратьева, разде-
лявшего кумулятивные и потоковые переменные, - так  к кумулятам капиталу К и труду L добав-
ляется кумулята С – знание. 

Понимая трудности, которые возникают при использовании ПФ с числом аргументов больше 
двух, математики-экономисты стремятся представить такую функцию либо как разложение по су-
перпозициям функций от 2-х переменных [1], либо вводя НТП экзогенно [2]. 

Как доказано А.Г. Витушкиным [3], что невозможно функции трех переменных класса СS раз-
ложить в суперпозиции функций двух переменных класса  СP , если p ≥ [2s/3] + 1. 

Все ПФ от двух переменных, исследованные в математической экономике допускают диффе-
ренцируемость хотя бы один раз, и это требуется для всех дальнейших математико-экономических 
построений. Однако относительно вновь конструируемой функции от 3-х переменных можно ут-
верждать лишь то, что она непрерывна, судя по используемому социальному показателю, характе-
ризующему «знания». Таким образом, мы лишаемся возможности применить теоремы А.Н. Кол-
могорова и В.И. Арнольда о представимости непрерывной функции от 3-х,…, n аргументов 
суммой суперпозиций непрерывных функций от 2-х аргументов. Следовательно, ПФ от 3-х аргу-
ментов должна рассматриваться, в самом общем случае, как отображение Е: (K,L,C) → R. 

Не ограничивая общности применения метода дифференциальных форм, рассмотрим реализа-
цию подхода [4] к построению системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) для 
решения нелинейного уравнения в частных производных первого порядка: 

Ф(К, L, C, Е(К, L, C),  PK, PL, PС ) = 0, (1) 

K - капитал, L - труд, С – знания,
K
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, E = E(K, L, С) – искомая ПФ как 

функция от трех аргументов. Содержательная социально-экономическая гипотеза заключается в 

                                                           
2 Так, о гладкости, кроме непрерывности, не может идти речь, если и область значений и область определения этих 
функций, как правило, задаются в порядковых шкалах  
3 Здесь предпочтение не отдаётся ни экономическому детерминизму вульгарного марксизма,  ни социэтальной концеп-
ции общества сторонников Парсонса. На наш взгляд, синтез этих концептов естественно логичен в более многомерном 
смысловом контексте.  
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предположении существования баланса4 социальных и экономических факторов, объясняющих 
воспроизводство выпуска Е как результата взаимодействия абсолютных вкладов капитала К, труда 
L, знаний С, а также учета вкладов относительных изменений ∆E за счет ∆K, ∆L и ∆С5.  

Формула (1) справедлива в силу естественного статистического факта существования ограни-
ченных вариаций для социально-экономических функций Е, L, K, С, что в соответствии с [3] при-
водит к принадлежности этих функций к классам функций С2 и С3, т.е. дважды и трижды диффе-
ренцируемым.  

Таким образом, при построении характеристических уравнений для (1) возникают их структур-
ные составляющие, находящие свою интерпретацию либо как некоторые агрегированные соци-
альные переменные, либо как инновационные факторы системы общественного воспроизводства, 
находящиеся в совокупном балансе всех факторов СОВ в виде (1).  

В целях построения системы ОДУ, определяющих характеристики нелинейного (в общем виде, 
Пфаффова) уравнения в частных производных первого порядка, используется многообразие 1 
струй функций размерности 7 [4].  

В итоге имеем строгое основание для неформального получения системы ОДУ: 
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 (2.1) 

Поскольку область определения функции E=Е(X1 X2, X3) рассматривается в 3-х мерном про-
странстве (X1 = K, X2 = L, X3 = C), то в целях замыкания системы ОДУ требуется условие интег-
рируемости. Таким условием является выполнимость требований теоремы Фробениуса:  ωdω = 0, 
где ω = dE - ∑∂E∂xi·dxi , т.е. дифференциальная форма – 1, в то время как  dω – дифференциальная 
форма - 2.  

Для E = E (K, L, C), т.е. когда областью определения функции Е является 3-х мерное многооб-
разие, это условие записывается в виде:  

 

∂E/∂K · (∂(∂E/∂C)/∂L - ∂(∂E/∂L)/∂C) + ∂E/∂L · (∂(∂E/∂K)/∂C - ∂(∂E/∂C)/∂K) + 
+ ∂E/∂C· (∂(∂E/∂L)/∂K - ∂(∂E/∂K)/∂L) = 0 (2.2) 

 

В случае принятия условия конкурентности экономики можно переобозначить ∂E/∂Xi , i=1, 2, 3. 

i
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∂
– стоимость производственного фактора знания. Тогда (2.1-2.2) записываются: 

                                                           
4 Подобная балансовая гипотеза, объясняющая изменение функции распределения по различным социальным группам 
(пола, возраста, дохода, семейного положения, профессий и т.п.) была выдвинута Ю.Н. Гаврильцом [6]. Более того, им и 
его учениками была развита методология декомпозиции общей функции распределения многих аргументов на функции 
распределения меньшего числа аргументов.    
5 Естественно в предположении существования предельных переходов к PK, PL, PC. 
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В качестве ПФ рассмотрим функцию вида: E=Ka*Lb*Cg, что достаточно правдоподобно отра-

жает логику: ВВП прямо пропорционален затратам труда, капитала и знаний.  
Сначала рассмотрим случай:  di/dt = Ii, dl/dt = Il, dh/dt = Ih  , где I – const  (4) 
Временной интервал, удовлетворяющий условию (4), соответствует нескольким месяцам. 
Из системы ОДУ вытекает для выражения (3г): 
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Аналогичным образом получаются равенства для 
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Перепишем эти равенства в виде 2-х систем уравнений: 
 

i

l

h

i I
K E

l I
L E

h I
C E

∂Φ ∂Φ⎧ + = −⎪∂ ∂⎪
∂Φ ∂Φ⎪ + = −⎨ ∂ ∂⎪
∂Φ ∂Φ⎪ + = −⎪∂ ∂⎩

 (6.1) 

и 

i

l

h

i i i I
C h K i L l
l l l I
C h K i L l
h h h I
C h K i L l

∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ⎧ + + =⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪
∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ⎪ + + =⎨∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎪
∂ ∂Φ ∂ ∂Φ ∂ ∂Φ⎪ + + =⎪∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎩

 (6.2) 

( )

( )

( )

( )( )

( )( )

( )( )

( )
( /  - / C) ( / C - / ) ( / K - / )  0 ( з)

dK а
dt i
dL б
dt l
dC в
dt h
di Ф i г
dt K E
dl l д
dt L E
dh h е
dt C E
d dt idK dt l dL dt hdC dt ж
i h L l l i h K h l i L

∂Φ⎧ =⎪ ∂⎪
∂Φ⎪ =
∂
∂Φ

=
∂
∂Φ ∂

= − +⎨ ∂ ∂
∂Φ ∂Φ

= − +
∂ ∂
∂Φ ∂Φ

= − +
∂ ∂

Ε/  = /  +  /  + /  
∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ + ∂ ∂ ∂ ∂ =

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎩



МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ СОЦИАЛЬНОЙ И ЭКОНОМИЧЕСКОЙ ДИНАМИКИ А.В. Неклюдов,  
В.А. Шведовский 

  

26 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ И ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ СИСТЕМЫ 4/2007 

 
 
 
 

Из системы (6.2) и (3)  получаем:  
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Возможен случай, когда Ii=0,  Il=0,  Ih=0. Тогда либо C, K, L –константы, либо 

все элементы матрицы 

i i i
C K L
l l l
C K L
h h h
C K L

∂ ∂ ∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

 равны 0.  

В случае, когда E=Ka*Lb*Cg, система уравнений (7) разрешима, если: det 0
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Проинтегрируем последние 3 уравнения в системе 9: 

1

2

3
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E g h C f t
E i K f t
E b l L f t

α
= ⋅ ⋅ +

= ⋅ ⋅ +

= ⋅ ⋅ +
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(

(
, (10)  

где 1( )f t
(

 - функция, не зависящая от времени. 

Решение системы уравнений (8) осуществимо после подготовки статистических рядов 
для: , , , , , ,E C K L h i l [10]. 

Однако, при вычислении k, его величина оказывается порядка 0.002, что никак не удовлетворя-
ет условию:1/k=a+b+g-1, что и подтверждает гипотезу Бессонова [7-9] о невозможности описывать 
какой-то одной ПФ весь переходной период трансформационных преобразований в России. 

Выводы 

1. ПФ Е с эндогенно вводимым НТП в качестве показателя наукоёмкости используемых в про-
изводстве технологий, т.е. их насыщенности знаниями – С, с неизбежностью должна быть функ-
цией от 3-х аргументов Е = Е(K, L, C).  

2. СОВ переходного периода России в течение всего периода не может быть описана ПФ толь-
ко вида E=Ka*Lb*Cg. 
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